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METODOS ROBUSTOS

(CURSO B2)
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PROCEDIHIENTOS_ESTADISTICOS_ROBUSTOS

1.=_INTRODUCCION

El concepto de robustez fue introducido por primera vez por G.
Box (1853), en un trabajo sobre estimacién de la varianza para el caso

no gaussiano. El se ocupa de la insensibilidad de los procedimientos
estadisticos con respecto a pequefias desviaciones del nmodelo
ustndisnco supuesto y muy pocas veces contrastado. A partir de este

e dedicads, en casi tsdas las dreas de la estadlsiiva,

grsndes us(uarzcs para precisar este nuevo concepto y para desarrollar
procedinientos estadisticos robustos.

La estadistica paramétrica, asume que sus datos provienen de una
distribucién conocida desarrollando procedinientos éptimos para
sodelos paramétricos exactos, y ademis supone que el comportamiento
sigue siendo adecuado cuando el modelo es vialido sélo aproximadamente.
Este supuesto de continuidad no se cumple en nuchos procedimientos
clasicos, por lo que es necesario desarrollar métodos estadisticos
robustos.

En el problema de estimacién paramétrica puntual se asumen 3
supuestos (el supuesto de independencia, el supuesto de identidad de
la distribucion y el supuesto de la distribucioén). En la practica
cada uno de estos supuestos puede ser vilido solo aproximadamente.
Por lo tanto es necesario obtener métodos robustos frente a cada uno
de estos supuestos, es decir, robustez con respecto al supuesto de
ndependencia, robustez con respecto al supuestc de identidad de la
distrib 6n y robustez con respecto al supuesto de una distribucién
(robustez distribucional).
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En estas notas el concepto de robuste: tratado serd robustez
distribucional, es decir robustez en el sentido de Huber (1881), este
es el caso mds importante y mejor desarrollado a la fecha. Cun
respecto a la robustez de los supuestos de independencia, distribucidn
idéntica y aleatoriedad se conocen muy pocos trabajos, entre otros
motivos es debido a gque la Falta de robustez en tal sentido es menos
grave que on el caso de robustez distribucional (ver Portnoy (1877)).

L.1.= ALGUNOS_ESTINADORES DEL PARAHETRO_DE LOCALIZACION

= n
a) Xn = (‘/n)-‘ix)h (media aritmética)

X(%(n+1)) »  8in es impar
b) Hed = (mediana)
K(X(%n) + X(X(n+2))) , si n es par
n-k
e) Hw = (3/(n-2x>)* I Xc1) (media truncada de orden k)
FETONY
n-k
d) Wk = (1/n)(k-Xcuwrs + keXen-wy + 2 Xctd) (media winzorizada)
Lmked

En un sentido amplio podemos decir que Xn no es robusta, debida a
su alta sensibilidad a los valores extremos o atipicos, en cambio la
nediana, la media truncada de orden k y la media winzorizada de orden
k son robustas ya que no son afectadas por unos pocos valores oxtremos
de los datos.

L.2.- ALGUHOS ESTIMADORES DEL PARAHETRO DE ESCALA

Es conocida disputa entre Eddington (1814) y Fisher (1920) sobre
los méritos de dos medidas de dispersién con respecto al promedio, la
comparacién de estimadores del parametro de escala puede ser estudiada
basada en algunas ideas de robustez.

Sea Xi, Xz, r*+ , Xn una muestra aleatoria proveniente de una
distribucién

F(x) = (1-€):8((x-u)/0) + € #((x-u)/30),

donde ®, es la funcién de distribucién de la normal estandar.

: La medida de dispersién propuesta por Eddington fue la desviacién
nedia

n 2
dn = (/) X |Xs - K|,
1m1

(T
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elentras que la propuesta por Fisher fue la desviacién estandar,
= {(‘/n)‘ I (X - X)*
am

Fisher concluyé con la
de nornalidad Sn es un 12%
tenezos

disputa demostrando que bajo el supuesto
mids eficiente que dn. Puesto que si €=0,

Cocparando estos estimadores sobre

la base de la eficiencia relativa
(LRA) cblenewos:

ERAC€) = lim YAR[SAl/E2(Sal = X(3(1+80€)/(1+8€)? -1)
n=>= VAR(dn]/E* (dn]) Kr(1+8€)/(1+2€)* - 1

005

2 035 1.903[

(Ejemplo tomado de Hubu (1881))

Ls tsbla npuestra que bastard €=0.002 (2 observaciones en 1000) para
que la ventaja de Sn respecto de dn desaparezca. Por otro lado para
=0.05, la ventajn de dn con respecto a Sn es evidente.

Muchos datos en las Ciencias Fisicas son modelados adecuadamente
sor una distribucién do la forma

F(x) = (1-€):®(x) + € B(*/a), a5 !

donde ¢ es la distribucién acumulada de la H(O,1).

£l ejenplo anterior muestras que alargando las colas de la
Sn se ve muy sfectado pero no asi dn. Es decir, dn es
a la presencian de datos atipicos (outliers). Para

cctos  prdcticos es  posible  intercambiar  “robustez
distrivucional” y resistencia.

Finslmente, otra alternativa para  estimar robustamente el
parézetso de escala es la Hediana de las desviaciones absoluta HAD
(zedian absolute dosviation) propuesta por Andrews (1872)

KADa = (}/0.0748)(HAD(X1)) = (1/0.6745)(Heds(|X1 - Heds(X3)|)),
snde 0.8745 = #-1(%/4) es un factor de normalizacion para lograr
‘enziztencia del estimador bajo distribucién normal.

2.- CONTIRVIDAD Y ROBUSTEZ CUALITATIYA

P

Hampel (1871) introdujo el concepto de robustez cualitativa
asociado al problemn de estimacién puntual: 1s idea basica es que un
pequefio cambio en la distribucién del modelo F asumido, deberin causar
sélo pequefios cambios en la distribucién de la funcién de estimacion
Le(Tn)
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DEF 2.1_: Sean Xi, X2, ** , Xn Sucesisén de variables aleatorias
independientes e idénticamente dst:‘huldu’ con
digtribneidn comin Fo, Tr = To(¥;,X2.---,X.) Sucesidu ue
estinadores o test. Se dice que (Tn) e= cuslitativamente
robusta en Fo si para cada €0, 3850, V no»0 © V F, V nono

du(Fo,F)<8 22>  di(Lza(Tn),Lr(Tn))<e, donde di o5 una
métrica adecuada.

OBS_1_: S5i (Tn) se deriva de un.funcional Tn = T(Fs), entonces esta
definicion es equivalente n la continuidad dabil de T.

QBS.2 i La métrica du es una métrica adecuada en el espacio de todas
las medidas de Probabilidad (Distribuciones).

3.=_LA _NOTACIOH_FUNCIONAL DE ESTIHADORES

En la mayoria de los casos comunes los Test estadisticos vy
ostimadores dependen de una muestra (Xi, Xz, :-- . ¥a) sélamente a
través de la distribucidn empirica Fn.

DEF 3.1 Sean x1, Xa, ‘'‘* , xn € IR, valores de una muestra
aleatoria Xi, Xz, *** , Xn sobre R. Se llama Distribucién
enpirica a
n ¢
Fa(x) = (3/n)* I Textex)
e

donde I es la funcién indicatriz.

PBS_1__: Para espacios muestrales mds generales Fn puede ser definida
a través de la medida empirica

n
Fn = (3/n) I bxt
imy

donde 8xs es una distribucién que asignz probabilidad 1 al
punto x1 (Hedida de Dirac).

OBS_2_: En caso que Tn = Tn(X1,Xa,:*:,Xn) dependa de la nuestra sélo
a través de Fn, podemos escribir
Tn(X2,X2,*++,Xn) = T(Fn)
Ejemplos i
i) TCE) = |X-dF = E(X)

T(Fa) = lx-es. = Xn

(T
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i) ™) = JtX'-E[X])“dF = Vi)
T(Fn) = J\X-E(X])'-dh = (e 3R = (Fnd
4
1i1) T(E) = F-i(¥)
T(Fa) = Fa-1(%) = Hediana (x1,-*:,xn)

1-a

L) MCE) = (‘/(x-:n))'[F"(L)‘dt
a

1-a

T(En) = (‘/(x~zn>)'IFn"(t)'dt = X
a

v) EL test_estadistico.de el Lema de Neyman-Pearson.
El test de potencia mdxima entre dos densidades fo y f1 estd
basado en una estadistica de la forma

T(Fn) = J\P(x)'dfn = (/) © T Yz

donde W(X) = log (IL:.LX( §
o(x

iv) El estimador mdximo verosimil de 8 de una fanilia de densidades
£(x.8) es ln solucidn de .

T(Fn) = I%xmr.. =0

donde W(X) = d.log £(x,8)
d6

4.-_ROBUSTEZ _CUAHTITATIYA

4.1.- FUNCION DE INFLUERCIA

Hampel (1868) introdujo una medida de robuste:z local basada en la
derivada de Gétonux do Funcionales llamada funcién de influencia.

DEE 4.0 Si Ty = Tl ‘vX%n) admite una representacion Tn = T(fnl,
diremos que n estd definido por wun funcional T definido
sobre  un subconjunto  del espacio de todas  las
probabilidades (Z(R)).
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DEE 4.2 : Sea T(Fn) un estimador o test, la funcion de influencia de
T

en F esti dada por

IC(X,F,T) =d T(Fe)
dt

t=0

donde  Fe = (1-t):F + t-bx, con bx distribucién que asigna

probabilidad 1 al origen.

QBS_1__: La funcién de influencia es la derivada de G&teaux de T en F
Ox.

en la direccioén de
Bjomplos.
e mee) = IX'dF

ICCX,F.T) = d T(Fe) =d ((1-t):'T(F) + t-T(6x))|
de emo  dt z20

O ) R G jX-dF = X - Er(X])

{4) T(F) = F=2(%)

TCCY,F.T) = d T(Fe) =d Fe=i(l)
dt t=o dt t=0
§ = Fe(Fem1(%))
0 =d (Fe(Fe-2(%)))
dt tu0

0 =d (C(1-t)-F(Fe=3(X)) + t:8y(Fe-1(%)))
dt

0 = -F(F-3(%)) + £(F-2(%))d Fe=2(%)| + 8y(F-2(%))
dt

=0

IC(Y,E,T) = % - 6y (F-1(k))

- Bu(F.
f(F-1(%))
Sl A BT SN
[ ZECF-30%))
8 [ ey y > F=1(%)
ZECF-100)

4.2,= APLICACION _DE_LA FUNCION_DE_INELUENCIA

a) Bajo condiciones de regularidad es posible linealizar T en
cercanias de F en términos de IC(X,F,T)

A

las



PAG. 54

T(Fn) =~ T(F) = JIC(X.F.T)'(an - dF) ¢ Rn

como JlC(X,F.T)'dF = Er(IC) = 0, podemos escribir
M- (T(Fn) - T(F)) = (/) £ IC(X1,F,T)
1m1
Luego usando el teorema central del limite

n
{6 (T(Fn) - T(F)) --

=> NCO,V(F,T))

donde V(F,T) = JIC'(X.F.T)WIP

Eiemplo_:
T(F) = V(X) = E[X*) - E(X]
") n £
T(Fn) = (3/n) * % X1” - Xn* = Sa®
FEsy

IC(X,F,T) = (X - Er(X))* - Vr(X)
V(F,T) = I((X - Er(X))* - V¥(X))}*:dF = uq - w2’

a) Funcién de influencia caso finito. Tn= T(Fn) = Tn(X1,**:,Xn). EIl
inpacto de una observacién suplementaria adicional de X en T estd
dado por

I(Tn, XY = TneadXs, o+, Xn,X) = Tn(X1,°**,Xn)
= TICL = (Y/n+1))"Fn + (3/n+1)-8x] - T(Fn)

DEF 4.3 La sensibilidad de Tn para una muestra (Xi,:**,¥n) dada

esta definida por

SC(Tn,X) = S:p [I(Tn, X) | (Tukey 1870)

Ejemplos :

1) TCE) = B(X)
Tn = ¥o

n
Taez = (3/ne1) (X + I Xy )
[TFY

I(Ta.X) = (M/n=1) (X = Xn)
SC(Tn.X) = +=



§4) T(F) = F=2(%) , Xca> S Xeay § ¢+ S Xem
Hed (X1) = X¢me1d
% (Xem> + Xeme1))
Tne1(X1,***,Xn,X) = K (Xemer> + X¢mez))
K (X + Xemead)
K (Xemd = Xemery)
I(Tn,X) = K+ (Xcme2) = Xeme1))
(X - Xemwry)
SC(Tn,X) =

Sup | 1(Tn,X)| = K (Kcmezy = Xemes
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donde 2m+l

-

si X ¢ Xcmd
si X 2 X¢me2d
si Xemd S X S Xemedd
si X < Xemd

si X 2 Xcm-2)

si X¢m) S X S Xemedd

)

4.3.= OTRAS nhnDIDAS _vE KUBUSTKZ DERLYADAS DE_LA_CUKYA DE INELUENCIA

DEF_ 4.4 i
sensibilidad a

Sea T un estimador o test en F, se llams valor extremo de

GES(T,F) = Sup |IC(X,F,T)|
x
QRS_1_: Si GES(T,F) < o , entonces decimos que T es B-robusto.
(Rouseeuw 1881).
OBS_2 ; Un estimador T se dice Fisher consistente ssi T(Fe)=06, V 6 «®

0BS_3_: Un estimador Fisher consistente

T con
llana B-robusto maximal.

(Hampel 1986).

DEF_ 4.5 un estimador o test con f

IC (X F T), entonces se llama sensibilid

N=(T,F) = Sup |IC(X,F,T) - IC(y,E,T)|
.y Lﬁi

x<ry

Ejemplos i
1) T = T(F) = [X~dF
GES(T.F) = S:P JIC(X,F,T)|

(A

GES(T,F) minimo se

uncion de influencia
ad local a
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N B =L

2) T = T(F) = F-1(%)
GES(T,F) = 1/(2-£(F-1(%)))
N (T,F) = 0

4.4.- CONFIABILIDAD_GLOBAL Q PUNTO DE RUPTURA

Hemos visto el concepto de funciéh de influencia y su utilidad
para formalizar varias ideas en la teoria de la robustez. Pero una
limitacion de esta medida es que es un concepto local. Para completar
esta medida necesitamos un concepto o medida de confiabilidad global
del estimador o Test. Dos medidas globales de robustez son: punto de
ruptura y robustez cualitativa. :

DEF_ 4.5 : El punto de ruptura de una sucesién de estimadores (Ta:n21)
en F estd dada por
€* := Sup ( € £ 1 ; 3 un conjunto compacto RKec ® :
e (F 0y 107 S55Talnt R k)Y R )
donde ma(F,G) := Inf ( € ; F(A) € G(A®) + ¢, ¥ A€ O\)

con G(A®) := ( X@ @ : Inf d(x,y) < €}
vea

OBS_1__: ma(F,G) es la distancia de Prokorov entre dos Distribuciones
de Probabilidad en Z(R).

085 2. @= R, entonces €* = Sup (€ S 1; Jre : ma(F,6) < €=
o i
(G b (MR it > 1)

QBs_ 3 _: El punto de ruptura deberia ser formalmente denotado por
€*({Tn ; n21),F) pero usualmente no depende de F

OBS 4 : Existen algunas variantes de esta definicién que reemplazan
la distancia de Prokorov por la distancia de Levy o la
distancia de Lipschitz.

4.5.- VERSION FINITA DEL PUNTQ DE RUPTURA (Doncho-Huber (1983))

Sea Xn := (X1,X2,°°*,Xn) una muestra aleatoria de tamafio n y sea
Tn(¥n) un estimador basado en la muestra de Xn.

(T
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DEF_ 4.6 : El punto de ruptura de la muestra finita €n™ del estimador
n de la muestra Xn esta dado por

€n™(Tn,Xn) := (3/n)-Hax{ m ;maxii,..., 1m-Supyi,-
*[Tn(z1, -+ 2zn)| <=}

c.oym®

donde la muestra (zl,*-*,zn) es obtenida reemplazando los m
punitos Xi1,::,Xsim por valores arbitrarios yi, **,ym.

OBS 1 Sea Xn¢m™> la muestra contaminada obtenida a partir de Xn,
donde se cambian 'm datos. en la muestra original por
WAk Y

Si B(m,Tn,¥n) = Sup [T(Xn<™) - T(Xa)||
Enm)

siendo |[T(¥a¢m>) - T(Xn)|| la norma sobre Rk.

Entonces €n*(Tn,Xn) = Hin { (m/n) : B(m,Tn,Xn) = @ }
Ejemplos_:
n
1) Sea T(Xn) = 2 (X1/n)
1=1

B(1,Tn,Xn) = (*/n):(y1 = X11) » y1 arbitrario.
€n*(Tn,Xn) = (1/n)

2) Sea T(Xn) = Fn-1(%)
€n*(Tn,¥n) = (%)

3

Sea T(Xn) =

€n*(Tn,¥n) = a

4.7.- CONTINUIDAD Y ROBUSTEZ CUALITATIYVA

DEF 4.7 : Se dice que una sucesién de estimadores { Tn ; n2l ) es
cualitativamente robusto en F si ¥ €0, 3 6>0, V GeZ(R),
¥V ne&N: na(F,6)<6 ==> na(Lr(Tn),La(Tn))<€, donde na es la
distancia de Prokorov entre dos distribuciones en Z(R).

DEF 4.8 : Una sucesién de estimadores { Tn ; n21 )} se dice continua
en F, si ¥ €0, 3 80,3 no& N, V¥V n,n2no V Fn,Fané Zn(R):

"a(F,Fn) <8
=>  |Ta(Fn) - Ta(En)| < €
R4(F,Fu)<b

Estas dos definiciones son claramente no equivalentes, pero
pueden ser relacionadas por los siguientes resultados (Hampel (1986)).
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TEO 471 o Una sucesién de estimadores (Tn;n21), la cual es continua
en F y todos los Tn son funciones continuas de las
observaciones es cualitativamente robusto (Hampel (1886)).

TEQ 4.2 Sea Tn wuna sucesién de estimadores generados por el
funcional T ( Tn(Fn):=T(Fn) ), entonces T es continuo con
respecto a la distancia de Prokorov ¥ Fé& Z(R) ssi (Tn; n2l)
es cualitativamente robusto ¥ Fe Z(R). &

5.- ESTIMADQRES ROBUSTOS

Sean X1,X2,:**,Xn variables aleatorias independientes con
distribucién comin Fe, 8@SR y Tn un estimador que puede ser obtenido
de un funcional 8=T(F) definido sobre la familia de distribuciones por
evaluacion de T en la distribucion empirica Fn: Tn=T(Fn). A
continuacién se presentan 3 clases de estimadores robustos Tn de 6:
estimadores tipo M, estimadores tipo L y estimadores tipo R.

5.1.- ESTIMARORES TIRQ M

La clase de estimadores tipo H fue introducida por Huber (1964) y
sus principales propiedades son expuestas por Huber (1881).

DEE 5.1 : Un M-estimador Tn es la solucién del problema de
minimizacién

3 0(x1,0) = min ! (5.1)
) o

0BS 1_: Si ( es una funcién derivable en 8, Tn es la solucion de la
ecuacién lineal de primer orden: -

&
3 Y(x1.,8) = 0 (5.2)
e
donde Y (x,8) =2 @ (x,8).
98

Asi Tn verifica (1/n)+ I Y (x1,Tn) =J (x,Tn)-dFn = 0
11

0 bien JV(X,T(F))-dF = 0 (forma funcioral).

OBS 2 : Es bien conocido que el estimador miximo verosimil es
definido como el valor Tn = Tn(x1,"'*,Xn) que maximiza

£(x1,Tn)

o equivalentemente

n
s -1n f(x:,Tn) = min !
. Tn

o A
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Huber propuso una generalizacion a:

n
£ @ (x1,Tn) = min !
1=1 Tn

donde @ : Xx@ --> R diferenciable. Por tal motive se llama
a estos estimadores tipo maxima verosimilitud.

GALCULO_ DE_LA_FUNCION_DE INFLUENCIA
Sea Fe = (1-t)'F + t-8x
T(Fe) = I‘ﬁ’(x,'l‘(h))-dk'c E
= (l-t)~.|. Y(x,T(Ft))-dF + t-W{(x,T(F:)) =

derivando con respecto a t

- dT(Ft) +

—qu,wn»-ar ‘ (L—t)'[ J?. Wex,0)) :  dF ]
98 8=T(Ft) - dt

dI(Et) = 0

Vo (x T(Fe)) + ¢+ 2 Y (x,8) o
08 8=T(Fe) dt

evaluando en t=0 tenemos

W (x, TCE)) - J‘H(x.T'(F))'dF + IC(X,E,T)-

2 Y (x,8) < dEi= O]
dew \s:T(F)

o Woumemy . .
T1C(X, s = (5.3)

- | \ex,8) - dF .
Joaw Ie:T(F)

En caso de estimar el parametro de localizacién, tenemos %R,
-9

=R y F(x,0) = F(x - 8). Luego , es natural considerar
al uso de funciones \ del tipo:

VYix.8) = Y (x - &)

0BS 1.

donde

AW exSetia o

IC(X,F,T) = = 5
J Y'(x - 8)-dF I V' -dF
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Eicmplos_:

1.- Esperanza

o = Bixy 5 Reey k2 om0 me = x

TC(X,F,T) = X = EX)

2.- Hediana
8 = F=ak) 5 Cekd = g

n
i Ta o= min 3 |xi - 9|
8 i=1
IC(X,F,T) = signlx - F-1(k
2-E(F-3(%))

ELECCION DE Y.

Si € es un parametro de localizacién y la distribucién F supuesta
es simétrica, la funeion debe ser impar y no decreciente.

Huber (1964) sugiere Va funcién siguiente
Ye(x) = sign(x)-min{ |x| , C )
donde C es una constante de ajuste.

Por otro lado Tukey (1872) sugiere la funcién

Wa(x) = x-01 = (x/b)*]% - I(x)
t-5.,5)

donde I(x) es la funcién caracteristica sobre el conjunto [-b,b] ¥
£

-b.5)
b es una constante de ajuste.

PROPIEDADES ASINTQIICAS (Serfling (1880))

Si Er( W(x,8)] = 0 admite una solucién unica 8 = T(F) ¥
lim T(Fa) = T(F). Entonces se puede demostrar que
ne5

O (TCFn) = TEE)) —==== > N¢O,V¢T,F))

2
donde V(T,F) = j[c’(X.F.T)'dF = B W (x.0))
P(x,8)-dF)*

para el caso de pardmetro de localizacién, podemos escribir
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ORg. ) __: Si es una funcidn acotada, entonces se puede demostrar que
los N estimadores son B-robustos y cualitativamente robustos
y que su punto de ruptura es €= = ¥. Por otro lado si Y es
una funcién no acotada se puede demostrar que los estimadores
tipo H no son cualitativamente robustos, ademds tienen un
punto de ruptura €* = 0

OBS 2 : Desafortunadamente los estimadores tipo M no son invariantes
ante transformaciones de escala. Este problema puede ser
resuelto definiendo Tn por

'z'ky@ﬁ: 0

1=1

donde Sn es un estimador robusto del pardmetro de escala, tal
como

.
Sn = 1.483-HAD(x1) = 1.483-meds{|xs-meds(xs)|)

Bickel (1875) propuso un tipo de estimador H llamado
estimador H de un paso (m-estimador) definido por

T¢O> = med{xi}

S(0) = med(|xs - T¢@>|})

n

3 4= T¢m>)-S¢0)>
\‘PQ‘ §¢o0) )

i=1
TCme1) = TCB) 4 —cccmmcmamemaan

2 i)

Una segunda alternativa conocida como la proposicién 2 de
Huber estima conjuntamente el parametro de localizacién y
escala mediante la solucién del sistema.
n
3 xa =Ty =0
M=)

1=1

.El \y'(ns;l] = (n-1)-p
donde B = Eo(Yy*].

Un algoritmo para determinar conjuntamente T y S aparece en
Huber (1981) y estd dado por

(S¢me1)]2 =

1 3 Txy - TCmd\-(Sem2)t
t-1)-9 el Seayme)

3 Xi_= TCmd\-§Cm>

et )

Toms TH IS M) TEE ST T e ey

n
I OY/(xe = TCm)
A )
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5.2.- ESTIHADORES TIPO_L

Recordemos la defini

i6n de estadistica de posicién.
Sea Ro" = ({ (21,°°",zn) R" : z1 € -+ S zn ), entonces la
funcion
On : R" ---> Ro"
definida por  On((ya,*-+,¥n)') = (yc1>,°--,ycn))’  siendo
(yc1>,-+,¥cn>)' el  vector (yi,:::,yn)’ ordenado de manera que
Yci> € *++ % yen>, se llama vector aleatorio de estadisticos de orden.

n
EF 5.2 : Sean ai,***,an IR z
121

tipo L inducido por ai, :-,an basado en Xi,--

a1 = 1. Entonces se llama estimador

*,¥Xn a

n
Ln = Ln(X1,***,Xn) = 2 a%+h(Xc1>) (5.4)
1=1

QBS 1 : En general los coeficientes asi dependen del tamafio de la

muestra y pueden ser engendrados a través de una medida H en
(0,1), es decir,

En tal caso Ta = T(Fn) = J h(Fn=2(s)]-dHa,
n

donde Fn = (1/n)- I &x1,
1=1

y por lo tanto su funcién inversa F esta definida por

x(i) si =19 ¢Ts = L9 Q1,20 7, n=t
Fn-2(s) = n n
x(n) si VA e T
n
Luego la forma funcional del estimador es
T(F) = |h(F-1(s)] dHa (5.5)

CALCULO DE_LA_FUNCION DE INFLUENCIA

Sew, -FLw (-t) F o ed

dT(F ) ar Vs
e—— - t -
at of e LN OUS) TR

Siu<x 8= F‘(u) = (1-t)F(u) done u =

o) = 5y
I-c
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siuzx :s=F () (I-)F@) ¢ & donc u = s;'(,) o r"(%}

=
JESIGIE 0
= dt Geo? e
Luego
3 F(x) |
daT(E
o J’ = di(s) 'J £ ais)
o (=e)® g 7:(’)(1-[)
Y
Fx) ;
e -
Iex 3 FoT) .j 5 Lﬁ_j(_ﬂl as) ‘[ o 2l i)
5 _i[r (s)] ) £[F
J bien

! -1 i -1
1e(x ; F,T) -J 131 G ) -J’ L3 Lt C3) IO
9 3

(r )] efF ' (1))
(x)

Si M admile una densidad m

1= o
1c(x 5 F,T) -J r(y)h'(y)m[r(y)]ay -J 8Cy) m[E(yT] @y

- x

1c(x ; E,T) = F(y) = (y)] b'(z) m[!‘(’y)] dy .
freeel

s R R R Y OR [_r(:)] 5

En particular st hLo=Xx A Fes simetrica.

¢
Ie(x § BT -j n[?(y)] dy.

(A
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Ejemplos :

a) Hedia Truncada :

Sea a € ]0,%], entonces la media a-truncada se obtiene suprimiendo
las [na) primeras y uUltimas observaciones de la muestra ordenada

n-Cna)

T & rasmll -6

2 X(i)
n-2(na) t=Cnal+l

S.p.d.g. supongamos para simplificar que a-n € N

n
Tn = Xn.a = % ani-h(xc¢s>) , donde h(x) = x , y
1=1

si 1+a°n S i S n*(¥-a)

any = {nCi-2a>
0 e.t.o.c.
i/n i/n
asi ani = 1. Ite) | © b= d(s)
1-2a ta.1-a)
dz) A=t

Luego M admite densidadwm(t) = _1 . - I(t)
1-2a Ca.1-a)

Tn = T(Fn) = Fa=1(t)-dt

siendo su forma funcional

- - ) v
1c(x § F,T) J F(y) m[E(y) dy -f e[ty dy = "l’“Y F(y)ey -j 1[ G
3,1
x

i -
(1-2a) 1C = (1=2) i) - o r @) = ydF(y) -J 1[ (F(y))dy
N

]

) =

1-a ‘-
- 0= ) s e F @ -[ F o as J 1 (F(y)dy .
. L[]

( \



PAG. 65

de donde

7 1=
ix <@ ¢ (2 1 = (1) FO) - e F @ -J F (o) - [F"(H:)-r"(u)]
a

1=
@) € x < FlU=) 1 (-2a)1e = (-2 )= £ @) -L e (adas - [r_"u—;)—.]

s f 14
s r ) < x 0 (1-20) 1€ = (1) P -0 F @) .J (s es.

a

1=3
[a Pl - - Fla) .J’ i a,] stxer™' )
A i i
: (B :
s B0 (T [x—c @ - aF 0 .J F_l(s)d:] Fl@eer™ (1)
e

1o

- [u R (N ) .J r“(,)a,] et x> () .
L :

Pero IC(X,F,T) es una funcién en X mondtona, luego si F es simétrica
T(F) = 0, se verifica que
F-1(a) .si x < F-1(a)
(1-2a)-IC(X,F,T) = X si F-1(a) S x S F-3(1-a)

F-3(1-a) si x > F-1(l-a)

QBS 1 : a -->% se tiene T(F) = F-1(k)
IC(X,F,T) = mig = Jon
2-£[F-2(%)]
@BS 2 : a --> 0 se tiene T(F) = E[X]
IC(X,F,T) = X - E[X]

b) Hedia Winsorizada

Sea a € )0,%¥] , la media winsorizada de orden a es la media
aritmética simple - obtenida reemplazando las primeras [an]

observaciones por Xc¢tanj+1> ¥ las dltimas (an] observaciones por
X¢n=cnajy:

n-Cnaj

X¢s> +  [an)*(Xctani+1)> + X¢n-tan1))
im(nal+l

Wnoa = x.[
.

L
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S.p.d.g. supongamos an € N :

T = Wn.a = % sns-h(Xcs>) . donde
e
1 si l+a'n £ i S ne(l-a)
an: = L » e
0 e.t.o.c.
Xc1> si 1+an € i S n(1-a)
h(X¢1>) = Xcivan) si i S na

X¢n-an) si i 2 (n-an)
es decir

1-a
Tn = T(En) = a-F-3(a) + I Fa-1(t)-dt + a*Ea-3(l-a)
a i

1-a
TICE) = ] F-1(s)-ds + arF-1(a) + a-F-i(1l-a).

CALCULO DE LA FUNCION DE INFLUENCIA

m(e) = 1 (t) +ad +asd h'(x) 1
& l=a: - - £ (x)
[Cl,lﬂ] [? I(u.). 3 I(l—J)]
1 h'[ _‘( ; 1-a
J s G aes) ma —% 'J sala) g sgraaitce
o £lF's) elF @l ele ) )

1-a

=1 =

o ke Bt SCTE
a £[F (1)

1 -1 B
N e LR rerid | HR I
HEE))| { LRl CY) I e(5 ()]
F (a) B

(T
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1-a
% § F,T) = F~'a) = (a)) = &F2 (1) -jy-'(.)d, o SN o
! a @) @] el )

1 o
=1
st e ') ¢ x ¢ FNC1-D) eI L"L’l] auts) -j

£[6" (0

4 e —
F(x) " £ (1) |

1=
2 =1, -1 A d
16(x ; F,T) mx-a F (a) ~a F (I=2) - B e e e e
" ('@ el ol
) e
st Fl0-a) <x 1 J' MILCAONE S 3 )
ro  HET@] :
1= 2
=1 | -1 a
1c(x ; F,0) = (1) F (1) - af (@) =] F (s)es ¢+ ———+
& (@] efF

Si F es simétrica, entonces T(F) = 0, luego se verifica

ERHCa) am el o sl x « E-1(d)
£IF-2(a)]
IC(X,F,T) = X si F-1(a) S x S F-1(l-a)
(G0 o - D) S S O si x > F-1(l-a)
£(F-3(a))
5.3.- ESTIMADORES TIPO R

Los estimadores tienen su origen en el problema de la comparacién de 2
muestras en estadistica no paramétrica es decir se construyen a partir
de una combinacidén lineal de las estadisticas de rango

N
Sy = I ci-an(Rs)
1=1

donde N es el nimero total de observaciones (zi,***,zn), Ri es el
rango de z1 en la muestra ordenada

N

Ry = 2 I(z1 - z3)
3=1 R+

Los ar(i), 1 € i < N son los “scores" construidos en general a partir
de una funcién J:(0,1) --> R no decreciente: J(1-t) = -J(t).

(A
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Las elecciones usuales de "scores” an(i) son:

i/n

Cie1>/CN=1)

JCCi-%)/0) N‘IJ(E)'dt; JCiz+)) (Nfl):[J(t)-dL: etc.

Ci=13/n L1/¢He1)

TEST_DE_RAHGOS
Sean xi,"**,Xm € y1,°°',yn dos muestras de variables aleatorias
independientes provenientes de las distribuciones

respectivamente. Supongamos que deseamos contrastar la hipdtesis nula
Ho: F=G v/s la alternativa Hi: ¥x€R, G(x) ='F(x - 8), 6>0. Para esta
prueba en métodos no paramétricos se psa una estadistica lineal de
rangos del tipo:

m 1/n 134 s m
Sm.n = (1/m) I an(Ri) es decir cy =
1=1 [} mel € § SN
donde N=n+m, y Ry es el rango de la muestra global (x1,**,Xm,y1,"*,¥n)

de tamafio N.
Para simplificar la estadistica supongamos m=n. Entonces:

Sn = (1/n): I a3, (Ri) , donde azn = J((i-%)/2n), luego
i

RN 42 8 el B RS3 154) B Y aC oA D)
= Joam, xa]l =2 ey xyl)

Sea
H = %-(F+G) y en los puntos de discontinuidad sea
H(x) = k- (H(x-0) + H(x+0)), xeR
N+ (Fn(x1-0) + Fa(x1+#0)) = 2n-Fn(x1) - 1 ,
n-[Gn(x1-0) + Gn(x1+0)) = 2n-Gn(x1)

Obteniendo:

Ry = n-Hn(xy) + % ;  K-Ha(x1) = (Ri-K)/2n

Sn = JJ[‘&'F.\(L) + %:Gn(t)])-dFn(t) = S(Fn.Gn)
luego. la forma funcional es:

S(F,G) = }‘J(‘&-F(t) + keG(t))-dF(t)

Ahora veamos en el contexto de la estimacion de pardametros de
localizacion esta estadistica lineal de rangos. g

[ \
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DEF 5.3_ : Un estimador-R de localizacién puede ser definido como
Tn= Ta(x1,*:*,xn), donde Tn es elezido de modo que,
Sn = (1/N)- % an(R1), sea lo més proxima a cero posible
A

cuando calculamos la estadistica de rangos de la muestra

Xn 2Tn=Xa,°°*,2Tn=Xn.

Xl

0BS 1 La idea de esta definicidén es la siguiente: a partir de la
muestra original x1,,xn podemos construir una muestra imagen
reemplazando cad xi por Tn-(xi-Tn). Tn se elige de manera Sn

no detecte cambio del parametro de locali
debe ser lo mds cercano a cero posible. La forma de Tn es

Ja[x»Fn(t) + %'(1 - Fn(2Tn-t))]-dfa = 0
o bien :

JJ[H'F(t) + K-(1 - F(2T-t)))-dF = O

acion, es decir Sn

La funcién de influencia para T, cuando F es simétrico, estd dado por

IC(X,F,T) = ___JCR(x))
J[-’(F(t)))"dF

(Ver Hampel (1986)).
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