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CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE CAMPOS POLINOMIALES
(y-f(x))gxﬂ-xw(x.y))%y , PROBLEMAS DE ESTABILIDAD
¥ EJEMPLOS.'

por
J.Billeke G H.Burgos vV

RESUMEN . En este trabajo se estudian problemas de
estabilidad de campos de vectores en el plano, (y-f(x)).—';7 +
(-x+g(x,y))g—y, donde f y g son polinomios con grado de f(x)
mayor o igual al grado de g(x,y), (para g(x) = 0 la ecuacién
diferencial asociada es de tipo Liénard).

Se analizan singularidades, ¢érbitas periédicas, conductas en
el infinito y bifurcaciones genéricas

1,-INTRODUCCION., Sea X"’(x,y) una familia a N-pardmetros de
campos de vectores en R’ dada por el sistema

x = P(x,y) = y-£(x)
L) ¥ = Q(x,y) =-x+g(X,y)
Donde £(x) = a x + azx’+...+ ax
g(x,y) 'i b”x'yj ul,b”s R, pardmetros m = n
1¥)=1

N-n+mm+3).

1) PROYECTO DIUFRO 701-89

€. \
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si g = 0,entonces X (x,y) es una ecuacién de Liénard de
grado nz3, en el plano cuya conducta cualitativa se conoce
al menos para ns5, a pequefos. ([1],[2],[3])- Entonces
Xx(x,y) es una perturbacion de X(x,y) en la direccién
g(x,y)g—y. Deseamos estudiar la dindmica de X°(x,y) en
funcién de los coeficientes a,b .

El sistema (1) es equivalente a estudiar la ecuacién de
segundo orden X =-x-f’(x)x+g(x,X+f(x)), Qque no es en
general de tipo Liénard salvo si b”=0 para todo j®0.
Entonces interesa en particular estudiar la dinamica de (1)
para

o = 2 ™
g(x,y)=g(x) blx+b2x +...b_x .

2.-SINGULARIDADES.

2.1.-Comencemos estudiando el conjunto de singularidades del
sistema (1) y su dependencia respecto de los pardmetros. Sea
T = ((x,y)eR°/X"(x,y)=(0,0)) el conjunto de singularidades
de x9(x,y).

(x,y) € £ si y s6lo s8i y=f(X) y x es solucién de la ecuacién

polinomial de grado nm : G(x)=-x+g(x,£f(x))=0

Las k+r+lsnm raices reales de G(x) se pueden ordenar de la
siguiente manera

:_ck<)_(k”<)_(l“z<......<>_(1<xo<xl<x2.....<xr Pox=0
Llamemos p|:=(xl,f(x‘)) a los r+k+l elementos de X
2.2.-Observaciones.
1) si g=0,entonces Z=(p ) Y P,=(0,0) es un féco hiperbélico
si a® 0, y es un foco débil de orden s si a =a_...=a

1%

0 y uz.‘l‘ o
2) si b* 0y definiendo lgil = méx(b”),se tiene:

=
28-1

a)Para nm impar:
si b(.a< 0,entonces existe €> 0 tal que
n

todo g(x,y) con lgl < €.
si b a> o, entonces cuando lgl— 0 existen x y
om r

z = (p ) para

x Y4
-k

X — @, X —-w
o =
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b)Para nm par:
si b_a < 0,entonces cuando lgl— 0,existe x_ y X ,— -=
si bo_n"> 0,entonces cuando lgl— 0,existe X Y X—
c) Existen resultados andlogos a 2) cuando g(x,y) = g(x)

2.3) Notacién. gxxyj(a,b) significara 8'*'’ g(a,b)
ox'ay’
2.4) Definicién. I se dice de tipo generico si para todo
(x,£(x)) € £ se tiene :
i) G’(x) > 0 ,0 bien ii) G'(x)<0 y £’(x)*qg (X,£(X))

2.5) Observaciones. Si I es de tipo genérico, entonces :
1) Las curvas P"(O) y Q"'(o) se cortan transversalmente en
p,, para todo i=-k,-k+l,...r-1,r.
2) Los elementos pe I son todos singularidades hiperbélicas
y tenemos:

si G'(x,) > 0 entonces p, es una silla

si G'(x|) < DYy t’(x)—gy(xl,t(xl)) > 0 entonces p, es un
atractor.

si G'(x) < 0y £7(x)-g (x,,£(x )) < O entonces p es un
repulsor.
Ademds si [gy(x‘,f(xl))—f'(x‘)]ZNG'(xI) < 0, entonces p, es
un foco.
En particular el origen es un foco si ab  +b < 1y
[bn|+al]’+4(bw-1) < 0 .Este foco es atractor si b“< BT
repulsor si b . > a
si bm- a el origen no es una singularidad hiperbélica ,en
general es un féco débil cuya debilidad depende de los
coeficientes superiores

3) 8i los polinomios (E,a) estan préximos de los polinomios
A

(£,9) en la topologia de R",entonces I el conjunto de las
An

singularidades de x”‘(x,y) tiene la misma cardinalidad que I
y los elementos p, 6: son del mismo tipo (por
co—conjugacién local).

4) Los coeficientes (a,,a,,...,b ) ¢ E donde E € R' es un
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abierto y denso definido por:

E=((ai,...b") € IR"/ I es de tipo genérico )

5) Sea c =:r+k+l el cardinal de X.
Si nm es par, c también lo es y el nimero de sillas es %

Si nm es impar,c también lo es y el numero de sillas es 9+—1,

si a b_>0,6 bien ﬂ, si a b_<0. Las sillas se alternan
nom 2 n Oom

con atractores y repulsores, o centros.

2.6) Supongamos ahora que £ no es genérico y que la no

genericidad de I es de la forma mas ‘simple posible .

a)si G’(x,)=0 para algin i=-k,...,r y f'(xl)*gy(xl,f(xl)).

Entonces podemos concluir:

i) La matriz DX(p,) es similar a la matriz

g, (%, £(x))=E(x,) 0

[} 0

if) “si gy(xl,f(x‘)) # 0,entonces las curvas P '(0) y
Q"(o) son tangentes en p,- En efecto, como Q(xl,f(xl))=0 Y
Qy(xl,f(xl))=gy(xl,f(xl))t0, existe h(x) funcién diferencia-
ble definida en una vecindad de x,,tal que Q(x,h(x))=0.

1-g, (%, ,£(x,))

Ademds h’(x ) = 9, X, E(x

Entonces G/(X,) = 0 e h'(x,) = £/(x,) « P(0) y Q(0)
son tangentes en P,
De i) concluimos que p, es una silla-nodo. Usemos ii) para
hacer el retrato de fase de esta silla nodo :

El signo de y en P '(0) es el signo de Qx,£(x)) =-G(x)
en una vecindad de x . Como G’(x ) = 0, el signo de y esta
dado por el signo de G“(xl).

siG"(x,) > 0 » y< 0 en P'(0)

si G"(x,) <0 = y >0 en P '(0)

El signo de x en Q'(0) esta determinado por 1la posicién

(T
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relativa de las curvas f(x) Yy h(x) en una vecindad de X,

Sea A(x) = h(x)-f(x).Como: A(x‘) = B(x )=f(x ) =10 Yy
A’(x,) = h’(x,)-£’(x,) = 0 (por ii))

Calculemos entonces )."(xl).

h(x ) = - 5

Q. th’( ZQ“+Qwh ) ]
y

Entonces por un cdlculo
6" (x,)
R, ) = e ) 4

1 1 gy(fcl,f(xl))
Entonces : AM(X ) = 6"(x )Ty(xle'(x_,TT
Luego si:
G“(x|)gy(xl,f(xl)) > 0 » h(x) > f(x) en una vecindad de X,
lo que implica que y-h(x)<y-f(x), por lo tanto x>0 en Q' (0)
G"(x‘)gy(xl,f(xl)) < 0 » h(x) < f(x) en una vecindad de

Hila que implica que y-h(x)>y-f(x), por lo tanto X<0 en
-1
Q°(0) A

£/(x) = h'(x) > 0

G"(x,)g, (X, ,£(x,))<0

£1(x,)%g, (%, ,£(x,))

Cuando G'(xl) =0y f'(xl) = gy(xl,f(x‘)) ,entonces esta
silla-nodo degenera a una cuspide (de codimensién 2)

[
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1CxD

b) si G'(xl) <0y f'(xl) = gy(x‘,f(xl)) . entonces DX(p,)
es similar a la matriz:
0 -V=G’ (%)
V=G’ (x,) [

Por lo tanto p, es un foco débil, Ademds este féco débil es
de orden 1 si y sélo si as(zn)so, donde aa(zn) es la tercera
derivada de la transformacién de Poincaré en P, (a,(2m) =1,
a(2M) =0 ).

si p, es el origen p,, entonces esta tercera derivada es no
nula si y sélo si:

byt 2(by,m8,) = 2a.b = (b, b, )(by =28, ) * O (4]

3,- CONDUCTA EN EL INFINITO. El cambio de variables

u =
;v = L , transforma el sistema (1) en
h X

Xl

T\
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v 25,1 V
u =-u"P(F,3)

>

v = uogm-uveg
A

Sea i‘(u,v) una extensién analitica a u=0 de u""x(u,v). Es

decir X(u,v) estd dado por el sistema :

u=u[(-u""'v + 2 aku""‘]
k=1

v ="t -ut s i ): b, ut vl j4y [-vut 4 2 aku""]
k =1 1+]=k ) k=1

Andlogamente el cambio de variables u =
forma el sistema (1) en:

=%
<

"

!
o
g
a

T

> ul
o= e -uvad )

v =-vie(d 1)

A
Entonces id(u,v), extensién analftica a v=0 de v"'X(u,v).
Estd dado por el sistema:

. = - - -k
a o= [(1+u?)v""l- 2 a_u‘v“ Evavee® zb”u'v'
k=1 1+)J=k

ke v"""[uv"‘-i 21,. u'vtry
K1 1Tt

Las singularidades de X en el infinito se obtienen de
resolver X(o,v) = (0,0) en (*) y X(u,0) = (0,0) en (*¥).
Caso n > m: Las singularidades en el infinito son en la
esfera de Poincaré:

p,= (1,0) y p,= (-1,0)

q,= (0,1) y g,= (0,-1)
Que se obtienen directamente de (*) y (**),o bien por un
simple cdlculo,estas singularidades se obtienen de resolver

K.
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¢(8)=0,con:

p(e) = <(—sene,coss),(-ancos"e,0)> = ansenecos"e.
Entonces X en el ecuador de la esfera de Poincaré es:

a >0 a >0 a_<o0 a <0

n n n n

n par n impar n par n impar
(Fig &)

Analicemos P,/p,. Como X estd dado por el sistema

= 2 n
= + veot(a, -
u au a _u+ (ul v)u

Vs a, et (an_‘+bn_2")uv + T.0.8
Los p, son singularidades hiperbélicas cuyo indice de
estabilidad est4d dado por el signo de a y la paridad de n
(ver fig. 4)

Analicemos d,,9,. Como X est4 dado por el sistema:

n =
3 2 -1 k. - 1+1 =]
u = (1+u?)v" —Zauv“"-Zb ul Ty
Kk 1, k=1
k=1 k=1
1=0
. n_ O 1 n-kel
v = uv -Zbl_k_luv

1 k=1
El origen es una singularidad no-hiperbélica (polinomios de
grado = n-mt+l). Observemos que:
X(u,0) = (-a u",0)

X(0,v) = (Vn-l':ilbqu"-.d)
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Configuraciones en el infinito para n>m Yy bc_- (]

1) nn>0,n par

i

i) boi°" par 2i) b.i"'“ impar

31) b, <0,m par 4i) b <0,m impar

2) a >0,n impar

*

i) b.zo, m par 2i) bozo, m impar
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3i) bnfo,m par

i) beio’ m par

3i) bofo, m par

i) b >0, m par

CUBO

3) an<o,n par

4) an<0,n impar

.BILLEKE Y N.BURGOS

~

=

4i) b <0, m impar

@

2i) bG:O, m impar

4i) b <0, m impar

€3

2i) b >0, m impar

. A
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31) b <0, m par 4i) b <0, m impar
4.- EJEMPLOS

EJEMPLO 1,-Consideremos la ecuacién (1) con n=3; m=1, es
decir, el campo de vectores x’“(x,y) dado por el sistema:

X = y-(alx+a=xa+aix’) =y - £(x)
%
¥ =(b, s1)x+b  y =-x + g(x,y)
Supongamos sin perder generalidad a=l y b = b >0, es decir
escojamos una conducta en el infinito de 1las cuatro
posibles. Por un cambio de coordenadas, estudiaremos el
sistema equivalente:
s X =y - (a,x + aax’+ a:x’) =y - £(x)
y = =x + by ==X + g(x,y)
Por 2.1) sabemos que (x,y) es una singularidad de X9 si Yy
sdlo si
G(x)= (ba -1)x + buzx’+ bx’= 0 .
Por lo tanto las singularidades son po-(0,0), Py -(xt,t(x:))
donde:

[ LN -
-bazz v b a; db(bul 1)

2b
1.- 8i G'(0) < 0, entonces p, es un foco y p, son sillas

hiperbélicas que nacen en las singularidades q,, 9, en el

Xz-

infinito, es decir xX,— + » cuando b — 0.
8in perder generalidad supongamos a> 0, entonces cuando
G’'(0) — 0 colapsan p, con p en el origen en una silla nodo

- \
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( cuando G’(0) = 0 ). Sea P,= Py (a ,a,,a,,b) =0 esta hiper-
superficie

YR = b - a< 0, entonces P, es un atractor hiperbdlico,

y existe una hipersuperficie de conexiones de sillas de P,

con p_ de ecuacién H= uo(a‘,az,a:,b) = 0, tal que la

secuencia de bifurcacién (genérica) es:

©

Ho< [} M= 0 Ho> [}
33y st T,=b - a> 0, entonces p  es un repulsor hiperbélico
y existe una hipersuperficie de autoconexiones de sillas de
ecuacién: ).°= Au(al,aa,aa,b) = 0, tal que la secuencia de
bifurcacién (genérica) es:

(@
e
©

Hy< 0, A <0 Hy=10, A< 0 Hy> 0, A< 0

5

B> 0, A= 0 H> 0, A> 0
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2.- 81 G'(0) = 0, es decir P,= 0, P,= P, es una silla nodo y
se tiene :

3.- 81 G'(0) > 0, es decir P> 0. Entonces si T, es la
hipersuperficie definida por traza DX(p,) = 0, se tiene:

/.

/

t, <0, (1:°< 0) t,> 0, (t°> 0)

4).Existen ademas las siguientes hipersuperficies parametri-
zadas por (‘1' a,, a;, b):

p,= 0, definida por las condiciones det DX(p,) = 0, y
traza DX(p,) * 0, que corresponde a una bifurcacién de tipo
silla-nodo donde colapsan p_ con p, y luego desaparecen

M= 0 ; =0, (M, conecta W'(p_) con W'(po), y E+
conecta w‘(pn) con W'(p_) )

A,= 0, Hipersuperficie de autoconexién de la silla p_.
Los diagramas de bifurcacién son entonces los siguientes:

a).- 8i <0, PgE 0.
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a
<
w
(=]
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[

°
v
o

=

+
A
o
=
<Z
n
o

@
&

]
o

uy> 0, py< 0 Py (g 0

b).- Pasando por T,= 0, (bifurcacién de Hopf en p,)

+

&
%

s

u,>0, p,<0, T,=0 T,> 0, m< o0 T, 0, M= 0

&
<

!*>0, u+>0, )\+<0 A >0, py< 0

|
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’
/ é 3 E
py= 0

c).=- 81 T,> 0, px [

S

Py= 0 P> 04 ﬁ+< 0 E*- 0
i+> 0, p,< 0 py=0 P> 0
Observaciones:

1). Estas bifurcaciones ocurren genéricamente, es decir,
siguiendo el principio de maxima simplicidad ocurren las
bifurcaciones descritas mads arriba.

2). En el caso a < 0,es similar, y aqui colapsan p_ con P,

y por lo tanto existen analogamente las hipersuperficies p_,
N By Boe A, ata,

3).Para el caso ApmC AL 1, las curvas de bifurcacién en el
plano (l‘,b) son:

_ ([
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'
|
|
|

L%,

caso a;o
i = 1
to(ax’b) =hb - a, i po(a‘,b) =b - q H p+(a‘,b) md

4
T,(a,,b) = 55[2b2+4bal-b-6+\/ b2- 4bza’+ 4b )

Esta curva de bifurcaciones de Hopf estd definida para
1sas5/4, y 0 < 1/a‘s 1/(a;- 1/4) y tiene derivada -1 en 1,
Y += en 5/4.

En el caso a = 0 se tiene la simetria er(—x,—y)=—xr°(x,y)

: 1
luego si XS VS = A entonces p,= (%, £(x,)) son

singularidades simétricas.

5
Sea p(a‘,b) =i Y r(a‘,b) =Db - a

i).si t < 0 los diagramas de bifurcacién son:
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o e il
7 2 A
o e e
\ " /
IE
¥ O
p <O p =20 p>0
(willa no hiperbolica) (silla hiperbelica)

ii). 8i T > 0, entonces existe una gurva u de conexiones de

sillas

u<o h=0 s 0, p' o
(3 clclo 1imite)

s —7]

\ ¥ E ] ;

-\ / T e
S Rl
=0 p>0

(silla no hiperbolica) (silla hiperbolica)

Obviamente T = 0, es una curva de bifurcacidén de Hopf.
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o

\

caso simétrico as o

EJEMPLO 2.- Consideremos la ecuacién (1) con n=m=3 y b = 0
para j*0. Entonces por un cambio de variables lineal tenemos
el campo de vectores.

o 2 3
% = y-(a x+a x’+a x’) = y-£(x)
y =-x + (baxzﬂ::x:) ==x+g(X)

1.- Las singularidades de X son:
P~ (0,0) y p,= (x,,f(x,)), donde

-b¥ V bi+ab,
X, = ————————  cuando existe.
2b:
2.- El origen p es un foco si |a [<2 y un nodo si |a |22.
Es atractor hiperbélico si a>0 y repulsor hiperbélico si
a <0.
si a =0, entonces el origen es un foco débil.Calculando las
derivadas de la transformacién de Poincaré 1, por el método

de Bautin (4),obtenemos:

n® @

n’(o) = 1, (0) =0, m(0) =-% [Zab+ 3a,).
Luego si a b » -%a , el origen ol un foco débil de orden 1.
Atractor si nm(o)<0 y repulsor si 1" (0)>0.
3 n‘® = n'® B
Sia b = -Ja , obtenemos (0) = 0, (0) 33 3PPy

- . A
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Luego si n“’(o)-o, el origen es un foco débil de orden 2.
Atractor si 1 (0)<0, y repulsor si 1 (0)>0.

si n“'(O)-o, entonces :
81 aabz- 0, como ]'I“”(O)-O, entonces aimin

y se tiene por
simetria que el origen es un centro.

81 b:' 0, usando el programa Reduce (Northwest Computer
Algorithms 1986) se obtiene que las derivadas superiores de
T son combinaciones del tipo:
m_ @ (5)
mn u“(al,b])n ek vn(a”b])n ¥
nuevamente un centro.

(bJ=0), lo que implica
Estos resultados implican que desde el origen sdélo es
posible obtener dos ciclos limites infinitesimales (5].
3.-Sea A = bi+ab_.
a).-81i A < 0, el origen es la unica singularidad de X, con
las caracteristicas estudiadas en (2)

b).- si A > 0, entonces ademds del origen existen p,, si
bJ)O ambas singularidades son sillas hiperbélicas, pues
detDX(p,) = l—zbzxt-lbsxi«‘).
si b:<0 Yy bz>°’ entonces p_ es un foco atractor si £'(x_)>0,
6 repulsor si f’(x_)<0. p, es una silla hiperbélica.
si b,<0 Yy b2<0, entonces ocurre lo mismo cambiando p_ por
Py
81 b]-o y bz>° entonces p, es una silla hiperbélica y p_
colapso en el infinito.
si b]-o Yy bz<° entonces ocurre lo mismo cambiando p_ por Py
¢).-81 A=0, entonces ademds del origen existe otra
singularidad p = p,= p_= (X,£(X)) con X = %E; (b 0), y
se tiene detDX(p)=0 y TrazaDX(p)#0 (genéricamente). Luego p
es genéricamente una silla-nodo.
4.- Estudiemos el comportamiento en el infinito.
Aplicando los cambios de coordenadas u = 3;—: v o= % y después
de dividir por v® tenemos:
U= ((1+u’)vi- uluv’- azuzv - a:u]] - u[bzuzv + b:u:’]
v = viuvi- bzuav - bzu:]
El infinito es v=0 y las singularidades ocurren para
-u,u]- blu‘- 0.

AT
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-a
Luego las singularidades son (0,0) y (—53 ,0). (b 0).
3

Haciendo dos blowing-up sucesivos en la direccién v de la
forma r =u, 8 = v/u2 y dividiendo por rz, tenemos

(" 2 2 2 2 3 3.2 4.2
r=-ar br a,r's + r's b,r’s a rs+res
s =25 + brs + 2azr52- 2rs’+ bzrzsz+ zalrzs:— s’
Si v = 0 se tiene 8 = 0, los términos relevantes de la dife-
rencial son:
2 3
-a,- 2b,r -a,r bar
() 2a + bJr

a
cuyos valores en (0,0) y ( S ,0) son respectivamente:
y =P
3

=Ll 0 T a, 0
0 233 0 a;

-
Luego (0,0) es una silla hiperbdlica y (-53 ,0) es un
3

atractor 6 repulsor y haciendo los respectivos blowing=-up y
observando que en b3= 0 colapsa un nodo en el infinito y
aparece una silla (6 al reves, dependiendo del signo de ba)

se tiene:

i).- st ax<o

\\\\J
N
o s
//




CONSIDERACIONES, . . cuBoO PAG. 45

ii).- s a> o

ol :
ik N ]
pr—y e
\ > »
b=< 0 bj— 0 bJ> 0

Veamos algunos retratos de fase en g%, Supongamos sin
pérdida de generalidad a<o, b=> 0
1.- A < 0 (por lo tanto b3< 0)

Aqui a= 0, es una bifurcacién de Hopf en el infinito.
2.- A > 0 y supongamos ademads a< 0.

ol

b1< 0 b:‘- 0 b=> 0
Luego si consideramos por ejemplo a> o, ba> 0. Entonces:
Ry 0 es un hiperplano de bifurcacién de Hopf en el origen
a= 0 es un hiperplano de bifurcacién de Hopf en el infinito
b:- 0 es un hiperplano de bifurcacién silla-nodo en el infi-
nito. A = 0 es una hipersuperficie de bifurcacién silla-nodo
en el plano. Estas bifurcaciones son de tipo genérico (de

(T
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codimensién uno). Obviamente existen sobre estas hipersuper-
ficies otras superficies de bifurcaciones de codimensiones

mayores.
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