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§1. Curvas algebraicas

En esta seccién comenzaremos estudiando las superficies de Riemann
compactas desde el punto de vista de la gecometria-algebraica, es decir como
curvas algebraicas proyectivas. Este punto de vista es probablemente el mds
cercano al emprendido por Ricmamn y sus scguidores, cuando estudiaban
las superficies asociadas a cierto tipo de ecuaciones algebraicas.

Comenzamos introduciendo un espacio ammbiente donde viviran las cur-
vas. En E = C® — (0,0,0) definimos la siguicnte relacién de equivalencia

(@,y,2)R(z", ¢, 2') & Ja € C*  talque az=2z', ay=y' y az =2

El conjunto cuociente, que denotimos P3(C) & E/R, ¢s un cspacio
topologico compacto (ejercicio 1.1) y conexo. Mads ain, sobre Py(C) se
puede poner una estructura de variedad analitica compleja de dimge 2, (ejer-
cicio 1.2) utilizando las siguicntes cartas:

{@Z72)/x # 0}, 1), (U2 7 (@mwR)/v # 0}, ¢2),
{@72)/2 # 0}, 3)

donde ¢y, ¢3, 3 son las siguientes aplicaciones:

(U1
(Us

Il

i,y =) = (wley2/w),  pa(e,yy2) = (w/u,2/u)y  eola,yy2) = (0/2,y/2)

Ejercicio 1.3: Si E = C? - (0,0), demostrar que a E/R & P,(C) se le
pucde dotar de una estructura de variedad analitica compleja compacta y
conexa de dime 1 y se tiene ademds que Py(C) = C (esfera de Riemann).

Como el abierto Us = {(#;¥,2)/z # 0} se puede identificar con cl abierto
Uy = {(79,2)/z = 1} y chwamente {(#7;%)/z = 0} se identifica con
Py(C), entonces Py(C) es la reunién disjunta de Uz y P{(€)™. La notacion
P1(C)> se debe a que, como U; puede ser identificado con C?, podemos
también pensar a Py(C) como €* al cual se le ha adjuntado una recta
projectiva compleja Py(C) (o C) al co.

Ejercicio 1.4: Definir P, (C), demostrar que P,o(C) es una variedad
analitica compleja compacta y conexa de dimge n, verificar que:

Pa(C)=Ct UICr Ny CrEA U GAI U Bo TS

Demostrar que P, (C) es simplemente conexo y calcular sus grupos de ho-
mologia

(T
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Sea P(z,y,z) € Clz,y,z] un polinomio homogéneo; se puede verificar M»wh

que los ceros de P definen un subconjunto en P2(C) que denotaremos ‘E?Lm
sh

i

Vo = {(=,1,2) € P2(C)/P(z,y,2) = 0} C P4(C)
y al que llamaremos curva algebraica projectiva; evidentemente V, es un
subconjunto compacto de P,(C) (cerrado en un compacto).
Ejercicio 1.5: Verificar que si P(,y,2) € C[z,y, 2] es homogéneo de
grado 1 o 2, entonces V}, = Py(C) C Py(C).

Ahora examinaremos con cierto detalle algunos ejemplos.

=

Ejemplo 1.1: Consideremos P(z,y,2) = y*z — a® + 2° € Cla,y,2),
veamos como se ve la curva V, en el abierto Uz = {(z,y,2)/z = 1).

All” i tenemos lu ceuncién y? = a® — 1, que sobre cada © € C, z #
1,w,w? (1 + w + w? = 0) tiene dos valores para y, y solamente un valor

cuando z = 1, w, w?.
Bs claro que la interseccién de Vj, con P°(C) en P,(C) cousiste solamente

del punto P = (0,1,0).
Entonces, compactificando C, sobre :ri: o0 € C se encuentra un Gnico [

punto de la curva V, C P,(C).

e S e

e ———==

Fig. 1.1

Puede asi pensarse que la curva V,, estd formada por V, N Uy con el
punto adicional (0,1,0) € P{(C) C Py(C). Ademds V; esta formada por
dos copias de C, que se identifican en 4 puntos.

Si uno quiere conocer el género de la superficie topoldgica subyacente a
V, puede emprender dos caminos. Esbozamos primeramente una idea del

camino mds intuitivo.
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Médulo homeomorfismo, cada copia Vit y V,~ de V, la podemos identi-
ficar a un tetraedro regular

Procederemos a realizar los cortes dibujados en las figuras, y a identificar
los lados seiialados con el mismo nombre.

Obtenemos una triangulacién de V, que consta de:

Fig. 1.2

# tridngulos =8 , # lados =12 , # vértices =4

Como la caracteristica de Euler - Poincaré de V, debe ser 2—2¢, entonces
2= 2¢ = 0 de doude ol género de V;, e g = 1.

/’\

Fig. 1.3

El otro camino, menos intuitivo, es el siguiente: si V, es una curva
projectiva no singular determinada pox un polinomio homogeneo de grado
~1)(n—
n, entonces [} su género g es igual a )
0s facil verificar que V, es no singular y asi, por este otro camino,

también se tiene que el género de V, es igual a 1.

—
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En la Fig.1.1, observamos que para cada punto p € C,p# {1, w, w?, oo}
existen dos puntos en la curva V. Intuitivamente, diremos que
m : V, = Py(C) es un revestimiento analitico ramificado de 2 hojas, con
puntos de ramificacion 1, w, w? y co en Py(C).

Ejercicio 1.6: Considere el polinomio P(z,y,z) = y® + 2% — 2° €
Clz,y, z]; verifique que P$*(C) NV, consta de tres puntos diferentes. De-
muestre que 7 : ¥V, = Py(C) es un revestimicnto ramificado de 3 hojas con
3 puntos de ramificacion y el género de V,, es también g = 1.

Ejemplo 1.2: Consideremos P(x,y,z) € Clx,y,z] con P(z,y,z) =
y2z® — 2 + 2% En Uj tenemos la ecuacién y? = 2% — 1 y V, N Uj aparece
como un revestimiento analitico ramificado de 2 hojas, con ramificacién en
los 5 puntos 1,&,62, €%, €' € C (14£+€24€2+€* = 0). La interseccién de V,
con P°(C) consta de 1 sélo punto, de mancra similar que en el ejemplo 1.1,
utilizando dos octaedros regulares con cortes como en la Fig. 6, obtenemos
“que V, es una superficie de género g = 2.

3
1 1
5-" 53

WA

A

AW
A

B [

Fig. 1.4

En este caso ya aparece cierta patologia; un cdlculo sencillo permite
darse cuenta que V, C Py(C) posce un punto singular (0,1,0). Luego, V,
no corresponde a una superficie de Riemann; resolviendo la singularidad de
V; en (0,1,0), se obtiene una nueva curva \7, no singular, que es llamada
la normalizacién de V;,, y ella se realiza como un revestimiento analitico de
C, ramificado en 6 puntos.
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Del dibujo de V es facil visualizar la existencia de un automorfismo
J: 0,7, deorden2

Fig. 1.5

A partic del dibujo es menos ficil visualizar un automorfismo

P V,, — V de orden 5. Sin embargo, J y ¢ pueden ser ficilmente descu-
biertos a partir de la ecuacién de Vi

J@u2) = (@, -1,2) @y =Eny:),  E=1

Claramente J corresponde a intercambiar las hojas y fija 6 puntos en la

curva, que son (1,0,1), (¢,0,1) , (€2,0,1), (€°,0,1), (£*,0,1) y (0,1,0). ¢

fijn solnmente 3 puntos en In curva (0,7,1), (0,-1,1) y (0,1,0).
Definamos en V, la relacién siguiente:

p=q mod ((p) & Iy € (o) tal que g(p) = g.
Si 7 es la aplicacién cuociente canénica
iV, — V/(p) =S
7 es un revestimiento ramificado de 5 hojas con tres puntos de ramificaciéon
sobre una superficie de Riemann S de algin género 5.

Ejercicio 1.7 Demuestre que las curvas asociadas a P(z,y,2) = ¢y -
2%24 + 272° y a Q(z,y,2) = y" — a?2% 4+ 22% | corresponden a superficies
de Riemann de género 3 que admiten un automorfismo ¢ de orden 7. Son
diferentes? Existen otras superficies de Riemann con esta propiedad?

Ejemplo 1.3 Sea P(z,y,2) = 2" 4 y" + 2" (curvas de Fermat n > 4);
V, es una curva de género g = k"—u}"—"l que admite los automorfismos

o(z,¥,2) = (2,4, 2) y Y(x, €y, 2), con £ raiz n-ésima primitiva de la unidad.
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Si definimos en V; la relacién p = ¢ mod ((, %)) < 3g € (p,¥) tal que
9(p) = g, la aplicacién canénica

"1V, o Vyllip ) = S

es un revestimiento ramificado de n? hojas con tres puntos de ramificacién
sobre una supetficie de Riemann S de algin género 5.

De los ejemplos y ejercicios de esba seccién se ve que es necesario contar
con : una definicién rigurosa de revestimiento analitico ramificado y un
criterio que relacione los géneros ¢ y v de las superficies involucradas. Por
otra parte, ya que los autoworfisinos de una superficie de Riemann forman
un grupo, es preciso conocer informacién, al menos sobre el orden de dicho
grupo. La seccion que sigue nos proveerd de las definiciones y teoremas
adecuados.
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§2. Teoremas de Riemann y de Hurwitz

En esta seccién queremos presentar un marco adecuado, en el que se
pueden formalizar las nociones intuitivas de revestimiento analitico ramifi-
cado y acotar el nimero de automorfismos de una superficie de Riemann
compacta de género g > 2.

Una superficie de Riemann M serd una variedad analitica compleja
compacta y conexa de dime 1. Los ejemplos mas elementales de superficies
de Riemann corresponden a la esfera de Riemann y a los toros analiticos
complejos.

Sean M y N superficies de Riemann y f : M — N una aplicacién
analitica no constante (evidentemente f es epiyectiva). Utilizando el hecho
que una funcién analitica no nula en un disco posee un logaritmo, se puede
demostrar que para cadap € M y f(p) € N existen cartas locales donde f
se expresa como f(t) = t*. El entero k es llamado el orden de ramificacién
de f en p € M y serd denotado por ord,(f). El subconjunto finito de M
(discreto en un compacto) formado por los‘puntos p donde ord,(f) > 1 serd
denotado por R(f) y el subconjunto finito'de N correspondiente a f(R(f))
serd denotado por B(f).

El entero ¥,e/-1(q) ord 4(p), es independiente de ¢ € N; si su valor es
n, diremos que:

fiM—>N
es un revestimiento analitico ramificado de grado n.
El entero

B= Z ( Z (ordy(p) — 1))
9€N \pes-1(q)
serit llamado el orden totul de ramificacion del revestimiento analitico ra-
mificado.
Ejercicio 2.1 Sea f : C é; e = %(: + %) Demuestre que
C — C es un revestimiento analitico ramificado, determine su grado,
R(f), B(R(f)) y su orden total de ramificacion
Ahora procederemos a demostrar en forma elemental el siguiente teo-
rema.
Teorema (Riemann-Hurwitz).
Sean M y N superficies de Riemann compactas y conexas de géneros ¢
y v respectivamente, y f : M — N un revestimiento ramificado de grado n

(T
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con orden total de ramificacién B, entonces se tiene:
g=n(y—-1)+1+4DB/2 (1)

Demostracion

Existe una triangulacién Ty de NV con ¢ tridngulos, £ lados y v vértices,
tal que los vértices de Ty estan contenidos en B(f). Levantando la trian-
gulacion Ty a M, obtenemos una triangulacion Tyr que consta de t' = nt
tridngulos y € = nf lados.

Si vg es un vértice de Ty con vo € B(f), las preimégenes de vo por f son
M= Ye/-i(w) ord s(p) vértices de la triangulacion Thy, luego el nimero de
vértices v’ en T)y es igual a v/ = nv — B,

- Entonces, la caracteristica de Euler-Poincaré de M es

xX(M)=2-29 = nt—nl+nv—DB
n(t—¢€+n)—B
2-2 = n(2-2y)-DB

Il

le donde se tiene el resultado.

Diremos que una superficie de Riemann M de Eenero g es hipereliptica
i existe un revestimiento ramificado m : M — C de grado 2. Es claro
ntonces que B(w) consta de 2¢ + 2 puntos diferentes, en particular las
“superficies do Riomonn visbns on ol ojemplo 1.2 y eu purte dol ejercicio 1,7
son hiperelipticas.

Ejercicio 2.2 : Si M es una superficic de Riemann hipereliptica de
género g > 2, demuestre que existe un automorfismo J : M — M (llamado
involucion hipereliptica) de orden 2, que fija 2g + 2 puntos en M. Bs J
unica?

Bs claro que si M es de género g < 1 entonces Aut (M) es un grupo
algebraico no finito, sin embargo un Teorema de Schwartz garantiza que
Aut (S) es finito, si g > 2.

Si M es una superficie de Rieman de género g > 2, Aut (M) siendo
finito, opera de manera propiamente discontinua en M y

T M- M/G

es un revestimiento analitico ramificado de grado N = |G|.

La aplicacién 7 es ramificada solamente en los puntos fijos de Gy para
cada p € M, ord,(p) = |G,|, donde G, es el subgrupo de isotropia de p.
Si p1, P2,y pr s un conjunto maximal de puntos no equivalentes por G

w-

Pl

s
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¥ v = |Gy, entonces hay N/v; puntos diferentes en M, equivalentes a p;
(#'=1,:+,r) bajo G, cada uno de ellos con subgrupo de isotropia de orden
v;. Bl orden total de ramificacién estd dado por:

5= E(N/m(v,‘ 1) @

Ejercicio 2.3 Determinar, usando el teorema de Riemann-Hurwitz, el
género v de las superficies de los ejemplos 1.2 y 1.3.

Ejemplo 2.1 Sea F, la curva plana no singular de grado n de P,(C)
definida por a"+-y" 42" = 0. Ella es una superficie de Riemann compacta de
género g = M}“—'u Consideremos el subgrupo G & Z,®Z, de PGL(3,C)
generado por las matrices

€00 100
A=[010 y B=[0 €0
00 1 @ O

con € raiz primitiva n-ésima de la unidad.

F, es invariante por A y B, y G actia como grupo de automorfismos
de F,. 3

Examinemos los puntos fijos de G en P3(C); se tiene que :

Fiz(G) = (e1,€2) U (ez,¢3) U (€3, €1)

Como F, corta genéricamente cada recta (ei, €;) en n puntos, si denota-
mos por ¥ : Fy, = F, /G, R([) consta de 3n puntos, cada uno con subgrupo
de isotropia isomorfo a Z,,.

(A
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Los puntos r; son equivalentes entre si bajo G, lo mismo ocurre con
los puntos p; y con los puntos qi, sin embargo no existe ¢ € G que haga
equivalentes a r; con ¢; o con p;. Podemos elegir entonces, 3 puntos 7y, ¢;
¥ p1 no cquivalentes y B(f) = {n(q1), 7(p1), 7(r1)}; ademds el orden total
de ramificacién de = es E(n =1)=3n(n-1).

n
Como consecuencia del teorema de Riemann-Hurwitz

mo By = F /1, ® 1,
es un revestimiento analitico ramificado de grado n? sobre la esfera de
Riemann con 3 puntos de ramificacién de orden n cada uno.

Ejercicio 2.4 Demuestre que el grupo simétrico G5 actiia como grupo
de automorfismos de F,, y estudie con todo detalle el revestimiemto analitico
ramificado que él determina.

Ahora procederemos a acotar el orden de un grupo de automorfismos
de una superficic de Riemann compacta de género g > 2.

Teorema (Hurwitz).
Sea M una superficie de Riemann cou‘xpacta de género g > 2 y G un
subgrupo de Aut (M), entonces:

a) |G| < 84(g - 1)

b) Si esta cota es aleanzadn, w0 M — M/G cs un revestimicnto analitico
ramificado de grado |G|, M/G = C y B(w) consiste de 3 puntos con
érdenes de ramificacién 7,3 y 2.

Demostracién:

Si |G| =N, de (1) y (2) se tiene:

2(y-1)=N(2(7—1)+,~+§L>

i=1 Vi

Para obtener el valor maximo de N debemos minimizar
i=r 1
2y = )k 30—
=1 Vi

Es claro que el valor minimo debe alcanzarse cuando v = 0.
Si v = 0 debemos minimizar
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yaque 1/2<1—1/v; <1 se tiener > 3.

Sir > 4 es claro que I > 1/2, si r = 4, los valores m; = m; = ma =
my = 2 anulan K y su valor minimo es alcanzado con m; = m; = my =
ymy =3

Si r = 3 los siguientes valores anulan I{

my =3 Mg =3 M=
my =2 my =4 my =4
my =2 my=3 m3 =0

y ningin valor positivo de i puede ser menor que los alcanzados con:

my; =3 my =3 my =4
=1 my =4 my =95
my =2 my =3 m3 =8
my =2 my =3 my =T

* que corresponden a I = 1/12, I = 1/20, I = 1/24 y I{ = 1/42 respecti-
vamente, de donde N < 84(¢g — 1).

\

Para ilustrar la fuerza de este teorema, demostraremos el siguiente lema,
que nos serd util en la seccion §4.

Lema 2.1:

Sen M unn superficie de Riemann compacta de género ¢ = 2, entonces
| Aut (M)] < 48.

Demostracién:

Supongamos que Aut (M) & G y |G| = 84; como 84 = 22 .37, por el
teorema de Cauchy (para grupos) debe existir un automorfismo ¢ € G de
orden 7, de donde:

2=T(y-1)+1+B/2
paray =1, B =2y paray =0, B = 16. Ambos casos son imposibles ya
que 6 no divide a 16.

Observacién Macbeath ha demostrado, que la cota 84(g — 1) es al-

canzada para infinitos valores de g, los dos primeros son ¢ =3y g = 7.

Ejercicio 2.5 Demuestre que si M es una superficie de Riemann com-
pacta y conexa de género g = 4, entonces

| Aut (M)] =2°-3".5°

con0<a<h 0<6<3, 0<c<l, y |[Aut(M) <120
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§3. Grupos fuchsianos

En esta seccién estudiaremos las superficies de Riemann compactas,
desde el punto de vista del dlgebra y la geometria hiperbdlica, es decir esen-
cinlmente como cuocientes del disco unitario (o semi-plano superior) por un
subgrupo discreto de automorfismos. Este punto de vista es probablemente
el mds cercano al emprendido por Poincaré a fines del siglo pasado.

Comenzaremos revisando algunas nociones elementales de geometria
hiperbélica, con el objeto de mantener la continuidad del texto.

Denotaremos por A = {z € C/|z| < 1} al disco unitario y por H = {z €
C/ Im z > 0} al semi-plano superior de Poincaré. Es usual que al término
de un curso de variable compleja, se hayan demostrado los siguientes hechos,
que en caso contrario son dejados como ejercicios al lector.

Los abiertos H y A son analiticamente equivalentes (ejercicio 3.1); por
otra parte, los automorfismos analiticos de H, denotados por Aut (H)
pueden ser identificados con el grupo topolégico PSL(2,R) (ejercicio 3.2).
También se tiene (ejercicio 3.3):

Aut (&) = {p(z) = laf? — [ef? = 1)

cz-l—ﬁ'

Recordemos cémo se define ln longitud euclideana de una curva dife-
renciuble 4 @ I — R*, Sioy(t) = (x(t),y(t)) donde @ ¢ y son funciones
diferenciables, la longitud euclideana £,(7) estd dada por:

dt dt

Queremos en lo que sigue definir una longitud hiperbolica para una
curvaa: I — Ho a: [ — A. Para ello se puede comenzar verificando que
la diferencial du = 1;“‘“1; es invariante para cada ¢ € Aut (H) y fi" = IJ—IITK-lI’
s invariante para cada 1 € Aut (A). Entonces claramente se tiene:

= dy =
/ﬂd}t = L(v)d“ [(u '/'I’(v) dv
vl = "Hy n¢ I — A curvas diferenciables y para cada

para cada o

9 € Aut (H)y € Aut (D)-

Vamos ahora a demostrar que dadosdos puntos z y w en H (z # w),
existe una tnica curva de largo minimo (geodésica) segin du, uniendo a z

y w.

Y Y
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Comenzaremos verificando que el segmento hiperbélico que une ia = 2
e ib = w es el segmento del eje imaginario que los une.

Demostracion:

Sea a : I — H el scgmento que une ia con ib, a(t) = (0,y(t)) con
dy/dt > 0, y(0) = a, y(1) = b; entonces la longitud hiperbélica de él serd:

1 y %’l‘l‘ ; o « h
E;.(a)=/‘; 50)) dt =/o !X“l /0 ;z“—)dl /'l %:ln (:;)

Por otra parte, si #: I — H es cualquier otra curva diferenciable uniendo
ia con ib con B(t) = (&(t), #(t)) entonces:

s 3[4. +(i‘ . \/_,

0 O

-Il
0 (0 0%0

de donde se tiene que: £4(f8) 2 €y(a) y la igualdad vale si y solamente si
£-0 y %>0

/JLm
0

Ejercicio 3.4: Demostrar que si z,w € H tienen la misma parte real ,
entonces el segmento hiperbédlico que une estos puntos, es el tinico segmento
cuclidenno que les une.

Supongamos ahora que z y w no tienen la misma parte real.

Fig. 3.1

Luego, la recta perpendicular al segmento [z, w] por el punto medio de
[z,w], corta al eje real en un tinico punto O, que es el centro de un tinico
cireulo euclideano @ (al que pertenecen z y w) el cual es perpendicular al
eje real. Ahora es facil verificar que existe ¢ € PSL(2,R) tal que (z) =

. o
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y @(®) = oo y que la imagen de Q, ¢(Q), es el eje imaginario. Luego, el
segmento hiperbélico que une ¢(2) con ¢(), es el segmento del eje imagi-
nario que los une; como la longitud hiperbdélica es invariante por PSL(2, R),
existe un dnico segiento hiperbdlico que une z y w y éste corresponde al
arco de @ uniendo z y w.

Podemos resumir lo anterior en forma de proposicién.

Proposicién 3.1:

Las geodésicas en H para du corresponden a los segmentos de rectas
perpendiculares al eje real o a los arcos de circulos perpendiculares al eje
real.

Ejercicio 3.5: Encontrar en A las geodésicas para dv.

Si A es un subconjunto de H, puede definirse el drea hiperbélica m(A)

e dady
m(A) = //A "

Sea z =z +1iy y ¢ € PSL(2,R) con p(z) = ekl — 4 4 ju. Es fdcil

cxdd
verificar que el jacobiano J(p) = kT:?F y entonces:

= dudv _ 1 lez + d|*
AT /LM) v //A |ez 4 d|* y? dérd)

y luego el dren hiperbolicn m(A) es tnmbién invarinute por PSL(2, ).

Ejercicio 3.6: Verificar que el drea de un subconjunto B C A es
invariante por Aut (A).

Utilizando lo anterior se puede demostrar que el drea de un tridngulo
hiperbélico con dangulos a, Ay yen Ho en A es m(A(a, B,7)) = m—a—f—7.
Esto permite probar que si «, 4, y son reales positivos tales que a4y < ,
existe un triangulo hiperbélico con angulos a, 8,7.

Ejercicio 3.7: Demostrar que el drea de un poligono hiperbélico de n
lados en H es: (n —2)r — (a; + ag + ... + a,), donde ay, ...., a, son sus
dngulos.

Alora queremos dar la idea de c¢émo fabricar superficies de Riemann
compactas a partir del disco unitario A. Para ello deberemos recordar
varios resultados.

Un notable teorema de Poincaré y Koebe, garantiza que las tinicas su-
perficies de Riemann simplemente conexas son: €, Cy A Como una
superficie de Riemann compacta S tiene siempre un revestimiento univer-
sal S, que es simplemente conexo, la mayorfa de las superficies de Riemann

Yo A\
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S (con m(S) no conmutativo) se realizardn como cuocientes de A por un
subgrupo de Aut(A) que opera sin puntos fijos.

Ejercicio 3.8, Sen S una superficic de Ricmaun compucta y § su
revestimicnto universal. Demuestre que: si 5 = C entonces § & C; si
= C entonces S es un toro analitico complejo o bien un cilindro; si
=H= Ay m(S) es conmutativo entonces

~

S
K
S=A-{0} o S={zeA/r<]z|<1} (0<r<1)

Evidentemente, pueden existir subgrupos G de Aut (A) que operen con
puntos fijos en A. El ejercicio que sigue invita al lector a estudiarlos.

Ejercicio 3.9. Caracterizar los elementos de orden finito en Aut (A).

Delinicién 3.1: Sea G un subgrupo de Aut E), 20 € C; diremos que
G actia de manera propiamente discontinua en zq si:

1. El subgrupo de isotropia de G en 20, G, = {9 € G/ g¢(20) = 2} es
finito.

2. Existe una vecindad U de zg tal qtlé 9(U) = U para cada g € G4, y
g(U)NU = ¢ para cada g € G — G-

Ejercicio 3.10. Verifique que un subgrupo finito de Aut (€) opera
de manera propinmente discontinun en C. Sen G ol subgrupo de Aut (6)
generado por ¢(z) = 2z. Demuestre que G opera de manera propiamente
discontinua sobre € — {0,00}.

Definicién 3.2. Diremos que un subgrupo T' de Aut (A) es fuchsiano
si T' es un subgrupo discreto de Aut (A).

Puede demostrarse que un subgrupo discreto (fuchsiano) de Aut (A)
opera de manera propiamente discontinua (este resultado no es vilido, por
ejemplo, en é) Esto, junto al hecho que el subgrupo de isotropia, cuando
no es trivial, es ciclico finito permite obtener la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2:

Sea T' un grupo fuchsiano, entonces A/T es una superficie de Riemann
y el epimorfismo candnico

7:A— AT

es una aplicacién analitica.

Ahora esbozaremos las ideas para fabricar superficies de Riemann S
compactas admitiendo ciertos grupos de automorfismos.

V. oo
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Para ello partimos de un subgrupo 7' de Aut (A) con una presentacion:
Tp = (a,b/ a™ =" = (ab)t = 1)

Seanm >n > €y 1/m+1/n+1/€ < 1, entonces: cowmo a es eliptico de
orden m, llamaremos ¢, el Gnico punto fijo de a en A y hagamoslo coincidir
con 0 € A, como b también es eliptico de orden n, llamaremos ¢, al Ginico
punto fijo de b en A y, finalmente, sea g3 el inico punto fijo de ba, entonces
tenemos el siguiente cuadrildtero hiperbélico:

iy

b(q,)

Fig. 3.2

donde el tridgngulo A(q1, g2, ¢s) tiene dngulos 7/m, m/n y /€ respecti-
vamente (luego existe!).

Otro notable teorema de Poincaré garantiza que el disco A puede ser
pavimentado con los tridngulos A(qy,¢2,7a) ¥ ademds 7 : A — A/T cs
un revestimiento ramificado sobre la esfera de Rieman con 3 puntos de
ramificacion de érdenes m,n y € respectivamente.

A continuacién presentamos dos pavimentaciones del disco A con grupos
fuchsianos.
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Supongamos que nos haya sido dado un grupo abstracto G; si cons-
truimos un epimorfismo:
¢: T — G
tal que ker ¢ = I" no tenga clementos de torsion (elipticos) entonces I' es
un subgrupo fuchsiano normal en T y tendremos que:

miA— A/L2S

Al 1

es un revestimiento sin ri cién (no hay tos de torsion) y S =
A/T es una superficie de Riemann compacta de género g.
Ademds tenemos el diagrama conmutativo siguiente:

A

B
R0

TsC

s x4

i
de donde por el teorema de Riemann-Hurwitz

€] ( Temeie o )
=l4=(1-—==-== X
Z 3 2 UL
Mds ain, T/I' 2 G actia como grupo de automorfismos de A/T" & S.
Podemos construir S a partir de un poligono de 2mn lados, explicitando las
identificaciones deducidas a partir del epimorfismo ¢.

Tlustraremos ésto con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1: Partamos del grupo triangular 7' siguiente:
T = (a,b/ a° =" =(ab)p'=1) pprimo p25

Es filcil construir un epimorfismo ¢ : T — Z,, tal que ker ¢ = I’ no contenga
elementos de torsion. A/I' = S es una superficie de Riemann compacta de
género g = %‘, que admite a T'/I"' = Z,, como grupo de automorfismos.

Veamos en detalle cémo en el caso particular p = 5, es decir S de género
g = 2, ella puede ser construida a partiv de un poligono hiperbolico en A.
Si en la Fig. 3.2 hacemos actuar el elemento a de orden 5, obtenemos un
poligono hiperbélico de 10 lados.
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Denot Zs multipli

te Zy = {1,2,3,4,5} y consideremos el
epimorfismo ¢, : T — Zg definido por:

Pi(a) =1

Si(b) = 1.
Se tiene que ab' € ker ¢, =Ty y

/T & (@,b/ @ =0 =(@)P =1,

Leyendo las identificaciones dictadas por la relacién Iy, se obtiene S como
cuociente del poligono hiperbolico junto a las identificaciones siguicntes:

Ejercicio 3.11: Construir todos los posibles epimorfismos ¢ : T' — Zg y
determinar explicitamente las identificaciones que inducen. Son diferentes
las superficies resultantes?

Ve N
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Como curiosidad, terminamos esta seccién presentando un poligono
hiperbélico de 24 lados, con sus respectivas identificaciones, el cual cor-

responde a la curva de Fermat Fj, admitiendo a Z; ® Z, como grupo de
automorfisinos. e
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§4. Superficies de Riemann de género dos

En esta seccién clasificaremos las superficies de Ricmann de género 2;
ésto nos servird para ilustrar lo desarrollado en las secciones anteriores.
Para ello, comenzaremos desarrollando algunos preliminares sobre el espa-
cio de médulos de Riemann.

Sean M y N dos superficies de Riemann compactas de género g > 2; di-
remos que M y N son conformemente equivalentes, si existe una aplicacién
analitica ¢ : M — N con inversa analitica. Obviamente con ello se define
una relacién de equivalencia en el conjunto de superficies de Riemann de
género g > 2 fijo.

Es tradicionnl denotur por M, nl espucio de médulos de Ricmnun que
parametriza las clases de equivalencia conforme de superficies de Riemann
compactas de género g > 2. Usando la teorfa de Teichmmiiller, Bers de-
mostré que M, tiene una estructura de espacio analitico complejo normal
de dimc(3g — 3). Por otra parte Bailly, Deligne y Mumford demostraron
que M, es una variedad algebraica cuasi-projectiva de dime(3g — 3).

No profundizaremos en estos importantes y dificiles resultados, sino
que nos contentaremos con dar un bello argumento heuristico, que debiera
convencer al lector sobre el nimero de médulos necesarios para describir el
espacio M.

Consideremos ¢l teorema de uniformizacion de Poincwré y Kocbe y la
existencia del revestimiento universal. Es claro que cada superficie de Rie-
mann compacta y conexa M de género g > 2, se pucde obtener como el
cuociente del semi-plano superior H por la accion de un subgrupo discreto G
de PGL(2,R), H/G tiene entonces una métrica Riemanniana con curvatura
negativa. i

Se puede construir M pegando ciertas superficics hiperbolicas basicas:
los pantalones (€ — {3 discos }). Uno puede pegar 2(g — 1) pantalones a lo
largo de las geodésicas € (Fig. 4.1) para obtener una superficie compacta
y conexa de género g.

Para determinar M se dispone a priori G6(g — 1) geodésicas £, es decir
6(g — 1) nluneros reales que corresponden a sus largos; como se identifican
geodésicas con el mismo largo, sélo se necesitan 3(¢g — 1) reales. Antes de
identificarlas uno puede rotarlas, entonces también tiene 3(g — 1) nimeros
reales, correspondientes a los angulos de la rotacion, obteniendo finalmente
3(g — 1) niuneros complejos.
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Ejercicio 4.1: Verifique que My puede asimilarse a la variedad de
cudrticas planas en Py(C).

23
)
3lg-1)

£3(g-2

Ly Ls

Fig. 4.1

Es evidente que las superficies de Riemann hiperelipticas constituyen
un subconjunto de M, que denotaremos por H,.

Proposicién 4.1

Si H, denota ln subvariedad de M, correspondiente a las superficics
hiperelipticas, entonces dime Hy = 2¢ — 1, en particular My = H,.

Demostracion Sea M € M,, entonces M se realiza como un reves-
timiento analitico ramificado de grado 2

7 M= C

con 29+ 2 puntos de ramificacion diferentes, scan ellos {py, pa, -+ \Pagia} C
C. Lucgo M estd complet te determinada por ellos; como sicuipre es
posible, por medio de un automorfismo ¢ de €, tener p(p;) = 0, ¢(p2) = 0,
w(p) = 1, @(pi) = qi, entonces M estd determinada por los 2¢g — 1 puntos
@1y 4 q2g-1. Siendo Hy una subvariedad de dime 3 de My que es irreducible
de dimension 3, se tiene entonces H, = M.

Ahora procederemos a estudiar las superficies de Riemann de M; que
admiten grupos de automorfismos no triviales. Recordemos que como con-
secuencia del lema , tenemos que si M € M, entonces | Aut (M)| < 48.
Primero comenzaremos estudiando la estructura algebraica de Aut (M) =
G. Como caso particular de resultados mas generales sobre curvas p-gonales
[9), se tiene:

e A
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Proposicion 4.2

Sea M € M,, entonces Aut (M) es isomorfo a un subgrupo finito de
Aut (€) o a una extensién de Z; por un subgrupo finito de Aut (C).

Demostracion

Sea 7 : M — C el revestimiento ramificado de orden 2 que caracteriza
M. Cada f € Aut (M) induce un automorfismo ¢(f) en Aut (€) por el
diagrama conmutativo:

M
dl rl
¢ sl

de donde tenemos la sucesién exacta de grupos:
{e} = ker ¢ = Aut (M) — Im ¢ — {e}

Es facil verificar que ker ¢ es isomorfo a {;} o bien a Z;, de donde se tiene
la proposicion.

Diremos que G es un grupo reducido le automorfismos de M si G =
Aut (M)/(J), donde J es la involucién hipereliptica de M.

Ahora podemos demostrar el siguiente teorema,

Teorema 4.3

Las subvariedades 0 dimensionales de M; que admiten grupos de auto-
morfisinos no triviales son:

1 y*=a-1 con Dg como grupo reducido.
2Ryt (Bl con Zg como grupo reducido.
3. y? = a(a—1) con &, como grupo reducido.
Demostracion :

Los tnicos grupos de automorfisimos de M que pueden aparecer son
Z, o {e} extensiones de subgrupos finitos de Aut (€) estabilizando 2¢ + 2
puntos difcrentes de €. Es bien conocido que los tinicos subgrupos finitos
de Aut (C) son ciclicos, diédricos, Ay, Sy y As.

Para determinar las sub-variedades 0-dimensionales de M; & H, admi-
tiendo grupos maximales de automorfismos, debemos situar 6 puntos en €
rigidamente y con el miximo de simetria.

Ve o\
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1. Situando 6 puntos simétricamente en el Ecuador, obtenemos la e-
cuacién algebraica y* = 2® — 1, admitiendo Zg, pero los 6 puntos son
también estabilizados por la involucién de ¢ que intercambia los polos
y se obtiene y? = 2% — 1 con Dy como grupo reducido maximal.

Situando 5 puntos simétricamente en el Ecuador y otro en el polo sur,
obtenemos la ecuacion y? = x(2® — 1) con Zg como grupo reducido
maximal.

N

3. Situando 4 puntos simétricamente en el Ecuador, uno en el Polo Norte
y otro en el Polo Sur, obtenemos la superficie de Riemann de ecuacién
y? = z(z*'—1) con D; como grupo de automorfismos, pero si buscamos
el grupo maximal, los 6 puntos pueden ser considerados como los

vértices de un octaedro regular inscrito en C, obteniéndose &4 como
grupo reducido maximal.

Vale la pena senalar que la idea de esta demostracion, no sélo cs vilida
en H, = M,, sino que también puede ser generalizada y aplicada al espacio
de médulos hipereliptico H, con g arbitrario [#.
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§5. Discusion

En esta seecion complementaremos algunos de los resultados anteriores
y discutiremos brevemente ciertos problemas abierto:

Como se vié en §1, no toda superficie de Riemann se realiza como una
curva plana no singular. Sin embargo, como consccuencia del Teorema de
Riemann-Roch (3}, cada superficie de Riemann compacta de género g > 2,
no hipereliptica, se realiza como una curva Cs no singular de grado 2g — 2
en Pyoy(C). Esta curva Cs, llunada curva candnica, estd contenida en
la interseccion de hipersuperficies cuddricas en la “mayoria” de los casos
(Teorema de Petri [2]).

Explicitar las curvas (superficies de Riemann) que adimiten grupos gran-
des de automorfismos, y caracterizarlos, es una irea activa de investigacion;
Accola, Bujalance, Harvey, Maclachlan, Patra y varios otros matemdticos
han hecho contribuciones en esta direccién. Cabe mencionarse que Accola
esta preparando una monografia acerca del tema, que aparccerd préxima-
mente. i

Los teoremas de Riemann y Hurwitz de §2 y el resultado de Macbeath
|4 son cldsicos de la teorfa. Sin embargo, subsisten algunos problemas rela-
cionados con determinar el ndinero méximo de automorfismos de ciertas su-
perlicies de Rienuum (curvas algebruiens). Al respecto, el nutor ha probado
que la curva de Fermat F,, admite siempre al grupo G 2 2, ® Z,, x Sy de
orden 6n?, y que este grupo es el grupo miximo de automorfismos si n = 4
y n=05. Existe G C Aut (F,) con |G| > Gn?, si n > 57

Los métodos vistos en §3, que permiten a partir de un grupo fuchsiano
i T a™ =" = (ab) =1)

uniformizar superficies de Riemann admitiendo grupos de automorfismos
ciclicos, son casos particulares de los desarrollados por Gonzilez, Riera
y Rodriguez [9). Al respecto surgen interesantes problemas, relacionados
con determinar el nimero de diferentes clases de equivalencia conforme de
superficies de Riemann que admiten un grupo de automorfismos prefijado
G. Se conocen solo resultados en el caso G = Z,. También resulta de
interés realizar dichas clases de equivalencia conforme a través de curvas
algebraicas con propiedades geométricas particulares.

La clasificacién dada en §4 se remonta a la caracterizacién explicita de
M3, hecha por Igusa }§ ({nica conocida hasta aliora). Sin embargo, hemos

Vg iumma
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presentado una d

tracién a la Ri basada en ideas de Gonzilez
e Hidalgo [#, que permiten caracterizar las curvas del espacio de médulos

hipereliptico admitiendo grupos maximales de automorfismos.

Ter lo que un tratamient
problema fue desarrollado por Riera y Rodriguez [i.

a la Poincaré de éste
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