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TEORIA ELEMENTAL DE NUMEROS

ASPECTOS GENERALES DE LA DIVISIBILIDAD

1. PRELIMINARES.

En el estudio de la Aritmética elemental, podemos observar que la nocién
de divisibilidad en el anillo de los enteros Z tiene un rol protagénico en
el desarrollo de 1a Teorfa de NGmeros. Una de las ideas mds fecundas en la
historia del desarrollo de Ta Aritmética ha sido extender Ta divisibilidad a
dominios numéricos, o sea a amplfacionesde Z. Se justifica antonces encarar
1a divisibilidad en un contexto general. En este Capftulo haremos precisamen-
te un tratamiento general. Luego de consideraciones bdsicas haremos divisibi-
1idad en el anillo de enteros de Gauss donde la teorfa es tan satisfactoria
como en Z. En cambio en el anillo numérico Z[+/-5], nos encontramos con
un obstdculo: falla la factorizacidn dnica en producto de elementos irreduc-
tibles. Por qué falla? La respuesta la di§ Kummer a mediados del sigio pasa-

do: "faltan factores" ... Su remedio fué pr definir factores idea-

les para recomponer la factorizacién unica. Dedekind di6 el togue final: los
factores ideales son los ideales. Hay que hacer entonces divisibilidad de
ideales, que afortunadamente extiende ‘la divisibilidad a nivel de elementos.

Esto es, reconquistar el parafso perdido!!...

Todas las nociones bdsicas de divisibilidad son vdlidas en el contexto gene -
ral de un dominfo de integridad. Si con A denotamos un dominio de integri -

dad (o sea: A es un anillo conmutativo, con elemento neutro 1 # 0 y posee

(—
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la ley cancelativa: a<c =ab en A, af0=c=b) dados a y b en
A, a#0 decimos que "a divide a b" si existe c¢c en A tal que
b = a-c . Escribimos a|b . En caso que a no divida a b escribimos afb .
Si a divide a b decimos que: a es un factor de b & que b es un mil-

tiplode a 6 que a es un divisor de b , etc. Es claro que, como en Z

(el anillo de los enteros racionales) son vlidas las propiedades:

i. af0, ala
ii. a#0, bAo, afb y blec = alc.

Adoptarenos, por razones de simplicidad, el criterio que, cuando escribimos
alb se sobreentiende ‘que a # 0 .

Para desarrollar la teorfa de divisibilidad en A necesitamos definir los
siguientes conceptos primarios.

1.1. u€A se denomina unidad si es inversible en A , es decir, existe
u' €A tal que uru' = 1. Por ejemplo 1 es unidad. La totalidad de

unidades de A 1la denotamos con U(A) o simplemente U .

1.2. a€A, a#0, agU sedice frreductible en A si

a = bec en
A=b€U 6 b=ua con uel .

1.3. a€A, a0, ag¢l

se dice primo en A si alb-c = alb 6
ale .

1.4. a y b en A se dicen asociados si existe u€ U tal que a = ub .

Escribimos a ~b .

Es claro que un elemento es irreductible si sus divisores son unidades
0 asociados.

1.5. Ejercicios:

1. Probar que la totalidad U(A) de unidades de A es un grupo, el

grupo de unidades de A . Problema: determinar la estructura del

grupo de unidades de los anillos A = Z

., de restos msdulo n .
2. Probar que a,b son asociados sf y s6lo &i alb y bla .

(T
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3. Probar que, en general, todo elemento primo es irreductible.

4, Probar que en el anillo Z, todo elemento irreductible es primo.

o

. DEFINICION. Un dominio de integridad A se dice de factorizacién dnica

(DFU) si para todo elemento a € A tal que: a g U(A) , a# 0 existen
elementos irreductibles q;, ..., q. tales que a = ] q; . Ademds si

Pye ceen.P

s son elementos irreductibles de A tales que a = n“ pJ

entonces se verifica que r = s y existe una permutacién f de
(1,2, ..., r} tal que qq es asociado de Peq) - Esta d1tima parte
se expresa diciendo que 1a factorizaci6n es Gnica.

Dejamos a cargo del lector demostrar:

AL, Si A es un DFU entonces todo elemento irreductible es primo. Por lo

tanto ambos conceptos. coinciden.
1i. Un dominio A es DFU sf y sélo si todo elemento # 0 y que no es uni-
dad es producto de elementos primos.
1.7. Ejemplos:
1. Dominios de factorizacién dnica.
1)  Z, el anillo de enteros racionales.

1) KX , el anillo de polinomios en X con coeficientes en un:

cuerpo K .
114) Z(M , el anillo de polinomios en X con coeficientes enteros
iv) Si A es un OFU entonces ALX| es un OFU.

v) Z1] = {a+bei|la,be Z, 12 = 1} = anillo de enteros de Gauss

es un DFU como se demostrard mds adelante.

vi) Sea p primo racional positivo y sea AcQ 1la totalidad de

nimeros racionales que admiten una representacién del tipo

B, (mn) =1, ptn.
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Es fécil ver que A es un subanillo de Q . Las unidades de es-
te anillo 1a constituyen la totalidad de fracciones irreductibles

% con (mp) = 1, o sea con numerador y denominador no divisi-

ble por p . Entonges si % es unidad en A , "HE A . Todo ele.

mento de A se expresa unfvocamente en la forma

M con a€Z, a0, (mn)=1y pfnen .
(Esta afirmacidn es consecuencia de ser Z un DFU, No?)

El nimero p es primo en A y es, salvo asociados, el Gnico

primo de este anillo. Este ejemplo se generaliza inmediatamente
permitiendo que en Tugar de p se admita una familfa finita o

infinita de primos. O sea, si P es una familia no vacfa de

primos, se define A por la totalidad de racionales que admiten

una representaci6n irreductible % con n no divisible por

ningdn primo de la familta P .

2. Dominios sin factorizacién Gnica.

i) Sea A =Z(/=5l , el (sub)anillo de nimeros complejos de la
/
forma a + b-y/75 con a y b enteros y /=5 denotando un

nimero complejo 1o cuyo cuadrado es -5.

En este anillo todo elemento # 0 y que no es unidad es produc-
to de elementos irreductibles, pero no en forma unfvoca. Sin

justificacién un tal ejemplo es
9 3 3.3 = (2++/-5)+(2 -+/-5) .

Los elementos 3, 2++/-5 y 2 -/-5 son frreductibles pe-
ro no son primos. Es ficil ver que 3 no divide nf a 2 +/-5
nia 2 -5 aunque divide al producto.

1) sea A =z(v/-3] = (a +'b-/-3|a y b enteros} . Se puede
verificar sin dificultad que este anillo no es un OFU. Por ejem-

plo el elemento 3 es frreductible pero no primo.

(T
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ii) Sea Ac Q{X el subanillo formado por todos los polinomios

que carecen de término en X . 0 sea A consiste de todos los

polinomios de la forma
a, + Xt + +a X
OREET e

En este anillo Tos elementos X* y X' son irreductibles
(pues falta el factor X) . Ademds no son asociados dado que

Tas unidades de A son los polinomios constantes no nulos. Por
lo tanto

=ttt w gty

son dos factorizaciones esencialmente distintas del polinomio
X . Por 1o tanto A no es DFU.

iv) El ejemplo de Hilbert.
Este ejemplo sirve para iluminar el fenémeno de la falta de fac-
torizacién dnica. Se trata de considerar un conjunto dotado de
un producto por el cual todo elemento del mismo es irreductible
0 producto de irreductible, pero no en forma Gnica. Sea A ‘el

conjunto de todos los enteros positivos congruentes a 1 médulo 4:

A = 1,5,9,13,17,21,25,29,33,37,41,45,49,

Consideremos en A el producto de enteros. Es claro que A es
cerrado respecto de este producto. Se tienen algunas factoriza-
ciones: 25 = 5.5, 45=5.9, ... Los nimeros '5,9,13,17,21,
29, ... son irreductibles. Por ejemplo 9 es irreductible
“pues nos falta 3",

Si tomamos dos nimeros primos de la forma dm + 3 vemos facil-
mente que su producto estd en A . Por ejemplo 3.7 = 21 €A .
por 1o tanto

441 = 21.21 = 32.7% = 9.49

w W
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Los ndmeros 9, 21, 49 son irreductibles en A , por lo tanto la
factorizaci6n dnica deja de valer.

Si pensamos en los primos.de la foma dm+ 3 como factores idea-
les para A , entonces la factorizacién dnica podrfa recomponer-

se, pero claro no a nivel de elementos de A .

1.8. Propiedad Fundamental.

Sea A un dominfo de factorizacién Gnica. Como en Z es posible definir
miximo comdn divisor de dos (o mds elementos) de A . Dados a,b #0 ,
un elemento d €A se denomina miximo comin divisor de a y b si
verifica las condiciones:
i) dla y dlb
1) si cla y clb entonces cld .
(Es claro que si d es méximo comin divisor de a y b también lo es
ud con u unidad en A . También se verifica que dos mdximo comin di-
visores de a y .b son asociados. Por lo tanto el miximo comdn divisor,
si existe, estd unfvocamente determinadg, salvo unidades. Siendo A un
OFU, se puede demostrar imitando la demostracién hecha en Z, que exis-
te el miximo comin divisor'de a y b . Lo denotamos por abuso de nota-
ci6n con (a,b) pero deberd quedar claro que (a,b) estd determinado
salvo asociados. ST a = b = 0 definimos (a,b) = 0 . Si el dnico divi-
sor comina a y b es una unidad decimos que a y b son coorimos y
escribimos (a,b) = 1 .
La propiedad fundamental que interesa en problemas de divisibilidad y
que es vélida en todo DFU es la siguiente: Sean a,b,c en A, neEN .

Entonces
(ab) =1, ab=c = 3 cj,c, €A, up,u, € U(R)
tales que a = ujec), bo=upch .

La demostracién es una consecuencia trivial de la factorizacién Gnica

en producto de primos.
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1.9. La ecuaci6n Pitagérica x* + y? = z* .

A manera de aplicaci6n trabajando en A = Z resolvamos un problema dio-
fdntino cldsico. A saber, determinaremos todas las soluciones enteras de
la ecuacin pitagérica x* + y2 = z? , Es suficiente limitarse a determi-
nar las soluciones primitivas, es decir, tales que x,y,z son positivos
y coprimos. Sea entonces X,y,z una solucidn primitiva a nuestra ecua -
ci6n. Una primera observacién dice que x e y no pueden ser ambos ni-
meros impares. Basta analizar restos médulo 4 y los detalles quedan co-

mo ejercicio. Supongamos entonces que X es par y por lo tanto y es

impar. Obviamente z es impar. Se sigue de 1a ecuacién que

2

Xt =t yd = (2 - )izt )

y también segin To que acabanos de decin
2
Bl - o

Es fdcil ver que

Lo b

son coprimos. (En efecto, st p divide a ambos nimeros divide a la su-
ma, 0 sea z 'y a laresta, o sea y , por lo tanto a x , entonces
p=sl) .

Por 1a propiedad fundamental de un DFU se sigue que ambos ndmeros son,
salvo unidades, cuadrados. Pero siendo positivos las unidades deben ser

iguales a 1, o sea finalmente

Por 1o tanto

22 b 4 a?
R o 8

X = 2ab

(T
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Siendo x,y,z una soluci6n primitiva, a y b son coprimos y tienen
distinta paridad y podemos considerarlos nimeros positivos. Recfproca -
mente, dando a a y b valores enteros positivos, coprimos y de dis -
tinta paridad obtenemos soluciones primitivas. Esta es pues la solucién
conpleta de nuestro problema diofantino.

Esta solucidn ya aparece en el libro Elementos de Euclides. Veamos una

Tista de soluciones primitivas de la ecuacién x* + y*

R [ S A a) S [

PR T 5 AR R GGG 63

3 o o s 8" it as WANs 53

T s T S 1 8 5 |8 39 &
58820 S205 20 8 a9 9" 28 | 6177 a5
5 4|4 9 @ 9 4 |72 6 97
618812 5 e 7 9 8 |14 1w 130
61 516016 10 1|20 99 101
70 2| 2sl s s 10 3 |60 91 109
7 & 55 33} (65 10 7 |10 51 149
7 G RE Y 10 9 | 180 19 181

Utilizando a resolucién de la ecuacidn X* + Y* = 2 mostramos que

las ecuaciones X'+ Y* =7* y X"+ Y" = 2" | no poseen soluciones
enteras positivas. Este ejemplo fue resuelto originalmente por Fermat
utilizando su "método del descenso". Notemos que serd suficiente probar
la frresolubilidad de X* + ¥ = z* . Supongamos entonces la existencia
de una soluci6n x,y,z € N con z minimo (entre todas las soluciones).
£1 método del descenso consiste en probar que existe otra solucidn:
x',y',2' € N con z' <z . Esto es contradictorio y prueba que no exis-
ten soluciones. Entonces de x* + y* = z' podemos inferir la existencia
de a,b e N tales que (suponfendo sin pérdida de generalidad que x

es par)

x* = 2ab (a,b) = 1
y*=b*-a* , a y b de distinta paridad,

2% = b +al, supongamos a par.
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Entonces [i—] - ;—-b y como (%.h] =1 existen r,s € N tales que
;- r? y b=s?. De laecuaci6n b? = a? + y* inferimos la existen-

ciade 1, € N tales que

a=2ij
VAR R R SR (115 ) =i
b= §?+ 2

o sea r‘-%-w.vurluunm f=tdy j=ul, tue€N, fi-
nalmente s? = b = j2 + f = t* + u* con lo que: t,u,s es otra solu -
ci6n de Ta ecuacién X'+ Y* = 2* .

Pero notemos que: s < s* = b? < z! y esto es lo que deseabamos obtener.

Otra

de 1a resol de 1a ecuaci6n pitagéri-
ca X' +Y' =2 es lano existencia de trifngulos pitagéricos cuyas
dreas sean cuadrados. Es decir no existen tri&ngulos rectdngulos de ca-
tetos e hipotenusas de longitudes enteras cuyas &reas sean cuadrados.
Dicho en otros términos dado un trisngulo pitagérico, no existe un cua-
drado de lado entero que tenga la misma §rea.

Sean entonces a,b,c enteros positivos tales que sean coprimos y satis-

fagan a? =b?+c?, bc=2m*, m€ N. Entonces podemos escribir

a=xt4+y? , be=2xy , caxt-y , O0<y<x

(xy) = 1.

Se tiene ademds

xy(x* - y?) = m?
y por lo tanto

x=at iyt ey ez 0y ex (e,
Obtenemos 1a ecuacidn

(1 XERIRY By 7R
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y serd cuestién de probar la irresolubilidad de esta ecuacién en enteros

positivos. Supongamos entonces una solucién X,Y,Z con X mfnimo. Pues-

to que X' =Y'+2* esclaroque X debe ser impar. Podemos escribir:

=g el ogd )z adgl sl W es|dmpan

GICTR I C Cr T | ,si Y es par
0<d<i , (g)=1.

Sea Y impar. Entonces, X'Y' = {* - §* , es una soluci6n de la ecuacién
(1) con 0 <{ <X . Una contradicci6n. Sea Y par. Supongamos SPG que
i s par,. j fmpar. Entonces cono Y = 2p , se tiene 2p? = 2+3-j y
por lo tanto § = 2rf , §=s?, (r,s)=1.0sea X' =4r+st,

¥? = 4r3s? o también Y = 2rs . Sean u,v € N tales que X = u? + %,
2ri=2uv, s®=u?-y? . Entonces u=t?, v=h® con lo que

s? = t* - h* . Pero t =x?< X, una contradiccién. En conclusién (1)

no posee soluciones X,Y,Z en N.

1.10. Ejenplo. Anillo de polinomios que son DFU.
Probarenos ahora que si R es un dominio de factorizacién dnica enton-
ces el anillo de polinomios R(X| con coeficfentes en R también es un
dominio de factorizaci6n nica. Para probar este resultado introducire-

mos 1a nocién de polinomio primitivo.

Supondrenos en el resto de esta seccin que R es un OFU.

DEFINICION. Un polinomio f = Z a g R(X] se dice primitivo si el
1 LU O}

méximo comin divisor de Apr ceen 3y €S 1

LEMA. Si f e R(X , entonces f = c-f' , con f' € R(X primitivoy

€ €R, y esta descomposfcidn es dnica a menos de elementos inversibles.

Esto es, si f = cof' = cl»f'l » CONcycy € REE T3 1 primitivos, en-

tonces ¢ ~cp, f'~

n
Demostracién: Si f = % a‘X y c= MCD(al. i ialn a") entonces
{=1

(T
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frefycon £ ezbxl, donde ay = cob, . E1 polinonio £ es
primitivo, 1o que prueba la existencia de la descomposicidn. La demos -

tracién de 1a unicidad queda a cargo del lector.

n i n " nmo
Sea f= 3 a‘X 9% I biX en R(X . Entonces f.g= T c1X
i=0 i=0 i=0
con c;= I ab . Sea peR, prino. Supongamos que pif y
1T fgaq ik
P19 . Entonces existen fndices 1,,Jy 4 0y <n, 0 dgem, mi-
nimos con la propiedad: pra; p*hJ « Por 1o tanto piay hJ . Se
o o o
sigue entonces que pfe; i = ... +a by + ... Por lo tanto pjfeg
oJo 0 o
y hemos probado:
LEMA. Si p es un prim de R entonces p es un primo de R X
LEMA DE GAUSS. Sean f,g € RIX) . Entonces el producto frg es primiti-
vo sfys6losi f y g son primitivos.

Demostract,

6n: =) Si f noes primitivoy p es un primo de R que
divide a los coeficientes de f , entonces p divide a los coeficien -

tes de f.g , Tuego feg no es primitivo.

=) Supongamos que f.g no es primitivo ysea p unprimo de R que
divide a f.g . Por Lema sabemos que p es primo en RCX] , luego
p|f 6 p|g, dedonde f no es primitivo 0 g no es primitivo.

LEMA. Sea f un polinomio irreductible en R(X] de grado > 0 . Enton-

ces f es primitivo e frreductible en KX

Demostracién: Sabemos que f = c.f' , con ceR y f' primitivo. Co-

mo f es irreductible entonces c es inversible, luego f es primi -

tivo.

Supongamos ahora que f = g.h , con g y he KX polinomios de gra-
do >0, y sean 21028, € R\ (0} tales que al-h.az-g € R(X] . Entonces
aj-a,.f = (alh)-(azg) - "191 » con hyg) € R(X] . Escribimos hy =

= 5pth' s 9y % b9’y con biuby &R y h',g' polinomios primitivos.
Entonces

f = byebyeh'eg' , donde f y h'.g' son primitivos.

(——
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Por lo tanto f ~h'sg' en R(Xl , lo que contradice la irreductibili-
dad de f en R(X] . Esto prueba que f es irreductible en KX| .
LEMA. Todo polinomio irreductible f € RUX] es primo.
Demostracién: Sea f € RIX] un polinomio irreductible.
Si f es de grado cero, entonces f € R es un elemento irreductible
de R, por ser frreductible en R(X] . Como R es un DFU entonces f
es primo en R, y hemos probado entonces que f es primo en R(X] .
Sea f de grado positivo y sean g,h € RUX] tales que f|g h . Pues-
to que f es irreductible en KX| se tiene que f|g 6 f|h en
KX . Supongamos f|g , osea g=fet en KX .
Sean a,a' € R\ {0} tales que at € R(X] y at=a't' con t'€E€RX ,
t' primitivo. Se tiene
ag = a'(f-t')
con f+t' primitivo. Escribiendo g = a"g' , a“ €R y g' primitivo
se sigue que aa" ~a' , por 1o tanto f|g' y también f|g como
querfamos probar.
Podemos ahora probar el resultado buscado.
1.20.

PROPOSICION. Si R es un DFU entonces R(X] es un DFU.

Demostracién: Sea f € R{X] . Entonces f = c-f' , con c€R y f'
primitivo. ¢ se escribe como producto de elementos primos de R , y
&stos son primos en R(X] . Por otro lado, si f' no es irreductible
entonces se puede escribir ' = f,+f, , con f, de grado menor que

el gradode ', i =1,2. Por el Lema de Gauss sabemos que f, y

'Z son primitivos. Se prueba entonces por induccidn que todo polinomio

f € RX es producto de polinomios irreductibles. Por el Lema anterior

sabemos ademds que todo irreductible es primo, de donde R es un DFU.

COROLARIO. Si K es un cuerpo entonces el anillo de polinomios

ﬂXl. asen Xn] en las indeterminadas Xl' ceen Xoow @S un DFU.

(T
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Demos tracidn: KIX.l] es un DFU. Ademés Kle, e K1 =
=Kkt e LN R

1.11. Ejemplo. Anillos numéricos.
Una familia importante de dominfos de integridad y a la vez de relevan-
cia histérica la constituyen Tos anillos de enteros algebraicos. Serd
necesario dar algunas definiciones.

Un ndmero complejo a se dice algebraico (sobre Q!), si existe un po-
linomio no nulo f(X) € QX (coeficientes racionales) tal que

f(a) = 0 . Por ejemplo todo r € Q es algebraico: satisface la ecua -
cién racional X - r =0 . E] nimero irracional v 2 es algebraico:
satisface 1a ecuacién X' - 220 .

En cambio los nimeros reales e, w, Zﬁ_ no son algebraicos. Los nime
ros complejos que no son algebraicos se denominan trascendentes. Sea
K un cuerpo contenido en C , o mejor dicho un subcuerpo de C . Es
claro que K contiene al cuerpo racional. Se dice entonces que K es
una extensién de Q . Se dice que K es'una extensi6n algebraica de
Q si todo elemento de K es algebraico (sobre Q) . Puesto que K es
un espacio vectorial sobre Q , se denomina grado de K a la dimensién
de K como espacio vectorial sobre Q . Si esa dimensién es finita se
dice que K es una extensién finita o de grado finito. E1 siguiente
procedimiento da las extensiones finitas de Q . Sea f(X) un polino-
mio en QU4 , frreductible de grado r . Sea o una rafz compleja de

f(X) . Entonces la totalidad de nimeros complejos de la forma

ol con a, en Q,

+ CREY
a tapt L ta g 5

)
es un cuerpo, que denotamos con Q(@) , de grado r sobre Q .
Otro concepto importante es el de entero algebraico. Un nimero complejo
a se dice entero algebraico, si existe un polinomio f(X) €Z(X) , de
grado positivo, con coeficientes enteros y MONICO tal que f(a) = 0 .

Los enteros algebraicos son nimeros algebraicos pero no necesariamente

[ \
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a la inversa.

Dada una extensién algebraica K de Q , la totalidad de elementos de
K que son enteros algebraicos constituyen un ANILLO (no un cuerpo) S
que se denomina el anillo de enteros (algebraicos) de K . La filoso -
ffa de 1a Teorfa Algebraica de Nimeros es que K y S juegan el pa -

pel de Q y Z, respectivamente. Conforman el diagrama

Q

K
Ay
|

| o g
z
K generaliza Q y S generaliza Z . Se trata entonces de hacer
divisibilidad en S y que la aritmética de S ayude a entender y a
desarrollar 1a aritmética racional (en Z) . Por ejemplo, la famosa
conjetura de Fermat (si n > 2 no existen enteros positivos x,y,z
tales que x" + y* = 2") ha sido estudiada trabajando no en Z sino
en el cuerpo ciclotémico Q(E) , con € una rafz n-sigma primitiva de
1a unidad. Los enteros algebraicos de este anillo son 1a totalidad de

expresiones polinomiales en £ con coeficientes enteros.

Mencionemos explfcitamente una familia importante de ejemplos, a saber

las extensiones cuadriticas. Son.las asociadas a los polinomios

X < d, con d entero 1ibre de cuadrados. Se tiene
QVE) = ir+ s/dlr, se .

Sea deZ, dfO0 nodivisible por ningin cuadrado > 1 . Por ejem-

plo -6, =5, =3, -2, -1, 2, 3, 5, 6, ... Sea Q(/d) := (a + b~/7|

ab€Q) . QW/d) es un cuerpo, el cuerpo cuadritico de la ecuacibn

¥.d=0.

El anillo de enteros de Q(/d) es
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ZVAl = (a v b/dlab €Z) st d 226 3(mod &)

B A 2 PO

Probenos esta afirmacin. Para ello observemos que todo elemento

r+sYdeQW/) es rafz del polinomio

M X+ s V@)X = (r = s V@) = x* - 2rX + r2 - ds? e qUx]

Si r+syd#Q, entonces el polinomio (1) es frreductible. Por lo
tanto r+s/d es entero sf y s6lo si:

(2) rez Yy rt-dste zZ,
De estas dos proposiciones deduciremos la afirmacién.
De (2) se sigue que
reg con a€z y ()} - d(2s) € 4z,

Por To tanto d(2s)* € Z . Puesto que d es libre de cuadrados se si-
gue de 1a factorizacién dnica en Z que 2se Z »0sea’s = g— .

Por To tanto resulta
(3) a? = db?(mod 4) .
Razonemos ahora con restos médulo 4 usando la siguiente informacién

x:0 1
(mod 4) .
% Ol

Sea d = 1(mod 4) . Se sigue de (3) y de la tabla de restos mod 4 que
a = b(mod 2)

es decir, a y b tienen la misma paridad. Esto prueba que en este

caso los enteros de Q(y/d) son de Ta forma
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asb/d, (a-b) , 1+VA, )
es decir, combinacién lineal entera de 1y ——‘fc i

Sea d = 2,3(mod 4) . Entonces (3) se verifica sf y sélo si a =

0(mod 2)
es decir 2 y b son enteros pares. En estos dos casos los enteros

algebraicos de Q(/d) son de la forma
x+yJ/d , A rAS
La afirmacién queda completamente demostrada.

1.12. Una aplicacién.

Fijemos las ideas de analizar problemas diofantinos en un &mbito mis
grande que el ordinario de Z, estudiando las soluciones enteras de
1a ecuacién X - 3¢" = 1 . Geométricamente se trata de hallar todos
los puntos (x,y) de R* de coordenadas enteras pertenecientes a la
hipérbola x* - 3y* = 1 . Aritméticamente se trata de hallar todas las
bases y de numeracin tales que el nimero 301 (escrito en base y) sea

un cuadrado.

En lugar de resolver el problema en Z lo resolveremos trabajando en
A=2(/3] = (a+b~/I/ab e que es el anillo de enteros del cuer-
po cuadritico Q(V/3) . Se tiene. 1= x? = 3y? = (x =/3ey) .

(x */3-y) y el problema se transforma ahora en la determinacién de

los elementos z € A =Z(v/3] aue son unidades (o sea z-z' = 1, pa-
raalgin z' en A) . Por ejemplo uno observa que el elemento 2 ++/3
es unidad: (2 +/3)+(2 -V/3) = 1% 2% - 317 . Luego (2,1) es una

solucién a nuestro problena.

Pero si ue A es unidad también lo son todas las potencias u' , 1

natural y adn més su' , 1 entero, de manera que el problema tiene

infinitas soluciones. Por ejemplo

(2+V3) = 7+4+/3 dflasolucién x=7, y=4

(T
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(2+V3)" = 26+15V/3 6 1a solucitn x = 26, y=15.

La teorfa de unidades en cuerpos numéricos nos dice que (todas) las
unidades de Z[v/3] son precisamente de 1a forma =(2 + /3)' , §

entero, de manera que el problema queda completamente resuelto. Como

lecci6n de este ejemplo podemos derivar la importancia de conocer el

grupo U(A) de unidades de un dominio, por ejemplo, de ndmeros alge
braicos.

1.13. Digresién general.

Digamos que 1a 1lamada Teorfa Algebraica de Nimeros tiene por objeto
estudiar Ta divisibilidad en dominios numéricos tales como el anillo
de enteros algebraicos de una extensién algebraica finita de Q . Le
interesa saber por ejenplo si tal dominio es un DFU y en €1 caso de no
serlo se pregunta en cuénto se aleja de un DFU. E1 1lamado nimero de

Clases mide esta divergencia. Los cuerpos con nimeros de clases igual

a 1 son los DFU. Un problema concreto qJe ya aparece en Disquisitiones

Arithmeticae, obra cumbre de C.F. Gauss conjetura Que para cuerpos cua-

dréticos Q(v/d) con d < 0, Tos dnic's cuyos anillos de enteros al-

gebraicos, que son DFU ocurren para d » 3,-2,-1,-7,-11,-15,-43,-67,-163
y paraninginotro d < -163 . En 1922 se demostré que habfa a 1o sumo

10 cuerpos cuadrdticos imaginarios (o sea d < 0) de factorizacién

Gnica. En 1966-67 Baker ¥ Stark probaron que no existfa un décimo cuer-

Po imaginario con factorizacién dnica, concluyendo 1a solucién de esta

conjetura de Gauss.

2. ANILLO DE ENTEROS DE GAUSS.

2.1. DEFINICION. A =Z(1) := {a + b.i | 2,b €Z) = anillo de enteros de Gauss.

Es facil ver que A es un dominio de integridad. Es nuestro interés ha-

cer divisibilidad en A a la manera de Z. Para evitar confusiones, a

los elementos de Z los calificaremos de racionales, tales como enteros

racionales, primos racionales. En cambio hablaremos de primos de Gauss

(——




PAG.80 CUBO 7

refiriendonos a los elementos de Z(1] que son primos.

2.2, DEFINICION. Sea Q(1) := la totalidad de nimeros complejos de la forma
a+bi con a,beQ.

2.

w

. Ejercicio. Probar que Q(1) ‘es un cuerpo (o sea, todo elemento no nulo

es inversible en Q(1)). Probar que Q(i) es cuerpo de cuociente de
Z 1] (es decir, todo elemento z € Q(1) se escribe como cuociente de
enteros de Gauss).

Una funci6n de juega un papel fundamental en el estudio de este tipo de
anillos es 1a norma.

-

. DEFINICION. La funcién N : Q(1) = Q definida por N(z) = a® + b* , si

2= a+b-i, sedenomina Norma de 1a extensién Q(1) o simplemente
norma.

DEFINICION. Si z = a + bef € Q(1) denotamos con Z el nimero comple-
Jo a -b«i ylo 1lamamos el conjugado de z .

2.6, PROPOSICION. Sean z.zl.zz en Q(1) .

1) N(z) = 22 N3) .

11) M(z) =0 sfysélosi z=0
i) z/0=Nz)>0

iv) 2€Z(i] =Nz2)ezZ

V) Nzpezy) = N(z))oN(z))

vi) Sean 70z, en Z( 1) . Entonces zllxz en Z(1] fimplica
Nz)) [N(zp) en Z.

Demostracibn: Queda como ejercicio.

~
~

. PROPOSICION. U@( 1)) = (1,-1,4,~1) .

Demostracifn: En efecto, z = z;:2, = N(z) = N(z))+N(z;) . Por To tanto

3, 1 sfys6lo st N(lllnh(lz) = N(1) = 1.0 sea, equivale a re-

(T
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solver la ecuacién (a% + b?)+(c? +d?) = 1, es decir a*+ b=l y
¢t +d* = 1. Es claro que las dnfcas soluciones enteras son a = +1,-1

Yy b=0 6 a=0y ba=sl,el.

En definitiva las unidades de Z(1] son 1,-1,1,-f .

Ejemplo. 2 =2+ 01 noes frreductible en Z(1] . En efecto,

2= (1+1)(1-1) yclaramente 1+ { no es ni asociado a 2 nf uni-

dad de Z(1] .

2.9. Efemplos. 5= 5+ 0.1 no es irreductible en Z[(i] . En efecto,
S=2t+lm(2+1)e(2-1) .

2.10. Ejemplo. 3 = 3 + 01 es primo en Z(1] . En efecto, sea

2)°zp = 325 en Z(4] . Tomando norma (a* + b*)+(c? + d%) = 3 con

m en Z (z1 =3 +bef, 2 = ¢ +de1) . Siendo 3 primo en Z divide

a uno de los factores, digamos, a. a* + b* , Pero, es una propiedad

“bien conocida de 3 que divide a a y divide a b por lo tanto :ilx1 .
como querfamos probar. E1 lector puede intuir un problema natural que
sale a luz: LQué primos racionales (o sea en Z) son primos de Gauss?
Nuestro préximo paso serd probar la existencia de un algoritmo de divi-
sidn en Z(1] .

2.11. Efercicios:

1) Probar que todo elemento z = r + 5. € Q(1) satisface la ecua -

cfon X' - 2rK & (rf +57) = 0, (Ecuacién caracterfstica de z)
11) Probar que Z[1] es el anillo de enteros algebraicos de Q(1)
111) iContradice 1a fgualdad 2 = (14 f)e(1 = 1) = 1-(1 + {)* Ta fac-

torfzacién dnica en z(1] ?

3. ALGORITMO DE DIVISION EN Z(1] . TEOREMA FUNDAMENTAL.

En general dado un dominio de integridad A se 1lama algoritmo de divisidn
en A a toda aplicacidn t : A - (0) =Z con las propiedades siguientes:

1. al b=t(a) < tb)

(- \
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‘7 fi. Dados a y b, b#0 existen qr en A talesque a =b.q+r
con re0 6 0¢t(r) < t(b) .

(Nota: no suponemos ni afirmamos unicidad de q y r como en el algorit-
mo de division en Z!!) . En general no es cierto que todo dominio de in-

tegridad admita algdn algoritmo de divisién. Ya daremos ejemplos.

En el caso de Z(1i] , 1a norma permite definir un algoritmo de divisién.

Veamos a tal fin el siguiente Lema clave:

3.1. LEMA DE APROXIMACION. Sea z € Q(1) . Existe geZ(i] tal que

Nz -g)<l.

Demostracién: Sea z=r+ 2.4, r,s€Q ysea g=a+b-i. Entonces
(*) Mz -9g) <l stysslosi (r-a)’+(s-b) cl.Seaa aezZ
con [a-r| <7 yanloganente sea be Z tal que [b-s| <} Es
claro que con esa eleccidn se satisface la equivalencia (*) y el Lema
queda probado. Interesa notar que la eleccién de a y b no es dnica
como se puede apreciar en el grafico. Notar que +/N(z - g) es la dis-

tancia euclfdea de z a g .

A : 4 elecciones

B : 3 elecciones

C : 2 elecciones

3.2. TEOREMA. La aplicacién norma N :Z(i] - Z define sobre Z[i] un algo-
riteo de divisién. 0 sea z{i] es DE (Dominio Euclidiano)

Desostracibn: Dados s,tez(f] , t ¥ 0, vamos a probar la existencia

de q,r en Z{1] , tales que s = t.q+r con N(r) < N(t) . Para ello

aplicamos el Lema de Aproximaci6n a u = % y de allf se sigue inmediata-

mente.

Nota: Las mismas consideraciones permiten probar que Z(v/d) es un do-
ainfo euclfdeo si d = -2,2,3 y 1[1 ~¥-J
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3.3. Ejemplos.

i) Sean ll'llZ'Q, 12--570791,

o 2(112 + 1)(57 + 79%) | 6305 + 39051 _
“_ms*)' e

112 + ¢
5T+ 797

= (aprox) -0.56 - 0.931
Tomamos como entero de Gauss aproximante 3 -1 - { . Se tiene
12 4 1 = (=57 + 791)+(=1 - 1) + (24 + 231) ,
N(-24 + 231) = 1105 < N(-57 + 791) = 9490 .

1) Sean - =57 + 791 , 7, -24 + 23

257 % 791 (57 + 791)(24 + 23% a1es - seri |

= (aprox) 2.88 - 0.531

Tomamos como entero de Gauss aproximante a 3 - 1 . Se tiene

=57+ 791 = (<24 + 234)+(3 - 1) + (-8 - 181) ,
N(8 + 141) = 260 < 1105 = N(-24 + 231)

111) Sean 3 24+, e 8+ 181

=24 + 794 +231)(8 - 141
T

R T O

Tomamos como entero aproxfmante a 1 + 21 . Se tiene
<24 4231 = (84 181)(1 + 21) + (-4 -71) ,
N(4 + 71) = 65 < 260 = N(8 + 141) .

Notemos que 4 + 71|8 + 141 .

Estos cdlculos los utilizaremos més adelante para calcular el mixi-
mo comin divisor de 112 + | y -57 + 79§ .

E1 algoritmo de divisién nos servird para prodar un *Teorema Fundamental
de la Aritmética" en Z[i] . O sea,

()
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3.4, Teorema Fundamental de la Aritmética en Z(i] .

Todo entero de Gauss g que no es ni cero ni unidad es irreductible o

puede expresarse como producto de frreductibles r, , =1, ..
[

Ademds, si g admite otra representacién

95

* Sm
en producto de irreductibles, se verifica que n =m y cada roes

asociado a un s’ y recfprocamente. 0 sea, la factorizacidn es esencial-
mente dnica.

Demostracifn: Supongamos el Teorema falso. Existe entonces un elemento
g € T[] , que es distinto de cero, no es unidad, ni es irreductible

-que no es producto de el frr Entre tales

po-
demos elegir uno. g , que posea norma N(g) mfnima. Esto es posible
pues la norma toma valores no negativos. Podemns escribir entonces

3% 9,°9, + con factores g, que no son unidaces. Por lo tanto

N(g) = ﬂ(91)vN(gZ) . y consecuentemente 1 < "(‘1) < Ng) o

1¢ N(gz) < N(g) . Pero entonces 9y ¥ 9, sen irreductibles o produc-
to de irreductibles y por lo tanto asf lo es g , una contradiccién. Pa-

ra probar la unfcidad hacemos uso del siguiente Lema.

3.5. LEMA. Sea qeZ(f] firreductible y sean r,s enteros de Gauss tales

que qjres . Entonces q|r 6 q|s . O sea todo frreductible es primo.

Demostracidn: Supongamos elegido un producto r«s en Z[i] con la pro-
pledad que aq|r.s, gfr, afs, con N(r) mfnimo. Existen, segin el
algorftmo de divisién, t,r' en Z(i] tales que q = r.t+r', con

r' #0, pues q es frreductible y N(r') < N(r) . De Qs = reset + r'ss
se sigue que q|r'+s . Pero por razones de minimalidad debe verificarse
que a|r' , de donde N(q) < N(r') < N(r) .

Sea ro=aqt' +r", r" 40 y N(r") < N(q) . Entonces por un razona-

l‘w\,n
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miento andlogo al de mds arriba, q(r':s y por lo tanto alr* . Se si-

gue que N(q) < N(r") < N(q) , un absurdo. Provino de suponer qr y
ofs . E] Lema queda probado.

El Teorema Fundamental de la Aritmética en Z(i] se sigue inmediatamen-
te de este Lema utilizando el nﬂ'sm razonamiento en 2. Dejamos los de-
talles a cargo del lector.

4. APLICACION. Existencia de mximo comin divisor en Z(i] .

Como en el caso de Z o de KXI (K un cuerpo) probamos, vfa el algo -
ritmo de divisidn, Ta existencla de maximo comin divisor.

4.1. DEFINICION. Sean 02y EZ[1] . Se 11ama miximo comin divisor de

Y 2, atodo z €7Z(i] con las siguientes propiedades:

1) x|zl y lIz2

WY wezlil L Wz y wz =z

Notemos que si z es méximo comdn divisor de 2} ¥ 1z, entonces:
-2, 1z, -iz son también méximo comin divisor de Yoz Escribire-

mos m:d(zl.xz) para denotar algdn méximo comin divisor de 73y oz

2
cuya existencia probamos a continuacién.

4.2. TEOREMA. Todo par de enteros de Gauss 21425 » N0 simultdneamente nulos,
posee un miximo comin divisor. Si

z = med(2),2)) existen enteros de
Gauss w.

¥, tales que z = Wt W2, .

Demos tracidn

:Sea z, /0. Por el algoritmo de divisidn en Z(i] resul-
ta:
LT ST S v Nrg) < N(zp)

T8 g, Ny <Ny

rt06r eria e, v Nlry) < N(ry)
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E1 proceso es finito dado que los N(r1) son enteros no negativos y sa-
tisfacen

Nrg) > Nrp) > L

Por 1o tanto termina en algin ry#0 tal que r, =0 .

Como en el caso de Z:

ned(2),2,) = med(z),r))

por lo tanto si rA0y Tiep =0 es 1y un mcﬂ(zx.zz) o

Como en el caso de Z producimos a partir de ry una combinacién lineal
de 2,,2, , el teorema queda demostrado.

4.3. Efemplo: Calculemos mcd(112 + 1, -57 + 791) . Para ello utilizaremos
Tos cSlculos hechos al ejemplificar la existencia de algoritmo de divi-

4 sibn (ver 3.3)

12 + 1 = (57 + 791)+(-1 - 1) + (=24 + 231)

=57 + 791 = (24 4+ 231)+(3 - §) + (-8 + 1a1)

<24+ 23 = (B4 141):(1 + 21) + (-4 - 71)

8+ 141 = (4 +71).2

por Totanto 4+ 74 (8 -4 -71 6 7 - 44 6 -7 + 41) es miximo co-

®0n divisor de 112+ § y .57 + 791 . Se tiene:

B2 ¢4 = (o7 4 81)e(-12 - 71) = (7 - 41)-(22 + 74)
ST ¢ 791 = (<7 + 41)+ (10 - 1) = (7 - 41)+(-11 + 51) .
4.4, Ejercicios.

1) Caleular med(-23 + 21, 134) . (Sol. 3 + 21) .

1) Sean 2103, €Z(1) no simultineamente fguales a cero. Probar que

md(2y.2,) = w2y + Wiy donde wiz) + w)z, es un elemento de

.. Y
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norma positiva mfnima entre todos los posibles enteros de Gauss de

la forma T sz, con rsE;| L

111) Sean a,b en Z. Probar que

b) 1 en Z sty s6l0 st
(a,b) =1 en Z(1)

5. APLICACION.

La fdea de hacer aritmética en Z(1l es orfginal de Gauss quien la

util1z8 para el estudio de las 1lamadas leyes de reciprocidad, cuadrética y
bicuadritica. La misma marca un jal6n en la historia de 1a teorfa de nimeros
al abrir el paso a la gran famil{a de anillos numéricos. Como hicimos con la
ecuacion diofantina X' + ¥* = 2' vamos a resolver ahora otro problens del
mismo tipo. A saber hallaremos la totalidad de soluciones enteras de la ecua-
cfon ¥'+ 4« x’ siguiendo Tas 1fneas del ejemplo anterior pero ahora ha -
clendo Aritmética en Z(1] . Para convertir el problema dado en un problema
de divisibilidad escribimos, en Z(1] :

(y+20)e(y - 21) = x? .

Sea p un primo (de Gauss) que divide a y+2i ya y-21. Por lo tanto

P dividea 2y ya 21 .0 sea divide a 2. Entonces p es asociado a

1+ 1. (Recordar que 2 =1 (1+1)%) ,

Supongamos y  {mpar. Entonces 1+ 1|y + 21, 1+14[2=1+ i|y . Por o
fanto y = (1+14)et en Z[1] . Tomando norma resulta y* = 2.N(t)* , en Z.
Pero entonces y es par, un absurdo. Concluimos que (y+21) y (y-21)

son coprimos. Por lo tanto, util{zando la propiedad fundamental de un DFY
y+ 2 = us(a+bed)’ con u , unidad

Ahora dado que todas las unidades en Z[{] son cubos: 1= 1', 1= (-1)°
to (=)', -1 =1', podemos absorver u en (a + bet)’ ¥y suponer sin
pérdida de generalidad, que u = 1 . Entonces

Y420 = (asbe1)’ wa - 3ab’ + (327 - bY)ed
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y * 3% - b = b(3a? - b2)
2= 2’ - 3ab = a(a? - 3b)
La sequnda ecuacin da por solucién a =2, b= 1 ypor lo tanto y =11 .

Supongamos ahora que y es par, y = 2Y . Notar que Y es impar! Escribien-
d0 2= 27 resulta la ecuacidn

Yel=22
Por 1o tanto, en Z1 1]
(s (- 1) = 22
y también dado que 2 = (1 +1)(1 - 1)

JedYayd 3
= 1 e e G

E1 Gnico divisor primo que podrfa dividir a ambos factores de la fzquierda es
1+1f.Enesecaso Y+ 1 serfadivisible por 2, por To tanto Y serfa par,
1o cual hemos observado mds arriba, no es asf.

Conclufmos como antes que esos factores son coprimos y por lo tanto

Tt e (a4 ben)’ = a2 - 386 + (303 - b5

o sea Y+ 4=l 3ab? - 3alb + b+ (2’ - 3ab? + 2t - bY)g
Por 1o tanto 1= a’ + 3ab - 3ab?b? -‘(a - b)(a? + ab + b + 3ab)
= (a - b)(a® + dab + b2)
Entonces lea-p
1=a%+dab+ b2

Se tiene LoD  vanbs1p =0nebipen), » 1, as=0

Por To tanto Y = 1 y por 10 tanto yepo

En definitiva las solucfones son y= 1 I8 g yup 2N

T L
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6. PRIMOS DE GAUSS.

Nos proponemos hallar en esta seccidn 1os enteros de Gauss que son pri-
mos, es decir, aquellos que hemos 1lamado primos de Gauss. Notemos primeramen
te las siguientes propiedades cuya verificacion dejamos a cargo del lector.
1. S a+b'i es primo de Gauss asf 10 es su conjugado a - bei .
2.5 a+b+i|a, con a entero racional entonces también a - bef |a .,

3. 8+ b1 es asociado a algdn entero racional sf y sélosi a=0 6 bw=o .

6.

+ PROPOSICION. Si a + be{ posee norma igual a un primo racional entonces
es primo de Gauss.

Demostracién: Sea z = a? + b = N(a + b*i) = p primo racional positivo.

Si z=xwy en Z(i] se tiene tomando norma: N(z) = N(x)+N(y) = p .
Esto implica que N(x) = p, N(y) =1 6 N(x)=p y Ny) =1, Esto
prueba bien que 2z es primo de Gauss.

Se sigue de esta Proposici6n que 10s enteros de Gauss a + bef tales
que a® +b% = 2 son prinos de Gauss. Estos son exactamente 1+,
1-4, =1+1, -1-1 todos asociados entre ﬂ.'

Al fgual, s1 p es un primo suma de dos cuadrados: p = a® + p? enton-
Cos a*bl, ~a+tbei, acbef, -g-bef son primos de Gauss,
todos asociados entre sf,

Veamos qué primos de Gauss verifican la recfproca de 1a Proposicién an-
terior,

6.2. PROPOSICION. Sea z = a + bef con a/0 y bFoO, Entonces z es
primo de Gauss sf y s61o si N(z) es prim racional.

Demostracidn: Sea z primo de Gauss. S1 N(z) = a® + b* = m n con

n>1, m>1, ose (10b~|)-(n-h~1)--n.nsiguoaenr
Zl1] un dominio de factorizacién dnica que a + b1 y (digamos) m
deben ser asociados. Esto es un absurdo pues implica a = 06 b=o.

La recfproca se sigue de 6.1.
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6.3.

o
-

Hemos pues caracterizado los primos de Gauss de 1a forma a + b*i con
240 y b#0. Setrata entonces de caracterizar los primos racionales
que son primos de Gauss.

PROPOSICION. Sesa p € N un primo racional. Entonces p es primo de
Gauss sf y 610 si p no es suma de dos cuadrados en Z .
Demostracién: St p = a? + b* en Z entonces p = (a + b-i)(a - bef)
ycomo N(a +bei) 1 sesigue que p no es primo de Gauss (es sobri-
no!). Si recfprocamente p no es primo de Gauss escribimos p = 7)1,
en Tl con N(zj) # 1y N(zp) 1. Porlo tanto p* = N(zj)-N(z)) .
Pero siendo p primo racional debe ser p = N(zl) - ll(zz) . 0sea, p
es suma de dos cuadrados enteros.

Los primos de Gauss son pues (salvo asociados) de los tres tipos siguien

Primos racionales p > 0 que no son suma de dos cuadrados en Z .
11, Complejos a+b'i, a,b€Z, a¢¥ 0, byO cuya norma es un
primo racional impar.

111, E1 nimero complejo 1+ 1 de norma 2.
Préximamente veremos que 10s primos de la clase I son los primos raciona-

les de 12 forma 4:m+ 3 mientras que los complejos de IT poseen norma

fgual a un primo racional de la forma 4em+ 1 .

. Ejercicios.

1. Probar que s p es un primo racional que es suma de dos cuadrados

en T posee esencialmente una Gnica forma de escribirse como suma de
dos cuadrados en Z (1o de esencial se refiere a 1a posibilidad de
canbiar el orden de los sumandos).

2. Probar que ningln primo racional de 1a forma 4m + 3 puede escribir-

se como suma de dos cuadrados.
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3. Sea n»= Ppees By donde cada Py ©s primo impar y todos son distin-
tos entre sf,

Probar que si cada Py es suma de dos cuadrados asf To es n .
1

- Probar que si cada Py @S suma de dos cuadrados entonces n po-
see 2" representaciones cono suma de dos cusdrados del tipo

ne=at+bt, Ocach,

4. Sea p primo impar. Sean Xy &N con 2p=x'+y* . Probar que

P es suma de 2 cuadrados. (Sugerencia: 2p = (1 + {)(1 - 1)p) .

6.5. Aplicacién. Como nueva aplicacidn de Ta factorizacién Gnfca en Z[1] es-
tudfaremos 1a representabilidad de enteros racionales como suma de dos
cuadrados. Dado que todo entero > 1 es producto de primos y dado que to-
do producto de sumas de dos cuadrados es una suma de dos cuadrados, serd
suficiente analizar la representabilidad de nimeros primos como suma de

dos cuadrados. Este problema fue considerado y resuelto por Fermat en su
famoso

lo_del descenso.

6.6. TEOREMA. Sea p un primo racional positivo-e impar. Las afirmaciones son
todas equivalentes entre sf:
1. La ecuactdn x* = -1(mod p) admite solucidn en Z, o sea -1 es re-
siduo cuadritico médulo p .
o plx*+1 paraalgin x en 2z,
111. p no es primo de Gauss (amigo y gracias!)
iv. p=x?+y' para clertos enteros f X2

Y. pedm+ 1, paraalgin m en Z .

Demostracidn: 1) = {1) es trivial.

1) = 111). Puesto que x* + 1 = (x + 1)e(x = 1) en (1] , se tiene

PIx*¢1=p|x+i 6 plx-1.
Sea x+f=pz con z en Z(1l. Por conjugacidn resulta X = =pei

¥ sumando resulta 2x = p+(z + %) en 2 . Por lo tanto p=2 6 plx.

(——
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La primera situaci6n es imposible pues p es impar. Por otra p|x =
=p| 1, un absurdo. Concluimos que p no es primo en Z({]
111) = iv). Escribamos en Z{1] , una factorizaci6n propia de p :
B (xy +ypef)e(xy +yped) o
Tomando norma resulta p? = (xi + y{)(xj + y3) en Z y como p
S i
priso p=xd +yd=xd kgl .
i¥) = v). Siendo p impar, se sigue de p = x* + y* que un sumando es
par y el otro impar. Sea pues X par e y impar. Entonces x* = 0 mo-
dulo 4 e y'=z1mddulo 4, por lo tanto p = 1 mddulo 4 .
¥) = {{). Sea Zlv el anillo de restos médulo p . Sfendo p primo es
blen sabido que Z, es un cuerpo. Indiquemos con zz; 1a totalidad de
elementos de zp no nulos. Se sigue del teorema de Fermat que todo
xez) satisface: #7' =1 (oseaenZ: X' = lmédulop si
1. Sfendo p fmpary 7,

prx) . Se tiene x"™ =1, 0 sea (x=)
un cuerpo Ta ecuacidn x2 = 1 tiene dos soluciones dnicas 1y -1. Por
Totanto x® =1 § x™a-l,.

Salgin x satfsface x*® = -1, resulta (¥*)° = -1 y nada queda
por probar. Supongamos entonces que todo elemento de z; satisface

= . Pero esto es un absurdo pues, otra vez, tratdndose de un cuer

po, 1a ecuacién x™ = 1 tiene a lo sumo 2m soluciones en Zp Y
4 > 2n . Hemos probado que v) = i{). E] teorema queda completamente
deros trado.

6.7, CORDLARIO. Las siguientes affrmaciones son equivalentes entre sf: Sea

 primo racional positivo

= -1 médulo p no admite solucién en Z

1) p es primo en Z(1]
114) p no es suma de dos cuadrados en  Z

§¥) p=4m+ 3 para algin M€ Z.

Deostracién: Se sigue por negacidn de las equivalencias en el Teorema.
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6.8. COROLARIO. Sea p primo impar. Entonces p es de la forma 4m + 3 sf

¥ 5610 si satfsface la condicidn:

plx*+y* en Z=plx y ply.

Qemostracién: Ejercicio para el lector.

6.9. COROLARIO. Sea n = Mp'€ N, con p, prinos, Pyfog st 14,

Entonces n es suma de dos cuadrados sf y s6lo si para todo fndice i

tal que py = dm+ 3 el exponente o, es par.

6.10. Ejercicio. 1) Hallar todas las soluciones de 1a ecuacién a? + p?

=n!
a<b, n<l4,.

11) Probar que la ecuacién y? = x' + 7 no tiene soluciones enteras.

6.11. COROLARIO. Existen infinitos primos de la forma dm + 3 e infinitos
primos de la forma 42 + 1 con mL€E N.

Demostracién: 1) Sean

Pys cees Pg 1a totalidad de primos positivos de
la forma 4m + 3 con Py #3.Sa t=1 Py Su producto. E1 nimero

4t + 3 es impar, y distinto de 0 Yy 1. Es por lo tanto expresable como
producto de primos en Z .

Observemos ahora que el producto de enteros de la forma 4m + 1 es otra

vez de 1a forma 4n + 1 . Se sigue entonces que algin divisor primo de

4t + 3 debe ser de la forma 4m + 3 . Pero debe ser distinto de 3,

Pys +eey Pg » un absurdo.

f1) Sean ahora p;, ..., p. la totalidad de primos positivos de la for-
1 s

®ma &m + 1. Formemos el entero 4+(py ..

bipgliet 1as
Dfcho nimero es distinto de 0 y 1, por lo tanto admite algin divisor pri-
mo. La propiedad de Tos primos de la forma dm + 3 dada en el Corolario

anterior, fmplica que los divisores primos de h deben ser todos de la

forma ém + 1 . Pero debe ser alguno de los Py ween Pg - Por 1o tanto
debe dividir a 1, un absurdo.

[ |
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6.12. Sum de dos cuadrados.

Sea p un primo racional positivo de la forma dm + 1 . Entonces pode-
mos escribir

p=a ¢ b = (a+bei)e(a - bei)

con 2 y b enteros positivos. Los enteros de Gauss * :=a +bef ,

F, %3 - bl son primos de Gauss y entonces p = 7 --"D es la facto -

P
rizacién de p en z({l . A manera de recapitulacién se tiene que el

comportamiento de 1os primos racionales en z(i] es el siguiente. Deng.

temos con q a los primos racionales positivos de la forma dm + 3 y
con p a los primos racionales positivos de la forma dm + 1 . Enton-
ces la factorizacién de un primo racional en producto de primos en z(1l
o5 asectada a un (y 560 wa) de Tas siguientes q, * o, (e 1)
Por To tanto todo entero racional a £ 0 se factoriza en Z(i] como

sigue
a s+ !)"m-nQ q‘(")-np(:p-ip)“")

con a(2) , a(p) , a(q) enteros no negativos, u := 1,-1,1,- , una
unidad.

La factorfzacién de z 40, zez( i) es del tipo siguiente

2)(p) _ 7,(p)
(M) z=uw(l+ 1)“2’.nq qz(q)-ﬂp(xp LTy

- Ejemolo. Hallemos la factorizacién prima de 33 + 4d.{ &

Dado que 33 + 44:1 « 11+(3 + 4.1) , trabajamos primero con 3 + 4-{ |,
toRaNG0 su norma resulta H(3 ¢ def) = 25 = 505 = (1 + 204)%(1 - 204)}
Por 1o wanto los posibles divisores primos de 3 + 4+i son 1+ 24

6 1 - 24 (o asocfados). Por inspeccidn resulta 3 + 4.9 = =11 - 2.1) .
Por 1o tanto resulta finalmente 33 + d4d.{ = =1:11+(1 - 2+1) dado que

11 es primo de Gauss.
feamas una aplicacidn de esa factorizacidn. Sea n e N. Denotemos

con Vzi'n) = cardinal de ((a,b) € Z« Z| a® + b = n} . Por ejemplo
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1) =4, r(2) s, ra(P) = 8, 51 p>0 esprimo de la forma
4m+1, r(q) =0 si q>0 es primo de la forma at3, rE o,
ro(8) = 4 . Es claro que rp(n) coincide con el cardinal de 1a totalidad
de z€Z(1] tales que N(z) »n . Sea

«2M2), 0 (), nlp)
(2) ne? "q“ npp

Ta factorfzacidn de n en Z con las convenciones hechas mds arriba
sobre Tos primos p y q . Tomando norma en (1) e fgualando con (2)
resultan las {dentidades

n(2) = z(2)

n(a) = 2-2(q)

nlp) = 2;(p) + 2,(p) .
Se sfgue que s1 n(q) es fmpar para algin q entonces rz(n) =0.
Las posibilidades para z son entonces 4 valores distintos para las

unidades u
2,(p) = 0, 1, ..., n(p)

¥ 2,(p) dependiendo de z(p) por la condicidn 21(p) + 2,(p) = n(p) .
En definitiva hay

4 (n(p) + 1) (p primo, p=da+1)

posibles elecciones de z , tales que N(z) = n .

En definitiva se tiene

ra(n) =0 st n(q) es impar (q primo >0, q = 4a + 3)

'2(") . 4-np(n(p) +1) st n(q) es par.
£l comportamfento de I r,(n) es asintdtico a la funcidn xwr ,
nex
En efecto, sobre e cfrculo de radio VX , x real positivo y de cen-
tro en (0,0) @ R', el ndnero de (a,b) € Zx Z que yacen sobre el
mismo es

(T
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6.14.

= r,ln)
n<x g

En efecto, notar que n = a? +b? < x = (a,b) € cfrculo de radio ‘/;
Si a cada punto (a,b) de coordenadas enteras le asociamos el cuadrado
de frea 1 cuyo vértice superior derecho es. (a,b) es claro que 1a suma
anterior aproxima el §rea del cfrculo o sea el valor wx+x , por lo tan-
to

I ry(n)
nex 2

| cuando x =e

nf_x 22!
Mo, ——"7 .

Efercicios.

1. Hallar todos los z € Q(1) tales que M(z) = 1.

2. Hallar cuociente y resto de la divisién de 2 +{ por 1, 2+ 3f
por 1414, 3-2{ por 1+21, 1+4 por 1-4 .

3. Determinar cufles de los siguientes enteros de Gauss son primos:
1+8, 7+ 181, 1+ail, 9+ai, 1+1010, 3+ 738

4. Hallar todos los z,w en Z[{] tales que 5 -1 = (1 + 2i)w+ z
con N(z) < N(1 +2) .

S. Hallar el mcd en Z(1] de: 15+21 14 y 3 -9{ . Lo mismo para
348 y 12+41.

. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencias: (1 + {)X = 1(mod 3)
(2+ )X =3 - {(mod 1 + 41) .

7. tPueden los enteros siguientes: 390, 306, 665 ser longitudes de

de tridngulos r con catetos enteros?

8. esolver las ecuaciones diofantinas: X' + 1=y , X'+ 4=y,

XL e = 2 R et
9. Mallar una famila infinita de soluciones de la ecuacidn X* + Y =7 .
10. Ses n natural, Probar que si n es suma de dos cuadrados en 0

tantién lo es en N.
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TABLA DE DESCOMPOSICION DE PRIMOS DE LA FORMA
4n + 1 EN SUMA DE DOS CUADRADOS.

OBER DIX XKEISTHEILONO UND LIRX ANWENDUNG AUP DiE ranLexTuzome, 265

1. Tabelle* fiir die Zerfillung der Primzahlen p von der Form 4n+ 1
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7. EL AMILO Z(VE)

£5 Este un dominio carente de factorizacién Gnica en producto de
elementos irreductibles. Veremos que todo elemento en Z(+/~-5] posee descom-
posfcidn en producto de irreductibles pero no necesariamente en forma dnica.
Z(J/ 31 es, como dijimos anteriormente, la totalidad de numeros complejos
do la forma 2 +5+/-5 con a y b enteros y denotando /=5 un nimero
comoleio (F130) cuyo cuadrado es -5 . Es un ejercicio sencillo probar que
20751 es efectivamente un anillo. €1 cuerpo de cuocientes de Z(v/-31 se
derota por Q/=5) y consiste de la totalidad de nimeros complejos de la
forma r+s~/<5 con r y s nimeros racionales (una verificacién es nece
sarfal). Para el estudio de z(v/<5l , al fgual que en z(i] es atil intro-

ducir la llamada norma. Sea pues z = a + b~/-5 . Se define el conjugado de

: e /-5 por
Z =2l - bn/5

y laporma K(z) de z por N(z) = zZ .
Notar que N(a + bﬁ) = a? + 5.b?

Se satisfacen las siguientes propiedades:
) Az)>20

i) M(z) =0 sfysélosi z=0.

U nlzyez) = N(zy)N(z))

propiedad 111) dice que el producto de dos enteros o racionales de la for-

ma 2% + 5:b% es también de esa forma!

. Falla del Lema de Aproximacién.

€n 3.1 vinos 1a validez de un lema de aproximacién de elementos de Q(i)
por enteros de Gauss. Este Lema nos permitié probar 1a existencia de un
algoritmo de divisién en Z[ 1] . Veamos que esta situacidn no se df en

278 . Sen 2w 1/2 + 1/2/75 € QW/75) . Entonces 5§ q = a +b/BE

€71/75) se tiene
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Wz - q) = (a-1/2)" +5(b - 1/2)* = 1/4(2a - 1)
+5/4(2b - 1)" > 5/a(2b - 1) > 5745 1 .
La existencia de algoritmo de divisién por esta vfa queda bloqueada. En
realidad no existe un Z(v/<5 ningin algoritmo de divisisn simplemente
pues Z(v/-51 o es un dominfo de factorizacidn dnfca!
7.2. Unidades en Z(y/-5]

Es claro que u € UZ(v/<51) sfy 5610 s1 N(u) = 1 . (Demostrart)

Por To tanto hay que hallar todas las soluciones de 1a ecuacibn

at +5pf a1,
Es claro que las Gnicas posibilidades son a =1 6 a = -1 ,0se,1
y -1 son todas las unidades de Z(\/-5] .
7.3. Efemplo.
3 es frreductible en Z(v/<§l , pero no es prim en Z(v/<5 . En efecto,

320z, en Z(V/<5  (tomando norma)
9 = Nz )*N(z,) en Z .
Stendo 3 primo en Z se debe verificar Nill) (] K(lz) es 1, es de-

cir 2, 6 Z, es unidad en Z[/-5] por lo tanto la factorizacién da-

da es impropia. Ver que 3 no es primo queda como ejercicio.

7.4, Elesplo. 11 es primo en Z[y/ 5] .
En efecto, sean ZZW en Z(/-5]  tales que 277 % 1w en

ZLY/-5l . Es decir, 11 divide al producto 2,2, . Tomando norma resulta

N(zy)-N(zp) = 1P N(W)  en Z .

Por lo tanto N(z;) (digamos) es divisible por 11. Se tiene entonces si
N(z)) = a® + 5:b7 | a? + 5.5 2 O(mod 11) .

Dejamos & cargo del lector probar que se sfgue de esa congruencia que a

y b son divisibles por 11, por 1o tanto 11 divide a .

Q.E.D.

[ |
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7.5.

Ejenslo. 41 no es frreductible en z(v/<5| . En efecto, &1 = 6% + 5.1 =
(6 +/75):(6 - /=5) . €1 primo ractonal 29 no es irreductible en

251 pues 29 = 3% +'5:22 = (3 + 20/5)+(3 - 2+/75) .

20/5 o es un DFU.

£ efecto, mostremos que 9 = 3+3 = (2 +1/-5)-(2 - /75) son factoriza-
ciones esencislmente difarentes en producto de irreductibles. Sabemos
que 3 es {rreductible. Andlogamente ocurre con 2 + /=5 y 2 -+/=5
utilizando el misno razonamiento.

Nos quedarfa por ver que 3 no es asocfado de 2 +/=5 , ni de

2 - /=5 . Pero esto es trivialmente cierto dado que las Gnicas unidades

de ZL/-51 son 1y -l. La afirmacidn queda probada.

Mostrenos que todo elemento z en Z(V/-5] , z #0,1,-1 es producto

de fr .Stz noes frr le es producto de factores
Traezocon o2y F1,-1 . Por io tanto H(z|) > 2 y entonces
N(z) = N(z)) ... N(z) > 2" con lo que r estd acotado. Por lo tanto el
lector puede convencerse que z admite una factorizacidn en producto de

{rreductibles.

. Comportaniento de los primos racionales dentro de Z(v/ -5l .

£ los ejemplos vims que el primo racfonal 3 defa de ser primo en
2(/=5 , mientras que 11 sique siendo primo.

£] primo 5 tiene un comportamiento particular: 5 = -1 (\/-_5): L yes
#6ci1 ver que /-5 es {rreductible. Se dice que 5 se ramifica en
2(/9 . & el dnfco prino racional con Ta propiedad de ser asociado
e 2075, un cuadrado.

Introduzcamos el sfmbolo de Legendre. Sea p primo impar. Se define pa-
ratodo aEZ:

ﬁ] =1 si a os residuo cuadrético médulo p .

[‘5“ “ -1 si a no es residuo cuadrético mdulo p .
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7.8. TEOREMA. Sea p primo racfonal fmpar. Entonces

[?] *-l=0p esprim en z(V 75 .

Demostracitn: Sea [%] * 1. Es decir -5 es residuo cuadrético médulo
P - Significa que -5 es un cuadrado mddulo p : -5 = a® » p*x con

a,x en Z. Se tiene
Prlex) =2+ 15« (a4 /TB)e(a - /7).

Si fuera p primo entonces podrfamos escribir, por ejemplo:

A+ con wezly/T)
¥ por conjugacién también
A -y/-5 = pey

Sumando ambas expresiones ¥ usando el hecho que p es impar y
W+ WEZ, resulta que p dividea a en Z. Pero entonces p divi-

de a 5 por una igualdad de mds arriba, o sea [::-] * 0, un absurdo.

Sea [%} =-l. Sean z),z, en 2075 tales que pl2;:2, . Tomando
norma resulta p]N(xl)-N(zz) . Supongamos p[N(zl) A ba/75 .
Entonces a* + 5b? = O(mod p) . S1 b £ O(mod p) entonces [ﬁ 3T
Por lo tanto p|b y asf pla, con lo que plzl . B8 llm:-l queda
pues demostrado.

Se sigue que 11, 13, 17, 19 son primos en zzl\/-_ﬂ pero no lo son 3,
7, 23.

El comportamiento de 2 es el siguiente; 2 es frreductible pero no primo:
2 divide al producto (1 +/=5)+(1 - /5) pero no divide a ninguno de
los factores (por el argumento corriente de tomar normal)

7.9. COROLARIO. Sea p prino racfonal. Supongamos [7’]' « <1 . Entonces an

Z, plat+Sdbiepla y p|b.

Qemostracién: Si p|b entonces a* + 5b* 1 O(mod p) = -5 es cuadrado

médulo p , por 1o tanto p|b yasf pla.

t e
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1.10.

Introduccién de factores primos ideales.

Sea A =20,/-9 y sean las factorizaciones de 21:
237 = (1 2/ - 2/5) = (& + /)8 - /5)

Se trata ce estudfar la posibilidad de introducir factores primos idea-
Tes tales com 3 = ay'ag o o 8)+8, de manera de recomponer la fac-

tortzacién dnica por simple asociacién de los factores. Supongamos que
ay|1+2y5 apll =25
51]102\/-5 lel-Zx/-S.

La definicién de estos factores fdeales estard obviamente ligada a la

propiecad de divisibilidad. Por ejemplo tratemos de interpretar a, 57,
TEA, zexty 5,
Se tendrf z=a , para algin factor (ideal) § . Ahora dado que

°1! 1+2/-5, se deberd verificar que

(1 - 2/ F)zm (1 - 2/5)

= 0(mod 3) .

Rectorocamente s1 3| (1 - 2/-5)z entonces como 3 = g, ¥

301 -2/55, se tendrd |z . Por To tanto decretaremos
oy lz = (1-2v/5)z = o(mod 3) .

Anfloganente,

aylz=(1+2/5)"z = 0(mod 3)
sy lz=(1- 2/=5)2 = O(mad 7)
32\:—(1*2\/:)450(“»(1 7%

Se stgue que st e x +yy/5,

(1 - 2/=5)z = (x + 10y) + (y - 2xh/~5
(1+ 2V 5)ez n (% - 10y) + (y + 2xN/ -5

1o tanto
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apfz=x+yz 0(md 3)
ap| 2= x - yz 0(md 3)
el|z—x*3ysu(md7)

Bl 2= x -3z 0(md7) .

Veamos el comportamiento de estos factores respecto de productos. Sean

2ax+yJs, 11-K‘+y1\/——_5.5ntancas
u1|1.1‘-—xx1-5yy‘+xy1*yx1§0(md 3)
—xxlﬂ'yyl*xy‘*yxlsl)(nnd 3)
= (x + y)(x) *¥;) = O(mad 3)
= (x+y=z0 & x +y) = 0(md 3)
=ay |z 6 aplz .

de manera que a) esun factor primo, en sentido de la divisibilidad.
Lo mismo se verifica con a,. Bys B, . Repasando 1a factorizacién de 21

se tiene 21 = a)-a;:8148) » ¥ ademds
ap|4+V/5 911“\/:
ay |4 /T 618 -/
oyl 1427/ syl1+2V5
apll-2/75 gpl1 -2/,
por o tanto 37 = (aa,)(8,8,)
(1 + 2V - 2V75) = (@y8))(a8,)
(4 +/5) (8 - //a5) = (a,8))(@,8,) .

La factorizaci6n en producto de factores primos ideales queda restable-

cida.
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Efemlo: 3+ 33 = afua}
9= (2 +/55)(2 - /%)) .

Dado que :l;Z‘\/-_5. alll-\/TS- se sique que
2+J/-5=q}
2-J/F o}

de manera que el cuadrado del factor {deal ay (y 1o mismo de u,l) es
“real® o sea es un elemento de Z(¢/-5 . De la teorfa de Kummer se si-
gue que para todo factor ideal a es a® un factor real, o sea un ele-

mento de 11\/75]

£n el desarrollo general de nimeros {deales Kummer descubrié que para
ciertos dominfos numéricos existe un ndmero natural denotado universal-
mente por h , llamado el nimero de clases con la propiedad que, para

todo factor {deal a se verifica que o

es un factor “real” o sea un
slemento del dominio. Para Z(y/-5] este ndmero es precisamente 2. Pa-
ra Z[{] este nimero es 1, debido a que en este dominfo no hace falta
introducir factores fdeales, pues Z(1{] es un dominfo de factorizacién
Gnfca. Fub Richard Dedekind quien retomé la obra de Kummer y generaliz§
1us {deas para desarrollar una teorfa general de nimeros algebrafcos
ue publics en el famoso Suplemento del 1ibro de Dirichlet: Vorlesungen
SSer Lahlentheorie (1863). Uno da los logros esenciales de Dedekind fue
dar “realidad® a los factores ideales de Kummer. Veamos esto para nues-
tra sitaciéa particular de Z(v/<5] . Consideremos el factor fdesl a,.
Hemos visto que s1 2z % x +y/5 entonces a; |z = x+y 2 O(mod 3) .

0ser, a, |z sy 5610 si para algin entero k ,
2my+ 3k ¢y s 3K+ (-1 +/FE)y .

Por 1o tanto 34 denotamos con (3,-1 +/-5) la totalidad de combina-

clomes com coeficientes en Z

® + (-1 +/B)y
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se tene que (3,-1+v/5) « (z €Vl [ | 2}
Siguiendo su clfsica definici6n de nimero real como subconjunto de nd-
meros racionales, Dedekind define el factor ideal [ = 3 i €3,-1 ¢+ =5)

E1 subconjunto 1 tiene las propiedades

abEl=a+deET

A€, beA=abE] oel.

0sea I es un ideal como lo 1lamara Dadekind y como se astudfa hoy
en cualquier curso de Algebra [I. Todo elemento z € A define un ideal,
a saber la totalidad, designada por (z) , de todos los miitiplos de

z en A: (2) = (kez|k €A}

La teorfa de la divisibilidad se realiza ahora en téminos fideales y el
hecho fundamental de la teorfa de Dedekind es que en dominios numéricos
vale un teorema fundamental de la Aritmética relativo a la factorizacién
Gnica de ideales en producto de ideales primos. Los restantes factores

ideales a,,8,,8, se traducen en Tos ideales: a, = (3,1 +V5) ,

8) = (7,-3+ /) = (1,84 /), z-u.sa\/:—s),

. Ideales. Sea A un anillo conmutativo con elemento neutro 170 . Un
ideal en A es todo subconjunto mo vacfo I con las propiedades siguien
tes:

XWye€l=x-yel
yeEI, XEA=yxel
0 ses 1 es cerrado respecto a la suma y producto por elementos de A .

Se sigue de la definicién que para todo fdeal [ de A: Oel,
yel=-yel.

El ejomplo més simple de fdeal resulta de tomar un elemento a € A y

formar la totalidad de miltiplos de a en A . Escribimos

(a) i» (xea|x €A .

()
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M&s generaimente podemos tomar una familia finita 310dpn o A de

elementos de A y formar la totalidad de combinaciones lineales

O MR PR SPPRI J L

con coeficientes x; € A . Es sencillo verificar que obtenemos un ideal

en A que denotamos con (aj, ..., a ) .

Decimos que es el ideal generado por A een @

En el caso (a) decimos que es un ideal principal.

El anillo A se dice a ideales principales si todo ideal es principal.
Notar que 0 := (0>, A =(l), son ideales que denominamos triviales.
Dejamos a cargo del lector probar que A es un cuerpo (o sea, todo
elemento no nulo es inversible) sf y s6lo si A posee dos dnicos idea-

les (... los triviales).

Ejercicio

i. Probar que en Z todo ideal es principal.

ii. Probar que en Z, (a)C(b)=b|a .

iii. Sean a y b e A . Probar que (a) =<(b) sfy sélo si existe
u € U(A) tal que a = u-b .

iv. Sea I un ideal de A . Probar que I = A sfy s6lo si
6 FUR) N A .

v. Sea K uncuerpo y sea A = K(X| . Probar que todo ideal de KX ,
es principal.

vi. Sea A =2ZX el anillo de polinomios con coeficientes enteros y
sea I la totalidad de polinomios en ZLX de la forma:
a "+ ... +aX+a ,con a enteropar. Probar que [ es un
ideal de A que no es principal. Probar que [ =(2,X) .

vii. Sean A y A' anillos conmutativos con identidad. Un morfismo de

A en A' es toda aplicacién f : A ='A' que satisface
flx +y) = f(x) + f(y)

flxey) = £(x)-f(y)
f(1) =1
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X,y € A, 1 denota ambas identidades.

Probar que Nu(f) = {x|x € A, f(x) = 0} (Nicleo de f) es un

ideal de A .

- Probar que f es inyectivo sf y sélo si Nu(f) = 0 .

Sea para cada n € N, Z : el anillo de restos médulo n .

+ Probar que f :Z'Z“ definido por f(a) = resto de a en la
divisién por n y que denotamos 3 , es un morfismo sobre, cuyo
nicleo es el ideal (n) de mdltiplos de n .

+ Probar que Z, es un anillo principal.

« Probar que Z es un cuerpo s y s61o si n es un nimero primo.
Un ideal P en A se dice primo si satisface las condiciones:
pl) PFA .
p2) XYEA, Xey€P=xeP 6§ yepP.

Ejercicios.

1.

Probar que en Z, un ideal P es primo sfy s6losi P =0 6
P=(p) ,con p prim.
1. Probar que un anillo A es un dominio (o sea x-y = 0 en

A=x=0 6 y=0) sfysélosi 0 esideal prim.

111, Sea A un dominio de factorizaci6n Gnica. Probar que un elemento

a€A esprim (0osea p|x-y en A sfysélosi p|x 6

p|y) sfys6losiel ideal ¢(p) es prim.

iv. Sea A un dominio principal. Probar que todo ideal primo es maxi-

mal (es decir no existe ningdn ideal I # A que lo contenga pro -

piamente).

Anillo cuociente. Sea A un anillo conmutativo y sea 1 un ideal de

A. Paracada a €A denotamos con & al subconjunto de A :

deatl

o sea la totalidad de elementos de A que son suma de a y un elemen-

to cualquiera de A . Notar que a=1l-—a€l .




PAG.108 CUBO 7

Es Gtil pensar que & es el “"trasladado” de I

por A/1

por a . Denotaremos
la totalidad de esos subconjuntos que 1lamaremos clases se-
gin__I . Estas clases no son otra cosa que las clases de equivalencia
de 1a relacién de equivalenciaen A: x~y=x-y€l]l .
La aplicacién f : A=A/ definida por f(a) = & , 1a 1lamaremos,

aplicacién canbnica.

Ejemplo. Sea A =7 y sea

clases:

I =(n) . Entonces Z/ n) consta de las

0= (ken|k €z}
T=(ken+1|kez}

(=1 = (ken + (n - 1) |k €T} .

Si n =3 se tienen las clases

Wiciionao <6 <@ 85 o gaa)
MO0 B o ol Ch o ool

2= -4, -1, 1, 2,5, 8, .

El conjunto A /1 hereda una estructura natural de anillo definiendo:

8B := 27D .

Es importante sefialar que se hace necesario verificar 1a "buena defini-

cibn" de estas.operaciones. En efecto, 1a clase & no estd unfvocamen-

te determinada por a pues 3 =& sfys6losi a;=a+i, con
i €1, Por lo tanto a = ;x y b= E1 » habrd que verificar que

a*b-valw‘h1 y ab =a,*b;
Verifiquenos la segunda. Sean entonces aj =a+ i, 1€1,
b1 =b+1i', {'€1I. Serd suficiente probar que a-b - al-bl €PN

Pero siendo I un ideal esto es una simple verificacién:

aysby = ach + ieb + ai’ + {eq
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y los tres G1timos sumandos pertenecen a [ . Que las operaciones asf de-

finidas confieren a A/l una estructura de anillo es una verificacién
inmediata. Obtenemos entonces sobre A/l 1la estructura de anillo cuo-
ciente. La aplicacidn canénica f : A=~A/I

es ahora un morfismo sobre

f(a+b) =a+b=3+6=f(a)+ f(b)
f(asb) = @b = 3-6 = f(a)+f(b) .

Notar que f(a) = @ = 0= = I=a € I por lo tanto Nu(f) = I . Hemos

pues realizado I como nicleo de un morfismo.

TEOREMA. Sea P un ideal de A . El anillo cuociente A/P es un domi-
nio de integridad sf y sélo si el ideal P es primo.

Demostracidn: A

/P es un dominio de integridad sf y sélo si

Xy =%y=0=%=06 y=o0
sf y s6lo si
XxyEP=xEP § yep

1o cual equivale a decir que P es un ideal primo. Veamos ahora un
teorema de isomorfismo que es una herramienta bisica para trabajar con

anillos. Sea I un ideal del anillo A, sea A' un anillo conmutati-

voysea g:A-=A' unmorfisno. Sea f :A-=A/I el morfismo cané-
nico. Se trata de saber cudndo es posible definir un morfismo
h:A/I=A" tal que g =h-f,o sea tal que el diagrama

A—S "

AV

A/T

sea conmutativo. Se debe verificar entonces que para todo a € A
h(f(a)) = g(a) .

Como todo elemento de A/ 1 es de la forma f(a) , a€ A, es claro
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que si existe h debe cumplirse que h(f(a)) = g(a) . iCudl es el pro-
blema entonces? E1 problema es otra vez, de buena definicion. Debe satis

facerse que

(a) = £(b) = g(a) = g(b)
osea a=5=g(a)=g(b)
osea a-be€l=g(a-b)=0
osea x€l=g(x)=0

o sea, finalmente
1¢ Nu(g) .

Si pedimos esa condicién entonces estd garantizada la buena definicion
de h . Verificar Tuego que h es morfismo es trivial. Supongamos en-
tonces que se verifique esta condicidn. Calculemos el nicleo de h . En-

tonces h(f(a)) = 0 = g(a) , nos dice que
Nu(h) = (f(a) [a € Nu(g)} ,

o sea la imagen de Nu(g) por f . En particular Hu(h) = 0 sf y sélo
si Nu(g) = I . Finalmente observamos que h es un epimorfismo sf y s6-
lo si g lo es. Reunfendo todos estos resultados se tiene el siguiente

resultado fundamental:
TEOREMA. Sea el diagrama de anillos y morfismos
A—L

7

AL

i.  Existe un morfismo h : A/1=A' tal que hef =g sfy sélosi
I c tu(g) .
i1, Nu(h) = f(Nu(g)) = Imagen por f de Hu(g)

ii1. h es inyectivo sf y solo si HNu(g) = I .

T
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iv. h es epimorfismo sf y s6lo si g es epimorfismo.
V. h:A/I=A' esun isomorfismo sf y s6lo si Nu(g) =1 y g es

un epimorfismo.

Este punto v. nos interesa particularmente, pues caracteriza las imdge-
nes de A por morfismos. En efecto, nos dice que si g : A=~A' esun
epimorfismo entonces A' es isomorfo al anillo cuociente A /Nu(g) .

Este es un resultado muy {mportante. Veamos algunas aplicaciones.

1. Sea A =R(X , el anillo de polinomios reales. Sea € el cuerpo
complejo. Sea g : A~ € la aplicacién definida por especializacién
de X por i, 0 sea

K K
g[EaX]-}:ai
paRcll i &

Esta aplicacién es un epimorfismo. Su nicleo lo constituyen todos los
polinomios p(X) tales que p(i) = 0 . Estos constituyen el ideal
¢x* + 1) de mdltiplos del polinomio X'+ 1. Se sigue del Teorem
que € es fsomorfo al anillo cuociente de R(X| por el ideal

<x* + 1) . Asf de facil.

2. Sea A=Z(X] ysea I el ideal de polinomios con término constan-

te igual a un entero par. Sea A'

ZZ . Sea g :A=A' definido
por composicidn de morfismos

ZIX =z lX -2,

9 reduce los coeficientes de los polinomios médulo 2 y g9, espe-
cializa X en 0. E1 lector puede verificar que el nicleo de g es
precisamente I ., Esto prueba que I es un ideal primo. Como genera-
lizacién se puede demostrar que los ideales de Z{X] , generados por
un primo racional p y un polinomio p(X) que es irreductible mé-
dulo p (o sea en Zp{ X]) constituyen ideales primos. Con un poco mds

de trabajo se puede determinar todos los ideales primos de Z[Xl ,

ejercicio nada despreciable.

—
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Operaciones con ideales.
Sean [,J ideales de un anillo conmutativo A . Algunas operaciones im-
portantes con ideales son las siguientes:

i.  interseccién: 1N J

ii.  suma s IL+di=(H+j|ien, jedt
iii. producto i I+ i= (A0 01, €0, § €0} .

En iii. se toman todas las sumas finitas indicadas. Es una simple veri-
ficacién que las operaciones definen ideales. En todos los casos las

operaciones son asociativas y conmutativas. Para la suma el ideal 0 es
elemento neutro: [ +0 = I . Para el producto el ideal A es elemento

neutro.
Ejemplo: Sea A=Z y sean I =(n), J =(m) . Entonces
Ingd=(nm), I+Jeal(nm), I[J=(nem . Dos ideales I,)

se dicen coprimos si [ +J = A . Equivalentemente, si existen i € [
JE€J tales que {4 =1.

Una familfa finita Il' s I" de ideales se dice coprimos de a dos
st [+l =A,si ris.

Probamos ahora un resultado cldsico fundamental, Gtil para hallar la so-
Tucién simulténea de ecuaciones de congruencias. Para el caso de A =Z
este resultado se remonta al perfodo entre el cuarto y el séptimo siglo
de nuestra era en que los chinos To utilizaron para hallar el perfodo

comin de fen6menos astronémicos. -

TEOREMA CHINO DEL RESTO. Sean ll' ceen In ideales en A coprimos de

ados. Sean x;, ..., x, en A . Existe x€A tal que x = x;(md I;)

para todos los { .
Demostracién: Si n = 2 , se tiene

lnil*iz » irelr y) el

Por To tanto x = "2‘1 + x 1, resuelve el problema.

Sean ahora ay, ..., a €[}, by €, ..., b €l tales que
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@y by =l e
€1 producto
n a
oo fay byl
estd contenido en el {deal
n
RGN
Por 1o tanto
n
I) * Moy Iy = AL
Utilizando el caso de dos ideales existe y €A . tal que
vy 1(mod l‘)
¥y = O(mod mi_, 1y) -

Andlogamente utilizando la hipétesis fnductiva existen y,, ..., ¥,

tales que
¥y = Umod 1)) 5y, = O(mod Ij) » JA2,
¥3 = Umod 1) vy = O(mod ) . 343,

Yo 2 Mmed 1) 5y Ofmod 1g) , §dn.

E] elemento X = X;y) * Xp¥p * ... + Xy tiene las propiedades pedidas.
E]l teorema queda demostrado.

.y m ente-

Para A =Z se tiene'la siguiente formulacién. Sean m "

ros coprimos dos a dos. Sean Xpo eeen X enteros cualesquiera. Existe
entonces un entero X tal que x = x‘(mud m‘) , para todo i := 1, ..., n.

Ademds, en el intervalo entero (O,H,m‘ hay una dnica solucidn.

Aplicacién: Sean ‘1‘ 9 I" ideales de A , coprimos de a dos. Sean

LYA ™ Tos anillos cuocientes relativos a esos ideales. Formemos el anillo

L e
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producto

x ...xA/Iﬂ

o ((;(1‘ ceny in) %y € A}

con operaciones componente a componente.

Sea f : A= laaplicacién definida por
f(x) = (x(mod 1;), x,(mod 1)), ..., x(mod 1)) .

Es inmediato verificar que f es un morfismo. E1 Teorema Chino del Res-
to dice que f es sobre. E1 nicleo de f es obviamente la interseccién
de los ideales ‘r . Segin el teorema de isomorfismo se sigue que
n
n
A/ es fsomorfo a M A/I_ .

ey e
Por ejemplo si n€ N, n=p ...p"

"4 con py primos distintos,

se tiene el isomorfismo (de anillos):

1. Caracterizar los anillos cuocientes: Z{il /¢3) , z(i) /(5 ,
203 /€3 + 28y, zli) /e2iy , @l /0L + 4y

2. Sea q€ N, primo de la forma dm+ 3 . Caracterizar Z[il /(q) .

3.5ea q€ N primo de la forma dm+ 3 . Sea z =a +bie Z(i

Probar que z% = Z(mod q) .

9. 1deales en ZIv/-5)
Sea I un ideal de A =Z[y/ -S| , 1£0.Si x€1, x#0 enton-
ces N(x) #0 esunenteroen [, por lo tanto [N Z=(a), a#0
es un ideal en Z . Se sigue que si m€ [ A Z entonces a|m . Se

tiene entonces la inclusién (a) c [ .
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Sea ahora b mdximo divisor comin de todos los y € Z con la propiedad
que existe x € Z con la propiedad x + y+/-5 € [ . Notar que 1a tota-
lidad de tales enteros y , es un ideal en z, por lo tanto el mism
es generado por un elemento b , que tomaremos ademds positivo. Se si-

gue entonces que
x+yJ/-Sel=b|y.

Ademds, dado que a€ I, av/-5€ I y por lo tanto bla.

Sea x+by/-5€l.5i x=aq+r, 0 <r<a entonces
X+by/ 5 =x-aq+by/Baaqexsb/Bel
Ademds r + b S€l=-5b+rv-5=b|r.

Por 1o tanto hemos determinado enteros b,a,r , no negativos con las

propiedades b|a , b|r .

Afirmaci6n: Todo elemento de I se escribe en forma unfvoca en la for-

ma
m+alr+by/), mnez.

Demostracién: Es claro que %mne Z, m +n(r+by/-5) eI . Sea

recfprocamente, u+vy/-5€1.Sea v=ben, nez, se tiene
u+v -5-u-nv¢n(r~b\/-_5)

yporlotanto u-nve€lnZ,osea u-nv=m Y podemos escribir
Ut vy -5=m+n(r+by/5) .

Adenss m + n(r +bv/5) =m'a +n'(r+b/55) , mat,nnten z

fmplican (m - m')a = (n' - n)(r + b /<5)

osea (n'-n)b=0, otamién n=n' y mem .

Hemos probado entonces que el ideal I posee un sistema de generadores

formados por dos elementos a€Z y r+by/-5.0 sea
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I=(a,r+by-5) .
Los elementos a,r + b+/ -5 los llamaremos generadores canénicos de I
o también que (a,r + b/ -5) es la expresién candnica del ideal I .

Observacidn: E1 ideal es generado por a y r +b+/-5 sobre Z, es

decir utilizando combinaciones enteras de a y r + b+/-5 . Hay por

To tanto un abuso de notacidn. Por ejenplo el ideal 1= (1 +/5),
es un ideal principal generado por 1 +/=5 . Consta de todos los mil-
tiplos de (1 +/5) en Z(\/-5] . Su forma canénica es (6,1 +/=5).
Caractericenos los fdeales primos de Z(v/-5] . Sea P =(a,r +b\/-5)
un ideal primo en Z(v/5] , P A0 . Entonces PNZ =(p), p pri-
™ >0, pues ZN P es un ideal primo en Z. Ademds
N(r + by/-5) = r2 + 5b* = 0(mod p)

por ser un elemento de PN Z.,

Puesto que b |p , hay dos posibilidades b =1 6 b=p .

Si b=p entonces P =(p), pues b|r .

Si b=1 entonces r? + 5= 0(mod p) y -5 es residuo cuadrético médu-
lo p , o sea, utilizando el sfmbolo de Legendre [:55-] = 1. Recfproca~
mente supongamos r satisface r® + 5 = O(mod p) . Afirmamos que
(p,r +4/-5) es ideal primo en Z(v/-5] .

Aeste finsea f: [\/-6] =2, el morfismo definido por
flx +y/-8) = X - §or

donde 1a barra superior denota la clase médulo p . Notar que la condi -

cién r? z -5(md p) fndica que F2» -5 en Z, . Es claro que

P C Nu(f) . Veamos que P = Hu(f) . Sea f(x + y+/-5) = X - §+F =0 .

Se sigue que x = yr + pt , por 10 tanto x + y /=5 = pt + y(r +/=5) € P .

Concluimos que P es un fdeal prim. Ademds

2Bl /epar +/5) ~Z .
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Sea p primo impar positivo tal que [ﬂ = -1 . Afirmamos que el ideal

principal P = (p) es primo. Repitiendo el razonamiento anterior, sea
Z(u) el anillo formado por los pares x +y-u, con X,y en Z, Y

u un sfmbolo con la propiedad u? = -5 (esta construcci6n imita los
numeros complejos, pero sobre el cuerpo np). E1 hecho que en zp la
ecuacibn X2 + 5 =0 no admite solucién implica que zp(u) es un cuer-

po. Si definimos el morfismo f : Zfv/=5) ~z,(u) por

fx + y/75) = X + §u
verificamos fdcilmente que Nu(f) = P , 1o cual demuestra que P = (p)
es un ideal primo.
Se tiene entonces que los ideales primos de Zlv/-51 son:

g ¢p), p primo >0, p# 2,5 con ("Tﬁ]=-1.

i1.  p primo > 0, ¢p,r ++/-5) , con r? = -5(mod p) .
En ii. figuran los ideales (2,1 +y/=8) y (/=5) .
Un Corolario de esta clasificacién es que todo ideal primo de Z(v/-5)

es maximal. En efecto, un ideal P de un anillo contutativo A es

maximal sf y s6lo si el anillo cuociente A /P es un cuerpo.

Ejemplos:

i. Sea p = 3. Dado que r® = -5(mod 3) admite soluciones r =1 y

r =2 . Por lo tanto se tienen los ideales P = (3,1 +/-5) ,

P! = (3,2 +./B) .

Estos ideales son distintos. En efecto, P = P'
1=2+5 - (1+/5)ep .
Calculenos el producto P-P’
PeP' = (3,1 +/-5) « (3,2 +/=5) =
29,6 + 375, 3+ 35, -3+ 35

® (9,6 +34/<5, 3, -3+3/-5)=¢3) .

implica que

Esto nos dice que el ideal principal 3 se factoriza en producto de

(T
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ideales primos (3) = P-p' .

ii. p =7 . Dado que r® = -5(mod 7) admite soluciones r =4 ,
r =3 . Por lo tanto se tienen los ideales Q = (7,4 +./-5) ,
Q' =(7,3+/5) , y satisfacen (7) = Q-Q' .

Con P,P' , Q,Q' obtenemos la factorizacién del ideal principal

(21) en producto de ideales primos (21) = P+P'-Q:Q' y esto nos
serviré para recompaner la factorizacién dnica, pero en producto de

ideales primos. En efecto

P-Q = (3,1 +/ 527,34 /5) =
21,908 31/ 7 A Tl e
w2, =101 %5, 7+ 50 = (20 =22 ¥ (2 25 7] 5
S A
=¢1 - Z\/_-—5> 5
An§logamente
Pq =142/ By
P-Q = (4 +/5)
P'eQ' = (4 -/5)
Por 1o tanto la fuctorizacibn.
(21) = Pop'Q:Q
(3)+(7) = (P+P')(Q-Q")
1+ 2/ (1 - 27/55)) = (PQ)(P-q')
@ 8 /T8)) (4 - /=8)) = (PQ)(P'-Q")

€1 ideal prim P = (2,1 +/-5) satisface P! =(2) . Iqualmente
el fdeal ( /<5) es primo y satisface (/=5) = (5) .

TEOREMA. Sea 1 = (a,r + b+/-5) y sea 1' = (a,r - by/-5) . Entonces

I-1' =¢d) , con dENVO .
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Demostracifn: Escribamos a = ba' , r = br' . Entonces

I = (bh) (al et + /o5 (atyrt - /o5)
=h@tatr -t /35, atrt vat /s, ri e sy L

Puesto que (a',r' +/-5)«a',pr' -V-5) clat,et v/ -5 se sigue que

r'? +5 es divisible por a' y entonces 1o anterior es fgual a

= (b3 (') Catyrt - /o5, ¢+ /5

Probemos que el ideal J =<(a',r' -

=/

Notemos que 2+/-5€J y por 1o tanto 10 € J

tiene al méximo comin divisor (a',10)

r2es,
a

rlas

CEp ey ,a—‘)-(l)-

. Por To tanto J con-
- Los valores posibles de este
med son  1,2,5,10 . Si es 1 nada hay que probar. Sea entonces 2 € d.
Entonces r'? + 5 = a'-2.h = 4h' , pues 2 [Fals
Se sigue que r' es impar. Por 1o tanto médulo 4 resulta 1+ 1= 0(md 4)
una contradiccién. Sea 5€J, se tiene r'? + 5 = 5.a'et = 52.p'
pues S5|a' .

Pero 2r'€J , y es asf divisible por 5. Entonces 52 divide a r'?

Lo anterior dice que 5% |5 , un absurdo.

Sea 10 €J . Otra vez escribims r'? +2 = 102.h , de donde se sigue

que r' es impar. Mdulo 4 nos d& una contradiccién. Concluimos que

1€J y hemos probado que
I-I' = (¢b%a') = (ab) .

COROLARIO FUNDAMENTAL. Sean I cJ {deales, J # 0 . Existe un ideal

B talque I=4.8.

Demostracién: Sea dez, d#0, tal que J«J' = (d) . Por lo tanto
Id' c(dy
Notemos que para cualquier anillo A,y d €A, la aplicacién

A = dA , mltiplicacién por d , aplica biyectivamente los ideales de

(——
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A en ideales de A contenidos en dA . Por To tanto I+J' = (d)+B

con 8 ideal en Z[y/<5 . Por To tanto
(d)el = [eJed" = (d)+Bed

pero Z(/ <5l es un dominio de integridad (multiplicar por d # 0 es

una aplicacién inyectiva). Concluimos que I =J-B .

DEFINICION. Sean I,J 1{deales. Decimos que I dividea J, I|J,

si existe un fdeal B tal que J = I-B .

E] Coroiario dice exactamente que: [ cJd = J|I .

COROLARIO. Sea P un ideal primo y sean I,J i{deales. Entonces
PIIg=P|I 6 P|J.

Demostracifn: P |I+J == [:JCPe=1CP 6§ JSP—=P|I 6 P|J.

TEOREMA. Todo fdeal I # 0 es producto de ideales primos en forma unf-

voca.

Demostraci6n: Si I es un ideal maximal de Z(v/-5] entonces I es
primo y nada hay que probar. Sea Py un fdeal maximal (luego primo)

que contiene a I . i

NOTA. Ya probamos que todo ideal primo es maximal. Ademds todo ideal
I #0 estd contenido en un ideal maximal dado que el anillo cuociente
Zlv/ =51 /1 es un anillo finito. Dejamos a cargo dei lector probar esta

afirmacién.

Sea entonces P; un ideal primo tal que I C P, . Entonces existe un
ideal I, tal que [ = Pjel; . Podenos repetir el razonamiento con
I}y obtener una factorizacién [ =P, ... P, con Py ideales pri-
mos. Se trata de ver que el proceso no puede seguir indefinidamente.

Para ello formemos el ideal I[' = Pi

ll( = (d) . Multiplicando obtenemos

o Pidi scon I-I' =(a),

PR =l
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(a)‘l(pl)-(pz) .A,(pk)-(dk) enEeZes

Dado que a posee s6lo un nimero finito de aivisores queda probado que

el proceso de factorizacién de [ en producto de ideales primos es fi-

nito y esto prueba que todo ideal # 0 es producto de ideales primos.
Veamos la unicidad. Sean Pl-P2 u Pk = 01.02 wotl)

L con Py
ideales primos. Entonces P1 2 01'“2 vee Q

i
.y debe verificarse que

01 c P‘ para algin ideal primo Q‘ . Dado que todo ideal primo # 0 es

mximal concluimos que Py =Q; . Multiplicando por Pj y cancelando
resulta

By oo Bl @) o Q? e
donde § indica que hay que omitir el fndice. Razonando ahora induc-
tivamente concluimos que k - 1 =r -1, 0sea k=r y salvo permuta-
cidn los ideales F",Q1 son los mismos.

Hemos demostrado entonces la validez de un Teorema Fundamental de la
Aritmética para Ideales. Puesto que los elementos de z(/-5] se pueden
identificar a ideales principales, esta teorfa generaliza la divisibil{-

dad ordinaria, pero tiene de bueno que agrega la factorizaci6n dnica.
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10. APENDICE.
Vamos a analizar mds cuidadosamente 1a introduccién de factores ideales
en Z[ \/-5] , disponiendo ahora del material precedente:

Vamos a caracterizar el anillo cuociente Z( f-?l/m de 2 /<5l por
el ideal generado por el elemento 3. Para ello buscamos una imagen homomor-
fica de Z( /5 conveniente. Sea A el anillo de pares ordenados

(x,y) € Zy x Ty , dotado de suma y producto como en los nimeros comple-
jos ordinarios pero con la variante siguiente: Escribimos (x +ay) en

lugar de (x,y) y se satisfacen:
X +ay = x'+ay' x=x', y=y'
(x +ay) + (x' +ay') = (x + x* +aly +y'))
(x +ay)(x' +ay') = (xx' +yy' +alx'y + xy')
Notar que a = 1 .
Entonces 1a aplicacion
z/-51 254
Xty -5—>x-ay
es un epimorfismo cuyo nicleo es precisamente el fdeal (3) . Dejamos los
detalles de verificacitn a cargo del lector. Llamando e, =2 +a ,
= - L 2 2 =
g =2 -a en A, resulta que e T, e T8, ee 0,
e+ e, = 1. Esto dd una descomposicion de A en suma directa
Zye, @ Zye, de cuerpos isomorfos a Zy.
Caleulemos ¢™'(Zye;) =5, iB=RT e
Entonces si  z=x+y -5 e/,
o(z) = X +ay € Zyey

= es anulado por e, , 0 sea

==
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0= (X+ay)(2 -a) = 2x + 2y -axX - 5
(X -7) -a(-7+2%)
0 sea 2% = y(mod 3)
Entonces 0y = (x + y /75 | 20 2 y(3))
- (x»y\/?l x 2 -y(3)}
"1+ v 3t | yee 7y
=3z + (-1+/B)z
¥ andlogamente
RN CRAVEST AN
Una verificaci6n nos muestra que

Jpdp = (B

cretamente de ideales.

El anillo Z(pl de enteros de Eisenstein.

ge enteros de Efsenstein.
Se trata del anillo obtenido adjuntando a Z una rafz cGbica primitiva
o de la unidad. 0 sea p satisface

pPtp+len,

Los elementos de Z(pl son de 1a forma a + bp con a,be Z

Este anillo no es otra cosa que el anfllo de enteros de la extensién cua -

drética Q(v/=3) . Dado que -3 % 1(md 4) Tos enteros de (/)
los nimeros de la forma

nn'—‘gC. abez

son

Y esto df otra fntroduccidn de factores ideales. En este caso se trata con-

.
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0 también

3:byE-3  gon asbi€ Z & ar=ib(rodi2)n

Dado que p= LAV Iy g2 a2boVo3 osen en Z(pl es claro que
estos anillos coinciden.

Sea z=a+bp€Z[p .El conjugado de z es Z = a+bp . Se define

la norma de _z por
N(z) = z7 = a® - ab + b?

y se verifican las propiedades de las normas
H(zlvlz) - N(zl)N(IZ)
N1 = 1.

Puesto que a® - ab + b* = (a - b)? + ab se sigue que N(z) >0 y

es =0 = z'=
Las unidades de Z([p] estdn caracterizadas por la propiedad N(z) = 1 .

Dejamos a cargo del lector verificar que hay en total 6 unidades, a saber
QUG EY G R o

Podemos ver que Z[pl es un dominio euclfdeo via la norma, como ocurre
en Z[{] . Para ello basta probar que todo t =r +sp ; r,s€Q se

puede aproximar, en norma, en menos de 1 .

si a,b€Z son tales que |r - a| 5%-. |s - b 1%— entonces

N(t - (a+bp)) = (r-a)-(r-a)(s-b)+(s=-b)?

St

“3an.
De esta manera vale un lema de aproximacién y con ello la existencia de
algoritmo de division. Concretamente Z(ol es un dominio de factorizacién

Gnica.
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Hallemos Tos primos de Eisenstein.
Sea *€ Zlo] tal que N(r) = p es un primo racional. Entonces estd claro
Que = es un primo en Z[p] (por 1a multiplicidad de 1a norma).

Sea ahora 7 € Z[pl primo. Supongamos N(r) no es primo racional, entonces

Nix) =a:b, a>1,b>1 en Z.0sea 7 = a:b . Entonces *la 6

7|b . Supongamos ¥ |a . Se tiene 7 =L en Zlol . Como 7 es primo,

2:u 6 b asociadoa 7 .

En cualquier caso se sigue que

a=b osea Nr)=a®
y a~m osea a es primo racional (y primo en Z[p]) .
Por lo tanto: « € Z[p] es primo sf y s6lo si
1) N(®) = p un primo racional, o
1) N®) = p' . p primo racional y * es asoctado a un primo racional

Que es primo en Z([p] .,

EJEMPLOS: 1) Sea A = 1 - p . Entonces

NAY = (1 -0)(1-3) m (1-p)(1-p) wluptuapel

=3

por lo tanto A es primo en Z[p].

M 7= @2 -V con M2 +VTE) = M2 -VTE) =7 por o

tanto 7 no es primo en Z(p).

i11) 11 es primo en Z[p] . En efecto, 11 = zv fmplica que 11 = N(z)

y escribiendo z = 2B =3 .
a® + 3b* = 0(mod 11)
8 ik 3. (2(3) .
o sea [TY] 1. Pero (ﬂ'} [rd (\T]

CHEITE RN P
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una contradiccién.

Hotar que el razonamiento vale para todo primo p tal que p = 2(mod 3).
En particular 2 es primo en Z[p) .

iv) i p=1(3), entonces [-pi] = 1. En efecto,

ey (B

e [ g

por lo tanto si .r € Z satisface r° + 3 = 0(p) se tiene
(r+V/=3)(r - V=3) = pra

Si p fuera primo en Z[p] entonces
pr + v oale-Ve

o sea p[3, imposible pues p = 1(3) .

Por 1o tanto p = .z 0sea pte Ntll)'N(Zz) o sea ."(11) py

H(zz) =p.0sea p= 7)) = 252, , con z; asociado a 2z, 6 a Zp .
En definitiva p = z-Z , con z primoen Z(p)

v) Kotemos la factorizacién de 3.

3= N - p) = (- )1 -p) = (1= p)(1 - p2) =
= (1 - p)lo® - p?) = p*(1 - o)(p - 1) = —p2)2
Determinemos ahora algunos anillos cuocientes de Z[p] por ideales primos
i) Zlol /(,, »donde X =1-p.Si z=a+bpeZ(p escribimos
z=a+bp=a+b-Ab ysi a+be=3k+r,con r=0,1,-1, resulta
Z =+ et con MN(r) < N()) = 3

Por lo tanto Zlol /,, =27y

11)  Sean los primos de norma 7, 2+/-3 y 2-y/3
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setiene 7= (2+/93)(2-V73) .

Com 7 21(3) , en el grupo Zj hay una rafz cibica primitiva de la uni

dad, a saber 2 y por supuesto también 4. Ambas son rafces de la ecuacién
en Zy:
Xax+1e0

Por 1o tanto hay dos morfismos Z[p] ~ 17 dados por

G5
a+bp——>a+2b

i)
u a+bpr—>a+4db .

En ambos casos se tienen epimorfismos.

Calculemos los nicleos. Hagamoslo para 4y -« Es claro que 01(2 +2)=0.
Recfprocamente si gl(a +bp) = 0 entonces a + 2b = O(mod 7) , o sea 2
b = -da(mod 7) .

Por To tanto

a+bp= a+6a-2a(2+ 2)(mod7)

o sea a+bpz -2a(3 + 20)(mod 7)

de lo cual se sigue que a + by pertenece al ideal generado por 3 + 2p ,
con 1o que concluimos que Nu(@x) = (3 + 2 .
Anslogamente Nu(4,) = (3 - 20) .

Notar que 7 = (3 + 2p)(3 - 2p) . Se puede ver que

(3+20) N(3-20) =D .

111) Sea = un primo cuya norma N(x) = p*. Entonces p = 2(mod 3) , lo
cual implica que en u; no hay rafces cibicas primitivas de la unidad.
Imitando los complejos extendemos up al anillo de pares ordenados

a+ba, a,be lp con las operaciones ordinarias de los complejos pero

(T
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—
—
con 1a relacién
8
e +at 10 .
1
Es claro que obtenemos un cuerpo que denotaremos por K . Definimos ahora
T
(]
Z(pl = K
il
por a+bp—+at+ba. i
.
Dado que = es asociado con p , ¢(r) = 0 . Ahora ¢(a + bp) = + ba =0
implica I
az bz 0(mod p) 9,
o
por To tanto a + bp es miltiplo de = y esto muestra que HNu(¢) = (7) .
En este caso E[pl/(” tiene p? elementos. 3

El ejemplo considerado en i1) se extiende a todos los primos p = 1(mod 3) ,
de manera que hemos cubierto en general la determinaci6n de los cuocientes
de Z[pl por ideales primos.

E1 anillo de enteros de Q( v/ -2)

Se trata del anillo Z(V/-2] = {a +by/-2 |a,be Z} .

Dejamos como ejercicio probar que

1. Z(/-2) es un dominfo euclfdeo y por 1o tanto un DFU.
2. Los prims de Z[y/-2] son de la siguiente forma:
1. los ndmeros <p , con p primo racional, p =5 6 p = 7(mod 8)
% respectivamente.
1. Tos enteros x + y+/-2 cuyas normas son primos racionales p = 1
8 p = 3(mod B) respectivamente
L 7

[Sugerencia: Usar las leyes de reciprocidad cuadrdtica suplementarias

[ - e @ - (-nﬁ’__l

s p primo imparl

3. Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacidn y* + 2 = x’ .

(T L
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DIAGRAMAS TOMADOS DE R. GUY : Unsolved Problems in Number
Theory (Springer).
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