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TEORIA ELEMENTAL DE HUMEROS 

ASPECTOS GEN ERALES DE LA OIVJS IBIUOAD 

l. PRELIMIMARES . 

En e l est udi<! de la Arftnu! t fca elemental, pode!llOS observar que la nocfdn 

de ~enel an l ll ode los enteros'll. tiene un ro l prota9dn f coen 

el desarro ll o de la Teor fa de fülmeros. Una de las Ideas mis fec undas en la 

hhtor fa de l desarrollo de la Arf tmi!t1ca ha s ido extender la d1vfs fbl1 1dad a 

d0111f nfosn~rfcos , o seaaamp l f aclonesde 'l1.. . Se justff1caa nt.oncesenca rar 

la ~hhibilidad en un conte:ii:to general. En este capf tu lo haremos precisamen­

te un t ratamiento general. l uego de consfder acfones b6s1cas haremos dhfsfb f ­

lldad en el anOlo de enteros de Gauss donde la t eorfa es tan sathfactorh 

COll'O en 'l1.. En cambio en el anill o numérico i'lh/":SJ, nos encontramos con 

un obsUicu\o: fallal a fact.orf zacfdnúnicaenproductodee lernen tosirreduc­

tf bles. l Por qué fa ll a? La respuesta la df6 K!Jmler a mediados del sfqlo pasa­

do: "faltan factores~ . .. Su remed io fué precisamente def i ni r fac t ores fdea­

.!!! para recomponer la factori zac 16n úntca. Dedekfnd df6 el toque f inal:~ 

fa ctores Ideales son los Idea les. HaY que hacer en tonces di vfstbllldad de 

ideales, que afortunadamente extiende 'ia div fsf b.lll dad a nive l de el ementos . 

Esto es, reconqulstar el pa rafsoperd1 do:: .. 

Todas las noci ones bhfcas de dlv h lbf ltdad son dlfdas en el contexto 9ene -

ral de un dominio de 1n te9r ldad . SI con A deno tamos un domfo lo de 1nte9rf -

dad (o sea: A es un anillo conm..itatlvo, con elemen to neutro l ~ O y posee 
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la ley cancelativa: a·c "' a•b en A , a I O '" e • b) dados a y b en 

A, a I O decimos que ·~~ si existe c en A ta l que 

b " a·c . Escribimos a( b . En caso que a no divida a b escribimos a,.(b . 

Si a divide a b decimos que: a es un factor de b 6 que b es un ~1-

tiplo de a óque a es un divisor de b ,etc. Es claro que, co100en "ll. 

(el an1llodelosenterosracionales)sonválldas laspropi l!dades: 

a;o , ala 

li. a I O , b I O , alb y ble - ale . 

Adoptaremos, por razones de s implicidad, el criterio que, cuando escribilll)S 

alb sesobreentiende ·que a;O. 

Para desarroll ar la teorfa de divisibilidad en A necesitamos definir los 

siguientes conceptos primarios. 

l. l. u e A se denomina unidad s.i es inversible en A , es decir, existe 

u ' e A tal que u•u' • l . Por ejemplo les unidad. la totalidad de 

uni dades de A Ja denotamos con U(A) os1rnplemente U. 

I.2. a EA, a/O, aí/<U se dice irreductible en A si a=b•c en 

A .. be U 6 b • u•a con u e U • 

' 
l.J.aEA,a/O ,aí/<Usedice~enAsialb· c .. albó 

ale. 

1.4. a y b en A se dicen asociados si existe u e U tal que a .. u·b . 

Escribirnos a - b. 

Esclaroque unelementoes trreductiblesi sus div i sores son unidades 

o asociados. 

1.5. Ejercicios: 

l. Probar que h totalidad U(A ) de unidades de A es un grupo, el 

grupo de unidades de A. Problema: detenn1nar\aestructuradel 

grupo de unida des de los anillos A• "ll.0 deres tos~dulo n. 

2. Probar que a ,b son asociados s f y sólo ~ 1 a lb y bl a . 

( 
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3. Probar que, en general, todo elemento prtmo es irreductible. 

4. Probar que en el anillo zz, todo elemento 1rreducttble es prflllO. 

1.6. OEFINICI OM. Un dom1nto de tnteqrfdad A se dtce de factorfzac16n ~ 

{DfU) sf para todo elemento a E A tal que: a• U(A) , a; O existen 

elementos Irreductibles q1, ... , qr tales que a • n~ q1 . Ademh sf 

pl' ..•• . p5 son elementos Irreductibles de A tales que a • n~ pJ 

entonces se verlffca que r • s y exhte una pel'ftltac16n f de 

(1,2, ... , r} tal que q1 es asociado de Pt(f) . Esta últ11111 parte 

se e:i1presa dfc1endo que la factor1zac16n es única. 

OeJU'IOs a carqo del lector demostrar: 

1. SI A. es un OFU entonces todo elemento· Irreductible es primo. Por lo 

tantoani>osconceptoscotnc1den. 

11. Un d0111ln1o A es DFU sf y s61o sf todo 1lemento ; O y que no as unf· 

dad es produc: to de e lenentos primos. 

1.7. Elemplos: 

l. Dornfn1osdefactor1zac16nún1ca . 

1) 2'l,elan111odeenterosractonales. 

11) Kl XI , el anillo de polinomios en X con coef1c1entes eñ un· 

cuerpo K. 

111) 2Z{ X] , el anillo de polinomios en X con coef1c1entes enteros 

lv) S1 A es un OFU entonces P{XJ es un OFU. 

v) 22:{1) •(a+ b·ll&,b E Z, P • 1} •anillo de enteros de Gauss 

es un OFU COllG se demostrar! rnb adelante. 

v1) Sea p primo racional positivo y sea A e Q la tota11dad de 

nr.oeros racionales que admiten una representac16n del tipo 

~, (m,n) • l , Ptn . 
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Esfkilverque A esunsubanillode Q Las unidades de es-

teanillolaconstituyenlatc:ltalidaddefracciones irreductibles 

~ con (m,p) " 1 , o sea con numerador y denominador no d1visi­

ble por p. Entonces s1 ; es unidad en A, ~e A. Todo el! 

mento de A se expresa uofvocamen-te en la forma 

p0 .; con a e V..~ a ~O , (m,n) ~ l y Mm·n . 

(Estaafirmac16nesconsecuenciadeser 'l1. unOFU,i.No?) 

El número p es primo en A y es, salvo asociados, el único 

prifll) de este an-illo. Este ejemplo se 9eneral1za inmediatamente 

perm1tiendo que en lugar de p se admita una fami11a finita o 

infln1tadeprimos.Osea, si P esunafamillanovacfade 

primos, se define A por la totalidad de racionales que admiten 

una representación irreductible; con n ~dh.isiblepor 

ningún pr1JOO de la familia P . 

2. OO!Qiniosslnfactor1zaci6n 'única. 

i) Sea A~ 71.¡_;:5¡ , el (sub)m1illo de números complejos de la 

fonna a + b· .¡:s con '~ y b enteros y rs denotando un 

número complejo fijo cuyo cuadrado es -5. 

Enestean111otodoelemento '/O yquenoesunidadesproduc-

todeeleme11tos irreductibles, pero11oenformaunfvoca. Sin 

justificación un tal ejemplo es 

9 .. 3·3 ~ (2 + J:5J·(2 - J:S¡ . 

Los elementos J , 2 + J:'5 y 2 - J"=5 son Irreductibles pe­

ro no son primos. Esfticil verqueJnodlvidenla 2+,Í-:S 

ni a 2-J-:s aunquedlvideal producto. 

lil Sea A • ?l.[-.f-'31 • {a+·b·J:J!a y b enteros}. Se puede 

verif icar sin d1ficult<1d que este anillo no es un OFU. Por ejem-

plo el elemento 3 es Irreductible pero no primo. 

( 
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111) Sea A e C{ X] e l sul>anillo formado por todos los po linomios 

que carecen de término en X . O sea A consiste de todos los 

polinomios de la fonna 

En este anillo los elementos X2 y X1 son t rreduct1bles 

(pues falta el factor X) Ademh no sori asociados dado que 

las unidades de A son los polinomios constantes no nulos. Por 

lo tanto 

son dos factorizaciones esendalmente distintas del polinomio 

X1 • Por lo tanto A noesOFU. 

lv) El elemDlo de Hflbert. 

Este ejemplo sirve para ! l11111nar el fen6meno de la falta de f ac ­

torfzación única. Setratadeconsiderarunconjuntodotadode 

un producto por e l cual todo elemento del mismo es irreductible 

o producto de irreductible, pero no en fonna única. Sea A ·,¡ 

conjunto de todos los enteros positivos con9ruentes a l módulo 4: 

A• l,5,9,lJ,17,Zl,25,29,JJ , J7,41,45,49, . 

Consideremos en A el producto de enteros. Es claro que A es 

cerradorespectodeesteproducto. Se tienen algunas factor izn-

ciones: 25 • 5,5 , 45 • 5·!1 , ... los númer-os · S,!l,lJ,17,21, 

29, . son irreductibles. Por ejemplo 9 es i rreductible 

~pues nos fa 1 ta 3" . 

Si tomaroos dos nlÍlleros primos de la fonna 4m + J vemos f.k1 1-

mente que su producto esU en A . Por ejemplo 3. 7 • 21 e A . 

por lb tanto 

441 • 21 ·21 • 3~. 71 • 9.49 . 

PAC.67 
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Losnümeros9,2l,49sonirreductibles~.por l otantola 

factorizaciónúnicadejadevaler. 

Si pensamos en los pr imos.de la forma 4m + J como factores idea­

~. entonces la factorización iinica podrfa recomponer-

se, peroclaro~anive l deelernentos~. 

1. 8 . Prooi edad Fundamenta l . 

Sea A un dominto de factor i zación ünica. Como en iZ. es posible definir 

m.!i ximo ccrniin di visor de dos (o más elementos) -de A . Oados a,b ;. O , 

un elemen t o de ·A se denomina mbimo común divisor de a y b si 

ver i f ica l as condiciones : 

i i ) Si cla y c lb entp nces cid . 

. Es claro qu e sf d es rnhimo comiin divisor de a y b tamb ién lo es 

u•d con u unidad en A También se verifica que dos máxino corniin di -

visores de a y ,b son asociados. Por lo tanto el mbi lll) común divisor , 

s i exis te , est<l un.{vocamente determi nado, salvo unidades. Siendo A un 

OFU, se puede demostrar imitando h demostración hecha en iZ., que exis­

~ el m.í xilll) común d1v1sor de ª' y b Lo denotamos por abuso de nota -

ción con (a, b) pero deberá quedar claro que (a,b) esd determi nado 

sa lvo asociados. St a • b ~ O definimos (a,b) • O Si el ún i co .!!i.:!..!.-

sor común a a y b es una unidad decimos que a y b son coori mos y 

escr ibimos (a,b) • l 

La propiedád fundamenta l que i nteresa en probl emas de divi sibi li dad y 

qu e es v<l li da en todo OFU es la siguiente: Sean a, b ,c en A , n EN . 

Entonces 

Lademostraciónes una consec uencia trivi al de la fac tor ización ún ica 

en producto de pr imos . 

( 
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1.9. Laecuac16nP1tagórfca x1 +y1 •z1 . 

A 111A11era de apl1cac16n traba j ando en A • U.. resolvamos un problema d1o­

fi!nt1no clásico. A saber, detemlnaremos todas lasso\uc1onesenterasde 

la ecuación pitagórica x2 • y2 " z1 • Es suficiente limitarse a deter111 -

nar las soluciones prim1t1vas, es decir , tales que x,y,z son pos·ltlvos 

y coprimos. Sea entonces x,y,z una solucHln primitiva a nuestra ecua -

c16n. Una primera observac16n d·1<:e que x e y no pueden ser ambos nü­

meros impares. Basta ana11zar restos módulo 4 y los detalles quedan co­

mo ejer.cfcio. Supongamas entonces que x es par y por lo tanto y es 

1mpar, Obviamente z es 1111par. Se sigue de la ecuacf6n que 

x1 a zl - y1 ~ {z - y)( z + y) 

y también segiln lo que acaba110s de deci r 

Es Hcil ver que 

son coprimos, (•En ef.ecto, st p divide a ambos números qi~1de a la su-

ma, o sea z y a la resta, o sea y , por lo tanto a x , entonces 

p • !:l). 

Por la propiedad fundamenta l de un DFU se s19ue que ambos nilmeros son, 

salvo unidades, cuadrados. Pero s i endo pos1 ti vos las un1dades deben ser 

19ualesal,oseaflnalriente 

Y·al 

Por lo tanto 

l,.,,,,, yub2-a2 

x•2ab 
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Siendo x,y,z una so luci6n prim1tlva, a y b son coprimos y tienen 

dist inta paridad y podemos considerarlos nümeros positivos. Recíproca -

mente , dando a a y b valores enter.os posi tivos, coprimos y de d1s -

tinta paridad obtenemos soluc1ones primitivas. Esta es pues la solucl6n 

CQ'l1pleta de nuestro prob lema dlofantino. 

Esta so luc l6n ya aparece en el libro Elementos de Euclides . Veall'(Js una 

lista de soluciones primitivas de la ecuac16n x1 +y? = z1 . 

b 1' 
16 63 65 

12 13 48 55 73 

8 15 17 80 39 89 

20 21 29 36 n 85 

40 41 72 65 " 12 35 37 144 17 130 

60 ll 65 lO 20 99 101 

2B 45 53 lO 60 91 109 

56 33 65 10 140 51 149 

84 13 05 10 180 19 181 

Util izando la resoluc16n de la ecuac16n X1 + Y1 ~ Z1 ll'(JStrarnos que 

1.:isecuac1ones x"+ y",.z1 y X"+v''mZ" ,noposeensoluclones 

enteras positivas. Este ejemplo fue resue'lto originalmente por Fennat 

ut1 l izando su "método del descenso " . Notemos que ser~ suf iciente proba1• 

la lrresolubil idad de x" t y• ~ Z1 • S1.1pon9amos entonces la existenc ia 

de una soluci6n x,y , z E i-1 con z mfnimo (entre todas las soluciones). 

El método del descenso consiste en probar que existe 2.!!:!S01ud6n: 

• x' ,y ' ,z' E JI con z' < z . Esto es contradictorio y prueba que no exi s­

ten soluciones . Entonces de x• t y" ~ z" podemos 1nfer1 r la existencia 

de a, b E 11 ta l es que {suponiendo sin pl!rdlda de generalidad que x 

esp.:ir) 

x1 • 2ab (a,b) • l 

a y b de d1st1 ntapartdad, 

z 1 ~ b, + a1 , supongamos a par . 
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Entonces (~ 1 
• rb y como [t.bl • l exis ten r,s E tf tales que 

I ~ r 1 y b • s1 • De la ecuac16n b1 • a 2 + y: tnferlms la existen­

c1a de 1,j e fl tales que 

a • 21j 

b•j1+f2 

r 2 • ! • t•J . Por lo tanto 1 • t 1 y j • u1 , t,u e Jrl , fi-

nalmente s2 • b • j 1 + t• • t• + u• con lo que: t,u, s es otra sol u -

ct6nde laecuacfón x" +y'.z1 . 

Pero notemos que: s ~ s• • b1 < z~ y es to es lo que deseaba.mas obtener. 

Otra consecuencia tnteresantede la resolucfóndelaecuact 6np1tagórl ­

ca ll.1 + Y1 • Z2 es la noexhtencta de t rUngulos pitagóricos cuyas 

&reassean~.Esdec1rnoex1sten trUngulos rectJngulosdeca­

tetos e hipotenusas de longitudes enteras cuyas fr~as sean cuadrados. 

Okho en otros términoS dado un t riangulo p1tag6r1co, no ex1ste un cua­

drado de lado entero que tenga la mlsllll &rea. 

Sean entonces a,b,c enteros positivos tales que sean coprimos y sat1s­

fagan 1 1 • b1 • e1 , be • 21111 , m.e ~ , Entonen podemos escribir 

a • x1 • y1 , b • 2'1.y , e • ll1 - y1 , O < y< .. 

(x,y)• l. 

Se t1ene adem&s 

xy(xz _ 11¡ • mz 

y por l o tanto 

PAG. 71 

X. x1 • y. Y1 • x1 - y1 • Z1 • o < y < X ' (X.Y) • 1 • 

Obtenemos laeeuael6n 
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yser.fi:uestlóndeprobarla trresolub11idaddeestaecuac16nenenteros 

pos1t1vos. Supongamos entonces una solución X,Y,Z con X mfn imo. Pues­

to que x• • y•+ Z2 es claro que X debe ser Impar. Podemos escribir: 

\

X2 • 12 + j 2 , y2 " t 2 - j 2 , z • 21j , si Y es tmpar 

X2 • t 2 +j 2 , y',.21j ,sl Y es par 

O<j <1, (1,j) .. l 

Sea Y tmpar. Entonces, X2Y2 
• t" - j' , es una soluc16n de la ecuación 

(1) con O < 1 < X . Una contradicción. Sea Y par. Supongamos SPG que 

1 es par; . j Impar. Entonces como Y• 2p , se tiene 2p2 • 2·Í-j y 

por lo tanto 1 • 2r 2 , j • s• , (r,s) • 1 . O sea X2 ~ 4r ' + s ' , 

Y2 • 4r 2s 2 o también Y • 2rs . Sean u,v e Ji tales que X • u2 + v2 , 

2r 2 • 2uv , s 2 •U2 -v1 • Entonces u=t2 , v•h 2 conloi:¡ue 

s 2 •t"-h'. Pero t•x 2 <X ,unacontrad1cc16n.Enconclusi6n(l) 

noposeesolucionesX , Y,Z en JI. 

l. 10.~.An111odepo11nomiosquesonOFU. 

Probar!l!l;lS ahora que si R es un dominio de factorizacidn ünlca enton-

ces el anill o de polinomios R(XJ con coeficientes en R también es un 

d1;J11in lodefactortzac16nún1ca. Paraprobaresteresultadointroduci re-

11Xlslanoc16ndepo11nomioprimit1vo. 

Supondremos en el resto de esta secddn que R es un OFU. 

DEFIH! CJON. U11 polinomio f • 1: a 1x1 e R( XI se d1ce pr imiti vo si el 

in.ixiiro camin divisor de a1, ...• a11 es l. 

LOO. Sl f e R( XI , entonces f • c·f ' , con f' e R( X) pr imiti vo y 

ce R , y esta descornposici611 es ú11 l ca a menos de elementos inver s ibles. 

Esto es, s 1 f • c•f' • c1·fl , con c,c1 e R , f, f i primitivos , en­

tonces c - c1 , f' - fl . 

Oel!lostrac1ón: S1 f • 1 ~ 1 a 1x1 y c • MCD(a 1, .. . , an) entonce s 

( 
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f•c•f' ,con f' •tb1X1 ,donde ªt •c•bt. El polinomio f' es 

pr1mlt1vo, l o que prueba la existencia de la desc01npOs1ci6n. la demos -

tracf0n delaunfc1dadquedaacargodel lector. 

Sea f • 1 ~0 a1x1 , g • 1~0 b1X1 en R(XJ • Entonces f·g • :~ c1x1 

con c 1 • j+!.1 aj bk. Sea pe R, primo. Supongan;is que p~f y 

pf g . Entonces eit1sten fndices 10 ,J0 , O~ 10 ~ n , O~ j 0 ~ m , mf­

nimos con la propiedad: pf a10 , p.fbj0 . Por lo tan to p f a 10bj • Se 

s igue entonces que pfc10+jo • ... + a10bj
0 

+ •• • Por' lo Unto p_}f·g 

y hemos probado: 

LEl'A. Sf p es un pr1roo de R entonces p es un primo de 1( XI 

LEMA DE GAUSS. Sean f,g e~ XI , Entonces el producto f•g es prfmltf­

vo sr y sólo si f y g son primitivos. 

~: '"')Slfnoesprfm1t1voypesunpr11110 de Rque 

dfvfdealoscoef1c1entesde f,entonces p d1Yfdealoscoef1cfen­

tes de f.g , luego f •g no es primitivo . 

... ¡ Supongamos que f,g no es primitivo y sea p un primo de R que 

d1vide a f . g • Por Lema sabemos que p es primo en R( X) , lu1!90 

p 1 f O p ¡ g , de donde f no es primitivo o g no es primitivo . 

LOO.. Sea f un polinomio irreducti ble en R( X] de grado > O . Enton-

ces f es prfmftivo e irreductible en lq X] 

~: Sabemos que f • C·f' , con ce R y f' pr imitivo . C:o ­

lllO f es irreduct1bl e entonces c es inversible , lu1!90 f es primf -

tivo. 

Supongamos ahora que f • g.h , con g y he iq X] polinomios de gra­

do> O , y sean a1,a2 e R\ {0) tales que a1•h,a 2·g e R( X} • Entonces 

a1. a2.f • (a 1h) ·( a2g) • h1g1 , con h1g1 e RI X) • Escribimos h1 • 

• b1·h' , gl • b2·g' , con b1 , b2 e R y h' ,g' po11nomlos pr im1t1vos. 

Entonces a1.a2.f • b1·b2°h' 0 g ' , donde f y h'·g ' son pr1m1tlvos. 

PAG. 73 
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Por lo tanto f - h ' •g' en Rl X} , lo que contrad1ce la 1rreduct1b111-

dad de f en RIXI. Esto prueba que fes irreductible en l<IX) 

LO'A. Todo polinomi o irreductible fe R1 Xl es prhro. 

Demostrac16n: Sea fe RlX) un polinomio 1rreduct1ble . 

St f u de grado cero, entonces fe R es un elell'ento irreductible 

de R , por ser 1rreduct1ble en Rl X1 . Como R es un DFU entonces f 

esprlroen R,yherosprobadoentonces que fes pri mo en RlXI 

Sea f de grado positivo y sean g,h e R(XJ tales que f 1 g h . Pues­

to que f estrreducttbleen KlXI set1ene que f l g 6 f]h en 

l<l XJ . Supongamos f 1 g , o sea g • f•t en l<l XI 

Sean a,a' e R\ {0) tales que ate RlXI y at • a't' con t' e RCXI 

t ' pri11it1vo. Se tiene 

ag•a'{f•t') 

f•t' pr1m1t1vo. Escr1b1endo g • a"g' , a• e R y g' primitivo 

se s1que que aa• - a' , por lo tanto f l g' y tant>ién f 1 g como 

querfl111:1sprobar. 

Podemosahoraproblrelresu l tadobuscado. 

l.W. PROPOSICICJI, S1 Res un DFUentonces R(XJ es unDFU . 

~:SeafER!XJ.Entoncesf •t •f ' , con ceRyf' 

prl• itho. c se escr ibe como pr'o<iucto de elementos pri..os de R , y 

htos son pr imos en RlXl . Por otro lado, si f' no es i r reductible 

entonen se puede escribir f' •f1· f 2 ,con f t deg rado menor que 

el grado de f' , 1 • 1,2 . Por el Lema de Gau ss sabemos que f 1 y 

t 2 son pr imitivos . Se prueba en t onces por l nducc16n que todo polinomio 

fe Rl. XJ es produc to de polinomi os i rreduc t ibles. Por el Lema ant er ior 

sabe!nos adem.\ s quetodoirreduct1blees pr1mo, dedonde R es un DFU . 

COROLAAtO. Si K es un cuerpo ent onces e l anillo de polinomios 

l<IX 1, ... , Xn] enlasindetenninadas x1, ... , Xn ,esunOFU. 
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Denostrac16n: K[ x.1¡ es un OfU. Adem6s kl. x.1, . .. • X.nl .. 

•!:IX1, ... • xn_ 1l!Xnl s1 n > l . 

1. 11. ~. Anillosnuméricos. 

PA.G . 7 5 

Una f amil ia importante de dominios de i nte9r1dad 'f a h vez de relevan­

cia histórica la cons t i tuyen los ani llos de enteros algebraicos . Ser4 

necesar1o daralgunas def 1n1 clones. 

Un níanero compl ejo a se di ce algebraico (sobN! Q'. l_ si eidste un po­

l inomi o no nulo f (X) e ~ XJ (coefi ci entes racionales ) tal que 

f (a) • O • Por ejempl o todo re Q es a lgebraico: satisface la ecua -

ciónraciomi.1 X - r• O. El número i r r acional v2 es al gebra ico : 

sa tisface la ecuecHin X2 - 2 •O . 

Encanti1olosnümeros reale s e , ll', 2/'T no son algebraicos . Los núme­

ros compl ejos que no son algebraicos se denomi nan trascendentes. Sea 

1( un cuerpo contenido en C , o mejor dicho un subcuer po de C . Es 

c laro que K cont1eneal cuerpo raciana l . Se dice entonces que K es 

una extens ión de O. Se dice que K es · uria extens1ón al gebra l cade 

Q si t odo elemento de K esalgebraico(sobr e Q). Puesto que K es 

un espaci o vect or ial sobre Q , se denomina grado de K a la dimensión 

de K como espac1 o vector ia l sobre Q • Si esa dimens ión e s f inita se 

dice que K es unaextensi6n f ini tao de grado f i nito. El s igui ente 

procedimiento da las e xtensiones fini tas de Q • Sea f( X) un pollno. 

roioen CXXI, irreductibl e degrado r. Sea o. una ra í z complej a de 

f (X) . Entonces l a totalidad de nfneros compl ejos de la form11 

con a i en Q , 

e s un cuerpo , que denotamos con Q(o. ) , de grado r sobre Q • 

Otro concepto Importante es e l de entero al2ebralco. Un número c001pleJo 

a se dice entero al gebra i co , si exi s t e un pol inomio f ( X) e ZZ\ X) , de 

grado positivo , con coeficientes enteros y MOtUCO tal que f( a) •O . 

Los enteros algebraicos son nllneros a lgebraicos pero no necesar 1a~ente 
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a la inversa . 

Dada una V.tensión a l9ebralca K de Q , h totalidad de elementos de 

K que son en teros a l gebraicos cons tituyen un AN ILLO (no un cuerpc ) S 

quese den0111lnael 1nl llodeenteros(al9ebr alcos)de K. L1f1loso-

f h de la Teorh Al gebraica de NCrneros es que K y S j u!9an e l pa -

pe l de Q y Z , respecti vamente. Confonnan el dla9rama 

9enerallza Q y S 9enerallza Z .Setrataentonces de hacer 

d1vh1b1\ldad en S y que la ar l tml!t lca de S ayude a entender y a 

desarrollar l a a rltlllétlca rac1 onal (en Z) • Por ejemplo, la fillllOSa 

canJeturadeFennat( s1 n > Z ~ uisten enteros pos1t1vos x,y , 2 

tlhs que x"• y" • 2" ) ha si do estudiada trabaj ando no en '11. s ino 

en el cuerpo clclot&nlco Q(f;) , con t una ra fl n-slgma primi t iva de 

h unidad. Los enteros al9ebra lcos de este anillo son l a totaHdad de 

u.pres iones pol1n11111hles en t con coeficiente s enteros. 

t4enc 1onesrios uplfc1t.amente una familh importante de ejemplos, a saber 

lu utens1ones cuadrHicas . Son .las asociadas a los polinomios 

lt -d , con d entero 11bre de cuadrados. Se tiene 

Q(,/'d) • ( r + s../dl r , se Q) . 

Se• d E 1l , d f O no divisible por ningün cuadrado > l • Por ejem­

plo -6, -S , -3 , -2, - 1, 2, 3, 5, 6, ... Sea Q(Jd) :• {1 + b.../dl 

a ,b e: Q) • otJdl es un cuerpo , el cuerpo cu1drhlco de 11 ec~c16n 

11 - d • O. 

El tnillo dt tnttros de Q(Jdl es 
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za./dl : • {a;. h/d 1 a,b e?Z:) si d : Z 6 3(.00 it ) 

:IZ[~:· l a+b ·~la,be:?Z} s1d :1(110d4) 

Prol>emosestaaf1nnac16n.Parae11oobserveioosquetodoe l ei.nto 

r + s ../de Q(...,.'Q) es rafz del polln01111o 

(l) (X - (r + s,/d)j.{X - (r - sJd)) • X2 - ZrX ;. r 2 - ds 1 e Q(XI 

S1 r + s ./d !! Q , entonces tl ?Qlfncrn1o (l) es irreducti ble. Por lo 

tanto r + s ./'d es entero sf y sólo sf: 

(2) Zr E 'll. r 1 - ds 1 e 2Z. 

De estas dos proposfc1ones deduciremos la affnrecfón. 

De(Z) sesfgueque 

r • ! con a e 1L (2r )1 - d(2s) 2 e 411.. 

Por lo tanto d(Zs) 2 e 1Z. Puesto que d es l1brt de cuadrados se si­

gue de la factorlzac16n única en 'll. que Zs e 1Z, o sea· s • ~. 

Por lo tanto resulta 

(3 ) al : db 2 (mod 4) , 

Razonemos ahora con restos mddulo 4 usando la s1gu1ente lnfonnac16n 

x :0 1 2 3 

xl :O l O l 
(mod 4) . 

Su d : l (riod 4) . Se sigue de (3) y de la tabla de restos mod 4 que 

a : b(mod Z) 

es decir , • y b tienen h. misma paridad. Esto pl"tleba que e11 este 

' uo los enteros de Q(/d¡ son .de la forma 

PAG. 77 
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~-Y·~a+b) 

es deci r, combinación lineal entera de 1 y ~ 

Sea d : 2,J(rod 4) . Entonces (3) se ver i fica s{ y sólo si a : b : O(mod 2) 

u deci r a 1 b son enteros pares. En estos dos casos los enteros 

alo;~ralcos de Q(,/d) son de la fonna 

x ~y ,/d , a e y en "ll. 

La aflmación queda completamente demostrada . 

l. 1 2.~. 

FljflllOs las Idea s de analizar problemas dlofant1nos en un .\mb1to mis 

o; rande que el ordi nario de . "ll, estud h1ndo las soluci ones enteras de 

h ta11clón X1 • JY 1 
• 1. Geomhrlcamente se trata de hall ar ti:idos 

lospunti:is (x,y) de R1 decoordenadasenteraspertenec ientesala 

h1P4rtlola 111 · Jy1 •1. Aritm6t1camente se trata de hallar todas hs 

buu 1 de n..- rac1 6n tales que el minero 301 {escrito en base y) sea 

un cu.adrado. 

En luo;ar de resolver e l prGb leira en "ll lo resolveremos t r abajando en 

A • ll!Jli • (1 • b-/3 / a, b e lZJ que es el antll o de enteros del cuer· 

po cu•dr.lt1co Q(,/1) . Se t iene . l • a1 • Jy1 • (a • j).y) . 

(J. • ./1·1) 1 el problema se t ransfo rma ahora en h detemiinac16n de 

los e lementos z e A • 7l[,/JI que son unidades (o sea z· t' • l , pa.· 

n alo;Un z' en A). Por ejemplo uno observa que el el emento 2 · Ji 
u unld1d: (2 "J11·(2 • J3l • 1 • 21 • 3·1 1 • Luego (2 , \) es una 

soluc1Gna nuutro problema. 

Ptl"O si u e A u unidad tambU:n lo son todas las potencfu ut , 1 

rwtunl y a\in •h : u1 , t ente ro. de manera que el problema tiene 

lnf1nttu 'oluclonu. ?orejemolo 

(2 • Jl¡' • 7 • 4../3 d& li sol ución a • 7 , 1 • • 
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(2 + /'3) 1 
• 26 + 15 .jJ d& l a solución x • 26 , y• IS . 

La teoda de unidades en cuerpos numéricos nos dice oue (todas) las 

unidades de 11.(.,/J[ son precisamente de la fonna :{2 • JJ¡1 , 1 

entero, de Jl\ilnera que e l problema queda completamente resuelto. Corro 

lecció11deesteejemplopoderrosderivarlalmpor tanciadeconocer el 

grupo U(A) de unidades de un dominio, por ejenplo , de nüeieros al9e -

braicos . 

1.13. Dlgres16n2eneral, 

Digamos que la lll!IMda Teod a Algebraica de Hi:ineros t1ene por objeto 

estudiar la d1vis1b1lldal.I en dominios n""'hicos tales como el anillo 

deenterosalgebraicos deunaextenslónalgebraicaflnitade Q.Le 

inter esa saber por e jemplo s1 tal dominio es un OFU y en el caso de no 

serlosepreguntaencu&nto sea lejadeunDFU. El llamadoniinerode 

~m1deestad1vergenc1a . Loscuerposconnúmertisdeclasesigua \ 

a 1 son los DFU. Un probl ema concreto cpe ya aparece en Oisquls1tiones 

Ar itmiet1cae , obra cumbre de C. F. Gauss conjetura que para cuer pos cua­

drh1cos Q(jd) con d< O· , l os ünico •s cuyos anillos de enterosa1-

gebra1cos, que son DFU ocurren parad• 3,-2,-l, -7, -ll,-l!:: ,-43 ,-67 , -163 

y para n1ngún otro d < - 163 . En 1922 se demostró que habfo a lo sumo 

10 cuer pos cuadrh1cos Imaginarios (o sea d <O) de factor1z.ac16n 

ün1ca. En 1966-67 Baker y S'tar k probaron que no exlsth . un dEcimo cuer­

po imaginario con hctor izac16n ün1ca, concluyendo h solución de esta 

conjeturadeGauss. 

2. ANILLO OE ENTEROS DE GAUSS. 

2.1. DEF! NICION. A • 7ll 1] :• (a + b•1 1 a,b e. JZ ) • anil lo de enteros de Gauss. 

Es f&cll ver que A es un domlolo de 1ntqrldad. Es nuestro interés ha­

cer d1vh1billdad en A a la manera de H.. Para evi tar confusiones, i 

los el""entos de H. los calificaremos de rac ionales, tales como enteros 

racionales, primos raciona les. En cantito hablareinos de pr imos de Gauss 
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reflr1tndonos a los ell!lllf!ntos ·de 2Z( 11 que son pr1t0s. 

Z.2. DEFIH ICIOtl. Su Q(1) :• le totelldad de nÜllleroS ccmplejos de h fo,... 

a + b·1 con .t.,b E Q . 

Z. J. EJerctcto. Problr qu1 Q(I) ·es un cuerpo (o sea , todotl..entononulo 

es lnvers tblt en Q(1)) . Probar que Q(1) es CIMll°pCI de cuocl.,,te d• 

Jl IJ (es dec1 r, todo elemento z: E Q(t) se- escribe CI*! C\IOC1~te di 

Un.t. f1S1c l6n d1 Jul!';l• un papel fundunlnUl Mi el Htlldlo di este t1po de 

an11 loses la!!2,!!!. 

Z. 4. OEFINICIOll. La fun c1dn H : Q(t) ... Q def1n1da por H(z) • a1 + b1 , s1 

z • • + b• l , H de nat11 lna Nol'llll de h Htlfls1dn Q(1 ) o s1-ci1.-nte 

2. 5. OE.FIHI CIClt. S! l •• + bd E Q(1) denota.os con el ~ro cmipl•-

2. 6. 

Z.7. 

jo 1-b·1 yl ol111N1110s1lconj 1.191dode 

PROPOSICIOM. Sean z:,zl.z2 " Q(I) . 

1) N(z) •z·i •N(i ). 

ll) H(z) •O sfysdlos1 ,., 
111) I I O - H(z) > O 

I•) Z E l¡t] - N(z) E ZZ 

•I N( 1¡•12) •H( 11). H(12) 

•IJ "" ll'l2 " 2111 . Entonen 11 112 en Zf11 11111P llC1 

Ntz1JI N(z2) " ~ . 

~: QuedacOl!'Oejerc1c1o . 

PROPOS IC IOH . U(l.( 11) • 11, -1 ,1,-l). 

D.:Jstr.i.c!6n: En efecto , z • z: 1.z2 - H(t ) • H(z: 1) .ff(z 2) • Por lo Unto 

:¡·tz . 1 Jf y Jdlo s1 H(Z¡)· H( t 2l . H(l ) . 1 . o SH, tQuh•lt. n-
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solver la ecuac1ón (1 1 •b1)-(c1 •d1) • l, tsdecir a=• b1 • l y 

c1 •d1 •1. Es c laro que las Unlcas soluclonH!!!.!!r!!,son a• •l, - 1 

y b•O 6 a•O y b •+l,·l. 

Endef1nlt1v1las11n1dadesde 1ll11 son 1.-1,1 , - 1 . 

Z . 8.~.Z·Z+Otnoest rreduct 1 bletnlJ.t\ .Enthcto, 

Z • (1 + ll·(l • 1) y tla rarMntl 1 + t no ts nl uoclado 1 2 nt uni ­

dad de ll{IJ 

2.9. Ejemplos. S • 5 + O•t no u Ir reductible tn Z(il . En efecto, 

5.z1+1 • (Z ... l) · (Z - 1). 

2 . 10.~. 3•3+0·1 espr imoenll(l \ .Entfet.to,su 

z1.z2 • l•t3 en ll ( 11 . Tornando non111 (al + b')-(c1 + dª) • 3n1 

11 tn 1l (z1 • 1 + b• I , z2 • e + d·t) . Stelldo J pr11Q en ZZ divide 

1 \lnode los fa ctores , d1glfl'IOs, a 11 +b1 , Ptro, n una propi edad 

bien conocida de 3 que d1v1de a 1 y dhldt • b por lo tanto ll z1 , 

t(D) que rfamos probtr. El lector puede Intuir 1,1 n pr"OOle1111 natural que 

sale a l uz: LQuA primos racional es (o su en lZ ) son pr imos de Gauss1 

Muestro pr OxllllO paso serf probar la uhtl!ncla dt un 1.l9or 1brcl ded lvt­

s16n en 1Zlt) 

2. 11. Ejercidos: 

1) Probar que todo eltmento z • r .. s · t E 0(1) uthface h ecua -

c l6n X1 -2rX .. (r1 .. s1 ) •0. (Ecu1.cl6"c. r1cterlstlcade z) 

11) Probar que ll.(1 1 es e l anillo de tnteros 1l9ebr1lcos de Q(t) 

111) ¿tontradlct la t9u1ldad 2 • (l • O · (l - t) • 1· (1 .. 1) 1 11. fa c­

tor1uc16n Gntca en 7l.[tJ 1 

J. ALGORllK> OE 01\ltSION EH ¡z( 11 • TEOR&.A fl.141lA.itE1'TAL. 

En general dadoundornlnlo del nttgrldad A se llw11gorttJrodedhh16n 

~ 1ttidaapllcacl6n t:A - (Ol-ZZct1nlupn:1pled1dust9u1tntas: 

L al b • t( •l ~ t(b ) 
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11. Dados a y b , b I' O eK1sten q,r en A tales que a• b•q + r 

con r •O 6 O~ t(r) < t(b) . 

(~: no suponl!l'IOS ni afirmamos un1cidad de q y r ccmo en el algor1t­

., de dhlsl6n en Zl.!'.) • En general no es cierto que todo dOllllnlo de in-

~r1dld191 taalgúnalgorltmoded1v1s16n. Yadarl!'l!IOs ej enplos . 

Ene\c.asode iZlll, lanonnaperrnitedllfintrunalgor1tmoded1vis16n, 

Vffa)S" tal fin e l s iguiente Lema clave: 

J. l. LE* DE APROXI HAClON. Sea z e Q( t) . E)(hte ge Zl.( i] tal que 

H(: - g)<l . 

~:Seaz•r•z·1,r,seQyseag•a•bd.Entonces 

(• ) H(z - JJ) < 1 sf y slllo s.1 ( r - a) 1 + (s - b)1 <l. Su a e 't1.. 

ain I• - r l ~ Í y an61ogamente sea be '11. tal que [b - s i ~ j.. Es 

cl1iroquecc:inesa11lecclllns11 sat1sfacelaequlvalenc1a (• )y elle1111 

qu~probado. lnteresanotarqui!l a elecclllnde a y b ll0tsún1ca 

CC*> se puede apreciar en el gr.iflco . Kotar que ~) es h dh­

Unch tuclfdea de z a g. 

A: 4 el ecclones 

8: J elecciones 

e :2el ecclones 

J.2. TtORIJ"i.'. l• 1ip11cac16n norma N : iZ( t] - "11. define sobre iZl i j un algo­

r l i.o de dhh16n. O sea iZ(iJ es DE (Doni tnlo Euclidhnol 

~:01idos s,tezz.ttl, t~O,vam.:isa proba r la uhtench 

de q, r en IZlll , U les que s • t·q + r cc:in N(r) < N(t). Para ello 

1iol1c1:1D1ellemadeApro)(1m.r.c tdna u • t yde111fse slgue 1 ~1ata-

itou.: Ln •1 uias consideraciones pe,....tten probar que 'il.J'ii es un do­

•lnlo tuclfdeo st d • -2,2 , J y ¡z [~ 
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3.J. (jeaolos. 

1) Sean z.1 • llZ • t , z2 • -57 • 791 . 

• (.aoroit) ..0.66 - 0.931 

TOlll&rnOs como enterti de Gauss aproxlll\ilnte .s -l • 1 . Se tiene 

112•1 •(-57• 791)-(-1- l) • ( -2•• 231) . 

H( -24 + 2J1) • 1105 < H(-57 • 791) • 9•90 . 

11) Sean z.1 •-57•791, z.2 • -24 • 211 

-57 • 791 - ( -57 + 791)(24 • 2311 llBS - 5811 :rr-;-m .. 1105 • -mr- . 

• (aorox) 2.88 - 0.531 

Tomamos CDmO entero de Gauss aprox1mant e a J - l • Se t1ene 

-57•791•(-24•2JI H 3- t) • (-B-141} , 

N(B • 14t) • 260 < 1105 • N( -24 • 231) 

111} su11 z.1 ·24 + 231, z2 •8. 1•1 

lomarroscomoenteroaproir.imantea 1 •21. Se tiene 

-24•Zll • (8•141)(1•21) • (-•-71) . 

N( 4 •7t) •65 <260• N(8• 141}. 

Hot!l!()S que 4• 71[8 • 14t. 

Estos c&lcu los los ut111uremca r.h 1del1nt1 ~ra ulcuhr el mix1 -

llOC~ndtvhor de 112• 1 y - 57 • 791. 

El algoritiro de dlvhlOn nos terv1r.i para orob•r un "horena Fundamental 

de h Arltmt!tiu " en ilftl . O SH. 
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J.4. Teo r-eN Fundllll!ntaldelaAr itrnéticaen lZ( i l 

Todoenten>oe Gauss g queno esn1 ceron1 unidad es i rreductib le o 

puede uorenrst como producto de ir reductibles r 1 , i • 1, 

9•r1 .. . rn. 

Adi!!Ms, s1 9 aGnite otra representaciOn 

9ª ' 1··· ;. 

tn producto de irreductibles, u verifica que n • m y cada r 1 es 

uoc iadoaun sj y recfprocainente. O sea, la fac torhacldn es esencial · 

Mnt&\ini c.a . 

~:Suponga.moselTeore111afaho.Ex1steentoncesunelemento 

9 •Zlll , que u dht1nto de cero, no u unidad, ni es irreducti ble 

.qu1nou producto de elementos 1rr1duct1b les. Entn tales elem!'ntos po­

d...OS 1lec;i1r uno 9 , que pasea no l'l!ll N{9) 111 f nima. Esto es posib le 

pues la nol1!ll tOllll valores nonega t1vos. Podenwis escr ibir entonces 

9 • 9¡'9z, con factores 91 que no son unld&• 'U. Por lo tanto 

1C(9) • ll(91)·H(92) . y consecuentemente l < N(! 1¡ < N(g) , 

l < N(92} < :t(g) . Pero entonces g1 y 92 s~n ir reductibles o produc­

to oe 1rreductlblesypor lo tanto uf lo es 9 , un• contradlcct611. Pt­

n 11roa. r launic1 dad hacemosusodel s19ulen teLl!llll . 

3.S. L[)\4. S.1 q &ill t] t rreduc t1ble y sean r,s e11teros de Gauss tales 

ou t qJr · S. tntoncu ql r 6 q¡s. O sea todo Ir reductible es primo. 

o->stt1ci6n: Supom¡amo s ele9ldo un producto r•s tn iZ.[ 11 con h pro· 

oltd1ciqu1 qj r · s , '*r , qfs , con N( r ) inl nhro. Exhten.st9line l 

a l90r1D10dtdhh1dn, t , r ' en lZ[ll t.Ales que q • r·t • r', con 

r ' 'O, CIUH q u l rreouctlble y N{r' ) < N(r) . Oe q.5 • r · S•t • r'·S 

se s l9111 q~e qlr'•s . Pero po r ruonu de 111lnhw1lld1C1 dtbt "erlflc1rse 

olr ' . di donde N(q) ~ N ( r ') < N(r) . 

Su r •o•t ' • r" , r" ; o y N(r" ) < N(q). Entonces oorun ruona· 
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11hnto an.11090 al d1 m.is .i rr 1ba. qj r - · s y 110r lo unto qj r ~ . St st -

gut que N(q)!_ N( r - ) < N(q) ,un absur do. PT"OYil"IOdesuooner q(r 1 

q.fs. Elll!Jlllq11fl11 probado . 

El TtoreN. Funda111ent1I de 11 A,.1tmftlu en !( ll u s igui 1rme<ilatamen-

te de Htt Leu utilizando 11 mhm r:uona111le11 to tn zz . Oejuoi los dt­

t1lhs 1 c1r9od1l lector . 

4. APUCAC ION. Exhtench de m&x1110 comUn dhhor en Zl ti 

Cano en el u.so de ZZ o de Kl XI (K un cuerpe ) 11 robU10s, vh el algo -

r1tll1l de dhls16n, la uhtench de mh.111(1 cOlll\in divisor . 

4. l. OEFINIC IOH. Sean z1 , .t2 eJ! 11 . Se lh1111 111h.11110 tc.ln dlvhor de z1 

y z2 •todo z e¡z[H con las s1gu1entu 11ro11ltd1du : 

1) zlz1 y zlz2 

11) v •1te!iJ I] wlz1 y 111!z2 • • lz. 

Hotemos que si z es mixhno común dlYhor dt z1 y z2 tn tonces : 

-z, lz, -lz son tamb1fn mh.1rro coman dhhor Ot z1 y z2 . Escriblr1-

11111s mcd(z 1 , z2J para denotar algún mblmo t<nlin dhhor de z 1 y z2 

cuya uhtencla probarros e cont lnu1 cl6n, 

4.2. TEORE1'1A . Todo ptr de enteros de Gauu t l'z:2 , no sl-.ilt!nearnente nulos , 

ooset un mhirro cOllll.ln divisor . St l • 111ed( z1, : 2) uht.n enteros di 

G.luu w1ow2 tlles qui z • w1z1 • w222 . 

~: Sn 12 ~ O. Por 1l 1l9o rltmo de dhh fón tn 1Zl tl resul-
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El procuo u fi nito dado que los lt(r1) son enteros no neqathos y u ­

thh c.tn 

Por lo tinto ttmin1 en a lqün r 1 J O tal que r i• l •O. 

ca.) tn ti e.n o de zz : 

.c::d( z1,z2) • mcd(z1, r0) 

mc:d(z2,r0) • mc.d( r0 , r1) 

Como tn e l e.no de 11. produdmos a par tir de r 1 una tomln1c.ldn li nea l 

6t z1, z2 , 11 t torem1 oueda demos trado. 

4, J ~: C.lcultm0s mc.d( ll2 • t , -57 • 791) . Par¡ ello uttl1 u remos 

los u;Jculos hechos a l eJeinp\lflc.ar 11 u.istenc.h de a l9oritlrl) dedh f· 

s tOn(vtrl.l) 

· 57 • 791 · ( -24+ 2l 1)· (3 - l) • ( -8• 14t) 

-2••231 •(8•141 ).(1•21) • (- 4- 71) 

&•1t1 • (4• 71H 

par lo Unto 4 • 71 {O -4 - 71 6 1 - 41 6 -1 • 41) u abllft) c.o­

~dlvhor de 112•t y -57 • 79l .5et1ene: 

ll2•1 · (-7• 4lJ-{-12-71) • (7- t 1¡.¡12 • 111 

-57•79t • (-7 • 4l ).(11 - SIJ • (7 - 41H - ll · 51). 

' · ' · EJ1rctc!os . 

t) C.lcular lllCd(-23 • 2t , 131). (Sol. J • 21) . 

10 St•n z1. z2 • lZf ti no sh1ult.lnt1111entt l9U<1 lu • c.1ro. Prooar que 

«d(z1. : 2l •w1z1 • w2: 2 donde w1z1 - "z'z u un el-.nto de 
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non111 posl t 1v1 '!!.!!.!!!!.entre todos los pcnlblu tntlros di G.luss de 

11 fona1 r ·i1 • s · z2 con r, s • 1411 

111) Sun •,b 2Z . Probar que (a, b) • l en 2Z lf y sólo si 

(1,b)•l en ll!I] 

5, APLI CACIOtl, 

l1 fdea de hacer •rHmétfca In 2ZI 1J es ort11tnal de Gl.1.iss quien la 

utilizó para el utudlo de las ll a1111das leyes d1 r.cfprocldold, cu1dr&th:1 y 

blcu1dr&t!c1. La 111h1111. !llilrca un j alón en 11 hhtor11 de 11 ttorl1 de riÚIMros 

al 1br l r 1l paso a la gran ramtl11d1 1nl llosnulllllrfcos. ~hlcf10sconl1 

KulcHln dfof&n tln1 X1 + Y1 • Z1 VllllOS a ruoh1r 1hor1 otro problema de l 

111ls-o tipo. A uber halluemos la totalidad de soluclonH 1nteru di h Kua­

c16n 'f
1 

+ 4 • X1 s1 gu h!ndo las 1 fnen de l ejMplo tnterlor Ptt'O al'lora ha -

cfendo Ar 1bllftf ca en 2Z[ H . Para conver ti r al probl .. dldo en un prob lema 

de dhh1bll1dad escrfbfll!Os , en lllll 

(y+ Z1)•(y - 21} • 11. 1 • 

Sta p un pr 11113 ( de G.luss ) qui dlvlde a y+ 21 y 1 y - 21 . Po,. l o tinto 

p dfvtde 1 Zy y 1 Zt. O sea dlvfd11 Z. Entonces p u uocl1do 1 

1 .. 1. (Rtcordar qu1 z • I (1 .. 1) 1) . 

SuP0"9.-0I y .!.!2!!:.· Entonces 1 • 1jy .. ZI , l .. tlZ *l .. !ly . Por lo 

tinto y• (l .. t ) • t en ll{I] • TCl!lando non111 ru ultl y1 • Z•H(t)J , t n 11: . 

Ptl"O entonen y es p¡r , un absurdo. Conclui1110s que (y .. ZI) y (y • 21) 

son copr-1.os. Po r lo tinto, utilizando 11 propfed1d fund111ent1\ de un DFU 

con u , 1,1n ld1d 

Ahor1 dido ~·todo las unidades t n ZZI 11 son cubos : 1 • 11 , l • {·1 ) 1 

1 • ( · 1) 1 , -1 • 11 , pedemo s 1bsorV1r u en (1 .. b•\) 1 1 'uooner s in 

pfl"dtd1 dt gene r 1lld1d, que u• 1 . Entonces 
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l• seqund.I tcU1cl6n d.1 por solución .1 • Z , b • l y por- lo tanto y • ll . 

Svpo"9,..S .1hor-1 qu• y es .2!!'..• y • lY. Notar- que Y es 1111par-! Escrlbltn­

do t • ZZ r-esultalaecuacHln 

v1 •1•2z1 • 

Por- 1o tanto, 1n i'll i) 

(Y•1)(Y-1) •ZZ1 

1 tMDl in d•do qu• z . (l . tl·(l - 1) 

HH·zl. 
[\ Íllllco clhhor- pr-1.a que podr-fa dividir- 1 Ulbos flctor-u de 11 hqul•nl• ts 

1 • l • CJ! tu c.uo V + 1 urfa dlvh1ble por- l, por- lo t.ln to T ud.1 p.1r-, 

lo C\l&l "-os oburudo mis 1r-rlba, r.o es uf. 

C011Ch1tms co.:>1nt1S que esos factor-u son copr-11110s y por lo tanto 

l • • 1 • hb. b1 

1 • (b. 1) 1 
• 4b(b. l)b1 - o . 6b(b. 1) • b . -1 •• o 

Par- lo t.u1to J • 1 y por- lo Unto y • z . 

C...~1 1 .. t t lo l u soluc tonts son y• 11 r • 5 • y • Z. 1 • Z. 



C UB O 7 
PAC. 8 9 

6. PRIMOS DE GAUSS. 

Nos Dropanenos ha llar tn uta stcc16n los anteros de &.uu qur son Dri -

lllOS , ts dtc1r , 1quel l os qu1 hemos llamado pri1110s dt G111u . Kot.eBOs Dr U:lll!r111•t,!!. 

tt \ u s lguitnt ts proptrdadts cuya verlf1cacl6n dtj l!llOS 1 e&MJO del l Ktor. 

l. 51 1 + b•1 u priino dt Gauu u ! lo u su conju9100 1 . b· t . 

2. St 1 • b· tl a ,con a entero r1clon1lentoncts tillltllln 1 ·b·l l a . 

3. 1 • b• 1 u asociado 1 al9Un enttr o raciona l si 1 16\0 s i a • O 6 b •O . 

6.1. PROPOSICIOH. S1 1 • b• t poset "º""' l9u1 \ a vn primo raciona l tntonces 

u orhno de Gauss. 

Demstrac16n: Sea z • aJ • bJ • N(a • b· t ) • p pr1-o r1clon11 pos1t1vo. 

SI z • x•y en 1l[ ti se tiene tOlllando nonna : H( : ) • N(ll) •N(y ) • p . 

Esto imp11ca que N( x) • p , N(y) • l 6 N(x) • p 1 H(y ) • l . Esto 

pniebe b1en que z u pr imo de Gauss. 

Se s igue de esta Propos1c10n Qut los enteros dt G.uu a • b• I ta les 

Que aJ + b2 • 2 s~n pdmos dt Gauss . Es tos ion e.uc t.ulentt l • 1' , 

1·1 , ·l• 1 , · 1 · 1 todosuocladosentre sf. 

Al Igual , s i p es un primo suma de dos cu1dr1dos : p • , : • b: enton· 

ces 1 • b• I , · a • b• t , a · b•1 , · • • b•i son prt.os de Gauss, 

tOOOs asochdos entr e s i . 

Vumos Qui primos de Gauss ver ifican la reclprou de h Pf'1)pos l c16n an· 

terior . 

6. 2. PROPOSICION. Sea 1 • a • b• t con 1 ~ O 1 b f O • Entonces 

pr imo de G1uu si y sólo si N(z) es pr1110 rac1on1l. 

Dt.::istrtel6n : Sea t prlino de G1un . SI N( z) • 1: • b1 • m n 

n > l , • > 1 , o sea (1 • b• t ) •(a - b•I ) • • n , st 1l9ut de ser 

zl H un 00..inio de fac torhtcl6n Unlu oue 1 • b• I 1 {digamos) m 

Clt l>t'n ser uoclados. Esto es un absurdo 111111 t-ol lu a • O 6 b • O . 

l 1 rectprocase119uede 6. I. 
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HMot puu c.11r1cter ludo los primos de Gauss de la forN 1 + b · I con 

1 I O 1 ti I O. Se trata entonces de ca.ra.cter lza.r los t1rin1s r1c1on1les 

que 1onorl.,1 de Ga.uss. 

6.J. PROPOSICIOH. SH p E N un primo racional . Entonces p es prlll'IO de 

&lun 11 7 seno sl p no es suma. de dos cuadra.dos en l. 

~:Slp• a.i+ bz en ¡entoncesp • {1+b • l )( a-b·O 

1 ca.o 11( 1 • ti·l) f l se sl9ue que p no es pr1110 de l>auu ( es sobr l­

llO:) . St rtt:fproc1mente p no es prlloode Ga. uss escrlblms P • 11·12 

tn 1111 con N(z 1) 1 l y N(zz ) ll . Por lo llnto pi •"(z1) ·N(zzl. 

Piro 1lanoo p pril!IO raclonal debe ser P • N( z1J • N( zzl. O su, P 

u s....,. dedos cu adra.dos enteros . 

Lol pri901 6e i:;auss 1011 pues (salvo u ochdos) de los tres ti p<>s sigule~ 

Pr\.,1 r1clo111les p > O que no son 111111 de dos cuadra.dos en l . 

11. C<:mDhjos 1 • b·I, a , b e 2Z, a. I O , b f O cuy1 no..-. es un 

prl., r1clon1l Impa r . 

111. (1 ""9ero comp le j o 1 • 1 de no rma. Z. 

p,.&1_,.u vere111111 que l os pri mos de la chse 1 son los prl.os ra.c lona­

lu de h fo1'1111 4• m • 3 mient r u que los complejos de 11 poseen norn.11 

tvw1l1vnpd1r10ra.cion1 l dell forma • ·111• l . 

6., tJ1,.dc\01 . 

. P'rotlarQUt si pes un pr l'K!radona.l que u 1111111 de oos c u1 dr1dos 

tn i2 POste esencia \mente un• únlu forw de ucrltilru a-> 11.1116 de 

oos C\lolldra.dos en 2Z (lo de Henchl se rtflere 1 11 PoSlb\Hd1d de 

c.t>hr 11 orden de los 111111ndos). 

"'9G1r QUI nln9ún pr \lllO r 1c l on1l dt 11 fo..- 4- • 3 ov~e uc rlb1r· 
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J . S.a n • P1 . .. Ph do11de cada p1 IS pr l.a f11P1r 1 t:odo1 son dh t ln­

tos entre. s f . 

l. Proba r que s 1 U.di p1 ts s11111 di do1 ClJ&drados u f lo es n . 

11 . Pl"'Oflar que st cada P1 ts SllllO di dos cu1drado1 entonen n po­

se. t · 1 r1pr es1ntacf onu COlllO su .. d1 dos cu.drados del tipo 

n •a1 •b1 , O < a < b . 

4. Set p pr i lllO impar . Sun x,y • Ji con Zp • i 1 • y1 • Probar que 

p es su1111 de Z cuadrados . (Sugerench : Zp • ( 1 • 1) (1 • l )p ). 

6. S. Apll cacflln. Como nue~• apllcacf6n de la fa ctoducldrl Gnlu en lU H 

tudhrtm0s la r•pren:ntab111dad de enteros racfona lts ce.o s~ de dos 

CUtdndos . O.do que todo 1ntero > l es produc to d1 pr l110s y dado que to­

do producto d1 SWlllS de dos cuadrados u una s1.111a d1 do s cu1dr1dos, url 

suffcfente anal1zar 11 representabll ldad de nU. ros pr tmos coiro SUN de 

dos C\l&drados . Este problema fue conslderado y NISUllto por Fenn1t 1n su 

fa.oso mftodo d1l descenso . 

6.6, TEOREM . S.1 p un primo racional pos1th1>· t 1•r . Lu 1f h.,.clonu son 

todastqutvalentuentresf: 

l1 ecu1cl6n x1 Ji -l(mod p) 1dlllfte suluclón 1n 11. , o su - 1 n re-

s1duo cuadrltlco módulo p . 

11. P l • J .. ¡ paraalqún ll an 22. , 

ll L p no es prllllO da Gauss (1111190 y 9r1c1u :) 

h. p • •J + y ! para chr tos enteros ll ,y . 

p • 4!11+ 1, par11\9tln 11 en lL. 

~:l)-t1) utr1vh l. 

11) - ltl). Puesto qui x! t 1 • (ll • t )-(x - l) tn Zf IJ , u ttent 

PI •! • t - PI•• t o p I • - t . 

~ • • t • p z con z an Zl l J . Por conJ1191c16n "sulu • - t • p•i 

y si.mando ruulu Zx • p•(1 • f) t n 2 , Por lo tin to p • Z 6 p I •. 
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La pr i•ra situact dn es imposib le pues p es Impar. Por otra p 1 x -

- p [ l , ,,,.. absurdo. Conc lui mos que p no es prhno en 7l l il 

111) - 1 ... ) . Escribamos en 7Zl 11 , una factoriuc16n propia de p : 

p • (x1 + y1·tHx2 + Yfil. 

Ter.ando no.- resulta p1 • (xf + yJ.HllZ + :r2l en 'll. y como p es 

prl.o p • x¡ + Yi • xz + y~ . 

h) - 't). Sl endo p Impar, se s1gue do p • x1 +y~ que un sumndo es 

p.1r y el otro lcnJ)llr . Sea pues K par e y Impar. Entonces ll1 : O mo­

dulo ¿ e y1 ¡¡ 1 m6dul o 4 , por lo tan to p : l m6dulo 4 • 

11) - 11). Sea 7ZP el an ill o de restos mdulo p Siendo p primo es 

bien sabido que 7lp es un cuerp.o. Indiquemos con 7l; la tota lidad de 

elelll!.lltosde 7ZP no nulos. Sesiguode1 teoremadeFennatquetodo 

x E iz.; suhface: ? - 1 • l (o sea on ~: ?- 1 • l m6du lo p s1 

p}xl Se tiene K''" • l , o sea (ll1•) • l . Siendo p l!llP'r y 7lp 

uncuerpolaecuac14n :ir. 1 •1 t1cnedossoluc1onesúnlcasly-l. Por 

SI al qtln x set1sfaco x1'" • -1 , resul ta (X-): • -1 y nade queda 

porpr'Obt r. Supongamos entonces quo~elementodc IZ; satisface 

x:"' • l Pero esto e~ un absurdo pues, Otl"e vez , traU:ndose de un cue!: 

po , h ec•Jac16n x1'" • 1 tiene a lo sumo 2.m soluciones en zzp · y 

4G > 2:111 Hemos probado que v) - li). El teorema queda cocnpleta.inente 

dOIOStr<l.dO. 

6.1, CCIO..AAIO. Lu s1gut entcs dlrmactoncs son equfvalentl!s u 1tN! s f: Sea 

o prleo rac iona l posit ivo 

1) a 1 ¡¡ -1 lllÓdulo p no admite soluct6n en 7l 

11) pu pri mo en 7Z!11 

llt)p !!!!,tl Sl.ll\a dcdoscuadrados cn 71.. 

l't) p • 4ci.•3 por11a l9ún m e'll.. 

Dsostnc l6n: Se 1\9uct por ncqacl(!n di! las equ tv11lcnc hs u1 tl lll!Ortll\6. 
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6.8. COROLARIO. Sea p primo impar . En tonces p es de 111 fo.-.. ~ - J s i 

ysólos1 satisface lacondtcfón: 

p 1 x: •y: en 11. - p 1 x y p 1 'J 

~:Ejercfcfoparaellector. 

6.9. COROLARIO. Sea n • n1p01 e fi , con Pt pr imos, p1 i pj si 1 i j . 

Entonces n es sumadedoscuadrados sfysdlosi para todo IMice i 

talque p1 • 4m•J el exponente e 1 es!!!!:,. 

6.10. EJer c1cf o. t) llallartodaslassoluciones dela ecuac ión a:•b 1 •n!, 

i!, b , n < 14 

lf) Pr oba r que la ecuac16n y1 • x1 • 7 no tiene soluc iones enteras. 

6.11. COROLARIO. Existen 1nt'1n1tos primos de la forma 4ai • J e i nfinitos 

pr inos de la forma 4l + l con m, l e fi 

0e"DOstrac16n: 1) Sean pl' ... , p5 latotalldadde pr imos posit1vosde 

la fonna 4m • l con p1 i l . Sea t • TI p1 su Producto. El número 

4t + J es impar, y dis t into de .O y t. Es par lo tanto expresable como 

producto de primos en Zl. 

Observemos ahora que el producto de enteros de la fonna 4m + l es otra 

vez.delafomia 4n+ l. Ses19ueentoncesquealgündivlsorprimode 

4t+l debe ser dela fonna 4m+J. PerodebeserdlsttntodeJ, 

p1, ... , p5 ,un absurdo. 

ll) Sean ahora p1, . . . , p5 la totaltda dde prlioos i>0s ithos de la for­

IM. 4ol•l. Fomie:nosel entero 4• ( p1 ... p5)1 • l. 

01dlo nümtro es dht1nto de O y l , par lo tanto •cblte •lgün dlv1sor pr1-

-.o. La propiedad de los primos de la fol"!ll!I 411 + J 010. en el Corolario 

anterior, 1 .. pl ka que los d tv1sores pr imos de h dtOen ser todos de la 

fo.- 4• • 1 . Pero debe ser •lguno de los P¡• .. . , p~ . Por lo tanto 

dl!t>edhtd1r1 l. un absurdo. 
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6.l?. SUNdedostuadrados . 

Se• P unpr i moration11 l posit i vo de l a forma 4rn • 1 Cntoncl!spode-

1JOStscri blr 

p •a l + b'•(a+b·f)•(a - b · i) 

y b enterospos1t1Yos. l osenterosdeGaus s "p :• a + b• t , 

f p : •1 - b•I son primos de Gaussyentonces p•'fp .; p es la fa c to· 

r l t1tf6nd1 p en 7l l t l . Amaneraderecapitul atlón se tiene que el 

ccmoort.uolent o de los prt mOs r ac1 ooa 1es e11 7l{ il es el s i 9ui e11 t e . De11~ 

t-s con q a los pr imos r11c 1ona l es posit i vos de la fo rma 4rn + J y 

ton p a los primos rac ion11 l es positivos de la forma 4m + l . Enton ­

t.e.l la hctorlzac tón de un pr imo racional en producto de pr l1t10s en ¡z{1] 

u uot l1da a una (y sól o unol ) de la s s iguientes q, . P.,¡:P , (l • 1) 1. 

Porlot&ntotodo cnter o r ac1 onal a'jD sefactor i zaen il.(11 

1(?) , a(p ) , a(q ) onteros no nl!gativos , u ;• \ , - 1, 1, · l , una 

unload. 

l• hctorllatlón da z ~ O , z e Zll 1] es del t i po s l9uien te 

6.IJ . ~. Ha llemos lahc torlzac t 6 n pri""'de 33•44 · ! . 

Ot dlO qve JJ + 44 · 1 • ll·( J + 4·1) , t raba j amos pr imer o con 3 • a . t 

toqAOO su non111! r esul ta U( 3 " 4· i ) • 2S • 5·5 • (l + 2· l) ' (l • l ·t) 1 • 

Por lo unto los pos ib les dhl sores prt mos de 3 • 4. t son l • 2· t 

ó 1 · 2·t (o noc ta!los ) . Por Ins pec c i ón resul t a 3 • 4· t • .¡(l. 2·\). 

Pl:)r lo Unto rasulta f tna lmento JJ • 44· i • -1·11· (1 . 2· 1) dado qua 

ll nQrtlllDdtGauss . 

t OOJ un1 111ltcaclón da esa FGctor tzactón . Sea n € 11' . Oe>notttl'IOS 
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rz (l) • ' • rz(2) • 4 + r2(p) • 8, sf p > 0 es primo a la forw 

4ln .. l, r (q) • O 11 q > O IS pr 1ft> de h fonr11 4il • l, r 2(6) • O, 

r z(8) • 4 . Es th ro qui r2(n) coincide con 11 urdlnt\ IM 1• t:oulldad 

de z l!JZ111 tl l u que lt(z) • n. Sea 

la fa ctor l uc l&i de n en Z con \u convendonn htd\u Ns 1rr lbl 

sobre los prf n:>s p y q • Tomando non111.,, (1) 1 f9u.11lal'ldo con (2) 

ruult.n las ldent1dadu 

n(2) • z( 2) 

n(q)•2· z(q) 

n(p) • z1(p)+z2{p). 

Se sf9u1 qu1 sf n(q) u Im pa r para alglln q . ~toncu r2 (n ) • O. 

Lu posfbflfd1dts IJ'ra z son entonces 4nlorH dhtlntos Pfiri ln 

z1(p) • O, l, .. .,n(p) 

1 z2 (p) dependiendo de z1(p) por l a condlcl6n z1(p) • z2(p) • n(p) . 

[n deffnttha hay 

Htp(n(p)•l) (p pr imo, p • '-i+ l) 

posfbles elecciones de z , tales que H(z) • n . 

En definitiva H tiene 

r 2(n) • O sf n(q) u hipar (q prl90 > O, q • '- • J) 

u ulntOtlco a la func fOn 

En tfttto, soti~ 11 cfrculo de rad to ./i. , • rte l posltho '1 de cen· 

tro 1n (O .O) • 11 1 
, e l ni.mero de (1,b) • ll • iz que 11cen sobre ti 

PAG. 95 
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En etecai, notar que n • al + b2 ~ x .. (a,b) e cfrcu\o de radio ,(;. 

SI • udl pun to (a,b) de coor:denadas enteras le asociamos el cu1dr1do 

dt lru l cuyo vért1co superlor derecho es (a,b) es claro que la s.-. 

vittr-lor 'prox 1ma el &rea del cfrculo o sea el valor .... , por lo Un· 

;xrz(n) 

~-lcuandox-oo 

6.14. E.Jtr<lcfos. 

l. >U.lll r todos los z e Q(i) tales que H(z ) •l. 

2.H.llllrcuoc tentcyrestodelad1vlst6nde 2+1 por 1 , ?+31 

por 1+1, J-21 por 1+21, 1+1 por 1-1 . 

J. 0.t.el"lllna r cu~hs de los s1guientes enteros de Gauss son prlmn: 

l • "1 • 1 + 131 ' l + 31 • g + 41 • l + 101 ' 3 + 71 . 

" · !Ulhr todos los z,w en 12( H tales que 5 • t • (1 + 2f)w + z 

'°"' H(z ) c 11(1+2l), 

S. H.llhr el aicd en 1Zll1 de: 15 + 21 1 y J - 91 . Lo 111 ls1110 para 

J • 81 y l2+\, 

6. Ruo lver hs s t9u lentas ocu¡¡clones de congruenclas: (1 + l)X;; l(inod 3) 

(2• t)l•3- 1(mod l+41 ). 

1. t 'il'ueóenlosentoross t9u lentes : 390, 306 , 665 ser lonql tudes de 

l'l lpol.Vluus de trl.1ngulos rec t .1n9u\os con catetos enteros? 

8. At.i.ol vtr \u ecuactonesdiofa nttnu: X2 + l • yt, X1 • 4 • 11 , 

;s.• •ll •Y1 ' X1+Y2 •ZZ2. 

9 . .C. lhr un1 hmtlia tnfln tta do soluci ones de la ecuactdn xi • Y1 • Z1 

10. ~. n natural. Probar que si n es SIJ!l\ll de dos cu.dr.1dos en Q 

t.POlbl lotsen ti . 

11 
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TABLA DE DESCOMPOS! CI ON DE PRIMOS DE LA FORMA 

4n + 1 EN SUMA DE DOS CUADRADOS. 

a111:1 OLI: Jlllt1sn1-.i1.u 1<0 11110 mn11 ~ Nwr.»uu110 ~U• mr. u nl.l<Jtl11w 1u:, '.!C5 

J. Tn bcllc" rti r die Zcríli llung cler Prim zri. hl ou 71 von clcr F'orm 4 ri + ¡ 

i11 cli c S11 1n111e zwcicr Qu11draLe '). 

p = a' -1-h ' . 

' .. 
'• 11 1 1• 
.... JI •• .... 

.,,, ., .. 
'""' • l 10 

" .. , 
" 11 .. 

,, " ,, ,. ,, 
' "' " 

,, ,.,, 
" " .... " ., .. 

"' ., .. . , 
•' 11 ., 

'" ,, 
•• u .. , " "" " "'' ., " 

"" " 
,, 

'l" ,, .. .,., .. ,,, 
" ,.,, ,, .. • )11 " .. .... ,, .. ,,,, ,, ,, 

'"I .. "" ..ll .. 
"' " " "'' ,, •• n " '• ,.., ,, ... . ,, .. ., ., . ... " ... ,, 

" 1) 0 1 ,, ,, ,,, ,, ... .. ' , . .. "' " IJ .. ,, .. 
"" 

,, 
•'• ,, .. "' 

,, ... " .. "' 
,, 

'Tll ,, •' 
' ) l._. l.M. .. •In 4!.o T •"-ll•• lol1••, 4;, k~ lo•- ,.,,..., ... J.., Aolo.ou. ,,...u..,, b1"'. 

b.r«bu 1 4 u T ol.o..lluo [ l>M ll Htdon•o Ido 4tt O<l'lllltl •h h • limo D., ... ..,, L•• ••"· 
0.... 1to. 

·' ,, 

.. . 
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E.s ~ s te uo dor.ii oio careote de factor f zación Uoica en producto da 

tl ei::ientos lrrtduc t 1bles. Voremos que todo elemeoto en lZ!.!=51 posee deSCDlll· 

po1 lt 1 6ntt1(1Mlductodeirreductibl!!Spero~nec esar 1 ainentee11 fonr.11il11ica. 

l (.J":')J ts, COCllO dijimos anter1onnente. la totalidad de oWT!eros complejos 

dt i. (or.c.a a " bfs coo a y b eoteros y denotando ,/":s un n~ra 

coaoltjo ( f ljo) cuyocuadrado es -5. Esunejerc ic 1o sencilloprobarque 

ll.(,{:'SJ u efKti vamence un an1 11o. El cuerpo de cuoc iences de ~ ¡J-:5 1 u 

d~ta por O(fS ) y cons iste d!! 1a tota11dad de nUmert'!S cornole jos de la 

fo r= r • ,...j':1 con r y s nümeros raciooa les (una veri fi cación es nK!_ 

wri a!). Pa"a e l estudio d!! ¡z (J"='"SI , al i9ua l que en ¡z( i l es il t 11 i11tro­

cl11Cl r 1' l l~dt norm1 . Sea pues z • a +b.,/:5 Se defi no e l conju9adode 

01J.S) por 

i• a-b..;:5 

7 h. ~tt( z) de z porll(z) • z•i 

llo t.1r QU t N{a • b.,/:s) • a' + S· bl 

St 1uhfa ct11 lu s19u1entes propiedades: 

1) lt{ ~ ) !. o 

11) lt(:)•O i i y s6 1os1 z • O. 

111) ,'f( i 1·:2) • ll ( z1Hl( z2l . 

l .& llf'Oolt<d&dllt) d1co queo1 productodedos enterosorac 1onal esdela for-

1.l.f.-llade l L(!lll& dOAproxin111c1611 . 

Ell ).l vi mos h va lide z de u11 l etn.l de aproxlma ci óo de e lsieotos de Q(1) 

90rt!lttro1 da l>a u ~s. Esta Lc11111 nos permitió probar la exh t enc ia de un 

•l9<1r lorio de d1vlsi611 en ?l ( 11 Veamos Que es ta sttuac16o no se d4 en 

zcJ-~¡ . Su z • l /Z ~ 1/2.,/:5 e Q(rs) Eotonces i t Q • 1 • b.J-:5 & 

•Z1rs1 ietl cne 
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H(z- q) • (a- l/2) 1 •S(b-l/2) 1 •1 /4(2a - 1) 1 • 

~ S/4(2b - 1) 1 > S/4(2b • l ) 1 > 5/ t > ¡ 
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la u:hunch de algorlen.:i de dtvhf6n por esta vfa qulda blOQUNda . En 

"allclad no u1st1 un 7Z(,/:s] nfngOn alqor-itllo de dlvts l&! sf~l-nte 

pues z ¡.,(:"51 no es un domfolo de factoriac16n llnfu.: 

7.2. ~ lllv'-Sl 

Es cl aro que u a U(IZ.(.j:"SJ) sf y Sólo s1 N(u ) .. 1 . (O.Ostr•r'.) 

Por lo tanto tiayqu1h11l11r todas h s soluc lonesd1 l1 Ku:&t 16n 

a1 +S·b1 •l . 

Es chro que las ün1cas postb111dades son a• l 6 1 • -1 , o su, l 

y-lsontodasluunldadesd1 2l.[.,¡:s] 

7.J.~. 

Ju 1rnductfble en iz:t.,(:"s¡ , pero no es pr1m en ;¡z[,¡:-5¡. Enehcto, 

J•z1-z2 1niz.1.f=""51 (t:Olll6ndononna) 

9•H(z1) ·N (z2) en ZZ. 

Siendo J primen ZZ se debe ver1flcar H(z 1) 6 H{z2) u l, u d1-

c\r z1 6 z2 u unidad en ZZIJ'7sl por lo tinto 1t f1ctoduc16n da­

da u 1flVrQpla . Ver que J no es prlrroqueda COl!Oejerc lclo. 

7.4. EJ81olo. 11 u primo en :IZ[.;:51 

En efecto, sun 11,12,w en ll[./:51 tales que 1¡·1:2 • ll• w en 

il[.¡:-51 . Es decir , 11 d1vlde al produc to l¡·z2 • Tom11ndo no~ ruulta 

Por lo tanto H(t1) (digamos) u d1vh1ble por 11. Se tiene tntoncn st 

H( z1) •1 1 •S·b1 , a 1 •S·b1 1 0(1110dll ) 

O.J ..is a cargo del lector probar que u sigui dt eu. COf191"\1t11Ch que a 

1 b son d1 vhtblu por 11, por lo ti nto ll dl vldt a z1 . 

Q.E.D. 
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1.5.~. 4lnoes\rreduct1blaenlllf"='"51.Enefecto , 41 • 61 •5·1• 

• ( fi • J-"SJ •(5 - J=s¡ . El primo ractonal 29 no es Irreductib le en 

ztJ.'51 PJts 29 • 31 • S•2 1 • (J • 2...[:S¡.(J - 2..í-5) , 

1.li. ?!lf.51 no u un OFU. 

Ell tftctio , lTOStrl!!llOS que 9 • 3•3 • (2 •Fs) · (2 -.J:Si son facto r iu ­

doniu ntncia l111ento difercntC!S en producto de lrre<luct1b l es. Sabmios 

qui ) u l rrtducti ble. An&l09omonte ocurre con 2 .. rs y 2 - rs 
utfliUlll!O 11 mhmo ruon&mhmto. 

~~toi»rlaporv!!r queJnoesasoctadode 2+j~,n1de 

l-rs. Peroes toC!s trtvtalmenteclertodadoquelasúnicasunldades 

(t 11j':"51 sonly- l. Laaf1nnac16nqued11probad11. 

Hos~s q.¡1 todo olenmnto z en iz.i./:S¡ , z ~ 0,1,-1 es producto 

CS. lrreductlblu. SI z no os irreduc tible es producto de factoNs 

: • ; 1 ... lr con z1 1' l,-1. Por lo tanto ll(z 1J::. 2 y entonces 

lll(z) • 111(¡ 1) ... ll(zr)::. t con lo que r est.1 acotado. Por lo t.anto el 

ltcuir¡:r.¡t'd1 convencorsoque z aOO.iteunafactor tzaciónenproOucto de 

ll'Tl'ductlbl u. 

1.1. Camoru.l~to de los primos racionales dentro de iz.(NI 

~lo~ t,Jt111olos vimos que a l pr tmo racional 3 deja de ser prill'O en 

!l~ . =ltntrasquollst9uesiendoprlrro. 

El orla3 S tiene un comportamtcntG particular: 5 • - 1 (.;:5): , y es 

tlcl l Ttr que .;:5 os 1rreducttble . Se d1ce que 5 se ram ifica en 

!(J.s¡. U el ún1co primo rociGnal con la propiedad de ser asochdG 

111 1i..f:SJ . a un cuodrado. 

1.-lt'CO.l:c.~111n ti s lmbolo de L119endre . .Su p primo tnip.ir. Se define: pa­

r• todo t B !Z: 

{ru •l s t a os ros tduocuadrhtco/llÓdu\o p . 

'~ • O !;i p l 11 

(~ • -1 SI a ~os roslduocuadrittcolllddulo p 
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7.8. TEOR°" . Su p ~in> r1c fonal f111Par . Entoncu 

(~ • -1 - p u pr lrro t n ¡z¡J:S¡ 

Oeaostr1cl6n: Su (=t} • 1 . Es dtclr · 5 u rutciuo cu."drft1co 1!16dulo 

P . Sf9nH1ca que -5 u un cu1dr1do !!ddulo p : -S • •: • p · ~ con 

iz. Sttl tne 

~ p pr-l iro t ntoricu POdrflmos ucrlbt r, oor IJHOlo : 

y pol" Conjuqac16n ~tAn 

a - .j:5 • p·W . 

Sta.indo a.mbu expresiones y usando 11 hecho que p u 1-.r y 

• • W 6 Z1., resulta que p divide a a "' lZ. Pera entonces p dhl­

de 1 S por u!ÚI tgualdadd1111.harr1ba, osu (=t} • O ,unabsun:io. 

Su (7} • - 1. Sun z1,z2 en iz.[,/:Si ules que p j : 1· :z . T0111ando 

noma result.t p 1 N(z 1l•N(z2) . Supon9a1110s p l 11 (: 1) , z1 • • • b.J-:s . 

Entonces a : + Sb 1 ! O(mod p) . SI b t O(n:.id p) e ntonen (=:) • l . 

Por l o Unto pjb y uf pla, con lo que P I : 1 . El ttoreN queda 

puesdftllclstr 1do. 

Se Sl9U• out 11, ll. 17 , 19 son pr tmos 1n D: [ ,J:'Si "'ra no lo son ) , 

7, 23. 

El ccmoon. .. lento de 2 es el st9ul1nt1 ; 2 u lrr1duct lb l1 l"rD no prt rro : 

2 divide 11 Producto (l t J:S¡.(l - /:S) Pfll"O no dl<r ldt • nln9uno de 

los hctor'H ( por e l 1rg1S11ento co rri ente de t~r no,_ :) 

1.9. CDRO..AR IO. SH p pr tmo rac lon1I. Suoo1191111Ds {=!-l • · I . Cntoncu en 

lZ . o l • 1 • Sb 1 - P 1 a 'J P 1 b • 

~: Sl o l b entoncu1 i • 5b 1 10(mod p) - -S ucu1drado 

.-ódulo P , oor lo tanto p j b yu f o l • . 
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1. 10. lntroauct.14n de h t.tores pr imos ideales . 

Sff J. · m:J:-51 y sean las factori zaciones de 21: 

S. tr•u de estudiar la poslb!lt d11 d de Introducir factores pri~s ide1-

lu u.lucOl;'O J • ci l'ºz , 7 •s 1·e2 de~nera de recom¡:ioner la fac · 

tcr::.c f6n única por s imple asoci nci6n de los facto r es. Suoam¡i.lllOs que 

111 . 2/:s 

ª1 l 1+2 .r:5 

º211. 2 J-:5 
ª211. 2J:3. 

l • dAiflnicl6n de estos facto r l!s td!la les estar~ obviall'll! nte ligada 1 la 

proQl16U dt d1Y1st b111d11d. Por ejemp lo trate!l'Os de i nterpN!ta r 0 1 1 z , 

= •• . • • ~. 1rs. 
St te!ldr¡ : • o. 1•6 , pua a lgtin factor (1deal) 6 Ahora dado que 

o 1 ! t • Z ./-:s , se dl! berd ver1f1car que 

!ttcfcroumtnta s l 3 I (l • 2 j-=5)· z entonces como 3 • ci 1·o.2 y 

º? l 1 · 2 J:5 , se t!!ndr.1 ci 1 1 z . Por lo unto decreuiret!Os 

o 2 1 z -(l + 2,[:S)· z ;; O(mod 3) 

31 l z - ( l • 2h) ·z l! O(mod 7) 

! 2 1: - ( l + Z!=Sl ·z : o(mod 7). 

O -zFsJ · z· ( ~t lOyJ •(y - 2x.~ 

(l • zJ:"S) · z • { ~ · lOy) •(y .. h~ 

1 '1!1r lo u nt.o 



CUBO 7 

ca1 ! t- X '" y~ O(lllCld J) 

0.2 I 1...., X - y !! O(mod J) 

a 1¡ z - x + Jy ! O(mod 7) 

Bz1 t - X - Jy ! O(mod 7) , 

Veu.>s el cca.por~lento de estos f11ctor l!S resp!'tto de prod\Jet:os. S.an 

Z • X + Y .J7S , z1 • x1 + Y¡ j":5 . Entonces 

- (K +.y=. O 6 x1 + y1 =. O(cnod 3) 
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de111,11.era que ci1 es un factor pr 1llO, en sent1do de la d lvh1bl11dld, 

Lo 11\s.a:i se verifica con a 2• s 1, s2 . Repasando 16 factortuct6n dt 21 

se t1ene Zl•a¡·~·B¡• Bz , yadm.!s 

-,1••J="S 

0 11 4 -J:S 
ª111+ 2.f:S 

· a,11-2,¡-:r 

•i l"JS 
•,1•·-JS 
a1 1 1 +2.r:5 

a, 11-zrs. 

(1 + 2 .;:5)(1 - 2 j:S¡ • 1°181)(º2821 

(4 .. j:'S)(a - j:S) • (o.2B1)(ª1ª2l . 

L• factorltu:tón en producto do factores pr1111!)S ldtales qvirda ruta.ble-
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~:9•l· l • aj ·oz 

• · 1>·F5J11-J:s1. 

O.da qi:e 1 I 2 ~ rs ' ª1 1 2 - rs se s i gue que 

d• lllo!Ml'i ~r rl cuadrado del factor 1deal o. 1 (y lo mi smo de a 2 ) es 

're.al• o lü ts un elC!manto de ?l[.,¡:-s¡ . De la teorfa de Kl.lll'll'er se si-

911e qu t r.iira todo factor 1dee 1 o os a 1 un facto r rea 1, o sen un ele­

aonto d.e :zlr-'Sl, 

tn 11 du.arnillo gene r11 l dt! nürooros !denlos Klll!Tlltr descubrid qn para 

cl1rto1 domlnlo i 11um6ricos axisto un nümero natural denotado universal-

.,.nC..pGI'" h , l1 U111doel númo rodeclases con la prop i edad que, ~ra 

ti:>Co fu t:OI" ldul a se ve rifica que ah es un factor • real• o su un 

1lt111tt1U1dtldo.lnlo, Para 1Z.IJ:5i ostonUllW!roes prech<lm!'nteZ. Pa­

r• ~11 ute n~roes l. deb1doa que en estedocnl nlo no hace falta 

1ntrodvcl r f1ctores 1dc11 les, pues ZZ(l) esund01111niodefactortzac i 6n 

Cinte.a. íltf lllc.l\1rd Dedek1nd quton retomó h obra de Kulllll!r y generalizó 

uu IOir:u p.irl desarro llar una teorf.l general de nUmeros a l gebraicos 

~cp.iDllcdt:11e l fam:;isoS upl1!111ontode111brodo01r l chlet : Vor\esu119en 

~Z.d1lt111Ator 1e( l86J).Unodoloslogrosesenc111lesdeD~eli:lndfue 

~r 'rt:tlldld. 1 los fac t ar os Ideales de Kurrmer . Veamos esto p.a ra nues­

tn 1l twc: t 6ri p¡rttcul ar de 11. l /:sl ., Cansl der e111;1s e l hc: t or ldul o1. 

lfe::cu Thto qut s1 l • ~ + "j rs entonces a l 1 Z - X ~ y ; O(i.-od 3) • 

O '*-'· a, I : 11 y 1610 s t pora a 19ün entero k , 

= • 1 . l k . 'J rs. Jk t (-l ~ rsi'J 
,.,,_Jo ~.!i UI ~t denot11mos con ¡J , - 1 t,/":5> la tot.1 11da d de c:oi:ol11e· 

c lOo1it1 C:O':l coe f l c l entcs en "l1.. 

n · {·l ·/:SJ1 
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se th!nequ Cl, · l •,/':"s1 • {z e:iz¡.[:51 Ja 1 11! 

Sigu i endo su clhie:• dtf1nic1ón de niloalro rea l coino subconjunto de mi­

maros r1clon1lu, Dedek 1nd def1ne e l factor tdeo l 1 • ~ : • e l,-l + ·: -5 ) 

El subconjunto! tiene lasprop1adadn 

a,b e t - 1 •be J 

a e 1 , b e A - a·b e: 1 O a 1 . 

O su l es un ~como lo l \a111ara Dadekind y cor-:i s1 en:udh l'loy 

encu1lqu lercuno d1 Al gebra 11. Todoe le111&nto z eA 01fl~ 1M1 l dul , 

a saber i. totalidad , des1!tnade por < z ) , de todos los ajlttolos de 

z en A : ( z ¡ • {k•t I k e A}. 

La teorh de la dt vh i bl11dad se roaltza ahora en tl1ralnos ldu lu y el 

hecho funduienta l de la t eorla de Oedoldnd u que en d011lnlos nl.llllfr l cos 

vale un teoreoia fundamental do la Arlt11111tic1 rt l a t tvo • la hctorh.ac1ón 

única de tdules en 11roducto de ldealos pr1rn:is . Los r-utantu httoru 

ldeehs 112,a1,s2 se traducen en los Idea les: tti • ll , l + ,/-:S>, 

s1 • <7,-J+.j"':5> •<7,4 +J:5>, e2 • <7,3+Fs>. 

8. Ideales. Sea A un ant11 ocon~tat1vo con elem!nto neu t ro l fO. Un 

~enAutodosubconjuntonovacfo 1 conlu pr ooled1de.ss19ule!!_ 

x,y e 1 - x • y e I 

'Je 1 , x e A - y·• e 1 

o SH 1 u ctrrado respecto a la SIJl\O 'J producto por 1l~nto1 de A . 

Se s1C}\/e dt h dtfln1c16n que p!lra todo ldHI 1 de A : O e 1, 

'J E 1 - -y E 1 . 

El tJpt1lo ah 1h:>p l e de Ideal ruulta de t ... r un elt"-"111\tO a E A y 

foriir.1r la totalld1dda in.lltlplosda 1 tn A . Eicrtbtl!Os 
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M~s generalmente podemos tomar una fami 1 ia finita a1 .a 2 , ... , ªm de 

elementos de A y formarla totalidad de combinaciones l inea l es 

con coeficientes x1 e A . Es sencil l o verificar que obtene'llOs un 1dea l 

en A que denotamos con t a1, • . • , ªn) 

Decimos que es e l ideal generado por a1, .•• , ªn • 

En el caso <a> dec1mosqueesun1dea 1 princioal. 

El anillo A sedice aidea lesprinc1oa lessi todo1deal espri11cipa 1. 

Hotar que O : • <O> , A = ( ll , son ideales que denominarros trivi al es. 

Dejamos a cargo del lector probar que A es un ~ (o sea, tOdo 

elemento no nulo es 1rivers1ble) sfysólosi A poseedosünicos idea -

les ( .. los tr iviales ). 

L Probar que en '11. todo ideal es principal. 

ti. Probar que en R. , <a> e ( b> .. b 1 a . 

i 1 i. Sean a y b e A . Probar que <a¡ • < b > sf y sólo si existe 

ueU(A) talque a • u·b 

1v. Sea J un1dea l de A. Probar que I •A sfysólosi 

~ ~ U(A} n A . 

v. Sea K un cuerpo y sea A ~ ~ Xl . Probar que todo ideal de Kf X! , 

es princ i pal. 

vi. Sea A • 121 Xl e l anillo de polinomios con coeficientes enteros y 

sea 1 la totaltdaddepo l lnomiosen ilixJ delafonna: 

an Xn+ .. . + a1x+a0 ,con a0 entero par. Probar que [es un 

ideal de A que no es principal . Probar que! • (Z,X> 

vii . Sean A y A' anil los conmutativos con identidad. Un morfismo de 

A en A' es toda aplicación f : A - A' que satisface 

f(x +y) • f(x) +f(y) 

f (x•y) • f(x} •f(y) 

f(l} • l 
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x,y e A , 1 denota ambas 1dentidades. 

• Probar que Nu(f) • (x 1 x e A , f( x) • 0) (Núcleo de f ) 

ldealde A. 

·Probar que f es1nyectivos1ys6losi Nu(f) •O. 

Sea para cada ne 1i, iz.n : el an111o de restos rn6dul o n . 

• Probar que f : iz. - 7l11 def ini do por f( a ) • resto de a en la 

di'lisHin por n y que denotamos ¡ , es un morl1snr> s obr-e , cuyo 

núcle o es el ideal <n> del!IÚlti pl osde n . 

·Probar que 7l11 es un anillo princi pal. 

• Probar que iZ11 es un cuerpo sl y sólo si n es un número primo, 

lln i deal PenAsedice~si satisfacelucondiciones: 

pl) P ~ A 

p2) x,y e A • X•Y E p ... X e p 6 y e p • 

EJerdcios. 

1. Pl"Obarqueen ll.,unideal P espr imsf y s6los1 P•O 6 

P• <p> ,con p prinr> . 

11. Probar que un anillo A esundOllllnio (osea l•y•O en 

A - x •O 6 y • O) sf y sólo si O es Ideal prlm. 

111. Sea A un dominio de hctorizac10n úni ca. Probar que un elemento 

a e A es priflll {o sea p l ·1.-y en A s f y sólo s1 p 1 x 6 

p 1 y) sf y sólo s1 el ideal < p > es priflll . 

1'1. Sel A un dom1n1o principal. Probar que todo ideal pri mo es INIX1-

mal (esdetlrnoex1steningúnidea1 l '/ A quelotontengapro­

phmente). 

Anillo cuociente. Sea A un anillo tOMIJtativo y sea l un Ideal de 

A. Para c1d1 a e A denotamos con ¡ al subcon junto de A : 
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o sea la totalidad de elementos de A que son suma de a y un elemen­

to cua l quiera de A. Notar que ¡ • 1 - a e J. 
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Esút1l pensar que ii esel"trasladado"de 1 por a. Denotaremos 

por A/ I latotalfdaddeesossubconjuntos quellanarernosclasesse-

9i!!..:.._l. Estasclasesnosonotracosaquelasclasesdeeguivalencfa 

de la rehc16n de equivalencia en A : :t - y• :t - y e 1 . 

La aplicación f: A--A/T definida por f(a) • ii, la lla~reiros, 

aplfcacf6ncan6nica. 

~.SeaA • 'll.yseal • <n>.Entonces'll./n>constade l as 

clases : 

O• {k·n 1 k e;¡z} 

I • {k•n • l I k e7l} 

(n:-T) • {k•n + (n - 1) 1 k e;¡z}. 

S1 n•J setienenlasclases 

0•{. .. ,-6,-3,0,3,6, ... } 

l•{. .. , -5, -Z, 1,4,7, ... } 

2 • {. •. , -4, -l. l. 2,5,8, ... }. 

El conjunto A/T hereda una estructura natural de anillo definiendo: 

ii·li:•M. 

Es Importante seftalar que se hace necesario verlf1car la "buena defini-

ci6n " de estas .operaciones. En efecto, la clase ii no esU unfvocarnen-

te determinada por a pues ¡ • a1 s1 y s61o si a1 • a + i , con 

1 e 1 . Por lo tanto á • á1 y 6 • 61 , habr.J que verificar que 

Verif iquemos la segunda. Sean entonces a1 • a+ 1 , f e 1 , 

b1 • b + 1' , !'e J . Ser.J suficiente probar que a•b - a 1·b1 e I . 

Pero siendo I un ideal esto es una simple ver1ftcac16n: 
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y los tres ültfmos sumandos pertenecen a 1 Que las operaci ones asf de­

f i nidas confieren a A/I una estructura de anillo es una veri f1cac f6n 

lmiedhta. Obtenemos entonces sobre A/ I la estructura de anillo cuo­

cfente. la aplfcacf6n canónfca f: A - A / les ahora un~ 

f(a + b) • i+b'" • a + 6 • f (a) + f(b) 

f{a·b) • i7b • i •6 • f(a) · f(b) , 

Notar que f(a) • .i • O-.i • 1 - a e 1 por l o tanto Nu(f) • 1 . Hemos 

puu realh:ado l como nUcleo de un 1110rflsmo. 

TEOREMA. Sea P un ideal de A . El .millo cuoc1ente A/ P es un domi ­

nio de Integridad sf y sól o si el ideal P es pr.fmo. 

~:A/Pesun dominiodefntegrfdadsfys61osf 

¡::y. ¡¡.y. o .. ¡¡. o 6 ; • o 

sf y sólo sf 

x·y e P .. x e P 6 y e p 

lo cual equivale a decir que P es un Ideal pr imo. Veamos ahora un 

teorema de isomorfismo que es una herramienta bhka para trabajar con 

anillos. Sea 1 un ideal del anillo A , sea A' un anillo conmutat1 · 

voy sea g : A - A' un morfhmo. Sea f : A - A/ r el morfhmo can6· 

nico. Se trata de saber cu.&ndo es posible def inir un rrorfismo 

h : A/ l - A' tal que g • h• f , o sea tal que el diagrama 

A/! 

set co11nutativo. Se debe ver- if1ca.r entonces que par a todo a e A , 

h(f( a))•g(a) . 

COll'CI todo elemento de A/ r es de la forma f(a) , a E A , es c iar-o 
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PAG.110 CU B G 7 

que si existe h debe cumplirse que h(f(a)) = g(a) . ¿cuál es el pro-

blemaentonces1El prob•lemaesotravez,debuenadefinición. Oebesa ti!. 

facerseque 

f(a) =f( b)'"g(a) =g(b) 

a • 6 .. 9(a) = g(b) 

a - b E ¡ .. 9(a - b) =O 

X E i • g(x) = 0 

osea, f i nalmente 

I e uu(g) 

Si pedimosesacondici6nentoncesest.igarantizada la buena def i nición 

de h Verificar luego que h es roorfisroo es trivial . Supongamos en-

tonces que se verif1que esta condición. Calculeme>s el núcleo de h • En-

h(f(a)) •O • g(a) ,nosd1ceque 

Nu(h) •{f{a )j aE Hu(g) ), 

o sea la imagen de Nu(g) por f . En particular tlu(h) "O sf y sólo 

si 11u{g) m l . F1nalmente observamos que h es un epimorfismo sf y s6-

lo si g loes. Reun1endotodosestosresultadossetienee1 si9u1ente 

resultado fundamental: 

TEOREM. Sea el diagrama de ~ni llos y morfismos 

A ___1__'} A' 

A/\ 

Existeunmorflsmo h :A/1 -' A' tal que h·f= g sfys6losi 

IC 11u (g), 

i i. llu(h) • f(Nu(g)) • Imagen por f de Nu{g) 

iii. hes inyectivo slysólosi tlu(g} = ! . 

( 
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!v. h es epfmorflsmo sf y sólo s1 g es epfmor fhmo . 

h : A/ I - A' es un lsomorfis!llO sf y sólo sf Nu(g ) • I y g es 

unep1morffsmo. 

Este punto v. nosfnteresapart1cu\annente,pues caracter-iu las1mige­

nH de A por morlhmos . En efecto, nos dice que s f g : A - A' es un 

ep11110rf1smo entonces A' es tsomod'o al anillo cuociente A/ Nu(g) . 

Este es un resultado ll'l!Y Importante. YC!lmos algunas aplfcacfones. 

l. Sea A• RIXJ , el anil l o de polinomios reales. Sea t el cuerpo 

COll'lplejo. Sea g : A .. ( la aplicación definida por llSPK1alfzac16n 

de X por f ,osea 

Esta apllcac16n es un ep1morf1 sm. Su núcleo lo constituyen todos los 

poltn0111fos p(X) ta.les que p(t) •O . Estos constituyen el Ideal 

cx1 + l> de múltiplos del polinomio X1 • 1 • Se sigue del Teor!flll 

qu1 t es isQ'llOrfo al anil lo cuocfente de RIXJ por el ideal 

<Xi+ l> . Asf de faic11. 

Z. Sea A• 1Z(XJ y sea 1 el ideal de po11nomios con témitno constan-

te igual a un entero par. Sea A' •ZZ.2 . Sea g : A - A' definido 

por canposiciOn de morfismos 

g1 reduce los coeficientes de los po11 nomlos n'lldulo 2 y g2 espe­

cial Iza X en O. El lectorpuedeverlflcarque el nücleode ges 

precisamente 1 . Es to prueba que I es un tdeal primo. Cerno genera­

lhac10n u puede demostrar que los ideales de 7l.IX\ , generados por 

un pr 1mo racional p y un polinomio p(X) que es Irreductible md­

dulo p (o sea en "ll.P[ XI) constituyen hleales primos. Con un poco nlls 

.Se t rabajo se puede determinar todos los ideales primos de ZZ[ XI , 

ejercicio nada despreciable. 
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Ooeracionesconideales. 

Sean l,J idealesdeunanilloconlfllltativo A.Algunasoperaciones im-

portantesconidealessonlassiguientes: 

1ntersecci6n: J r.lJ 

i i. ~ I+J :•(i+Jl1eJ ,jeJJ 

i ii. producto I·J :" {! lr,jr l 1r e 1 , jr e JI . 

En 1i1. se tonan todas las S\illlaS finitas 1ndicadas. Es una simple ver1-

f1caci6n que 1as operaciones def1nen ideales. En todos los casos las 

operacionessonasociativasyconmutativas. Paralasumael 1dea1 Oes 

elemento neutro: l+O • I. Para el producto el 1dea1 A es elemento 

~:Sea A"'!i. y sean l"<nl, J"<m>.Entonces 

t n J "([n,ml > , 1 + J "< {n,m)> , I•J • < n·m> . Dos Ideales l,J 

se dicen coprimos si l + J • A . Equivalentemente, si existen 1 E l , 

je J tales que 1 + j • l. 

Una fam111a finita 11, .•• , In de ideales se dfce copr1mos de a dos 

si Ir + ! 5 • A , si r ~ s • 

Probamosahoraunresultadoc13sicofundamental,út11 para hallar laso-

lucHin s111lllt.'inea de ecuac1ones de congruencias. Para el caso de A •l 

esteresultadoseremontaal perfodoentreel cuarto y el séptimos1glo 

denuestraeraenqueloschinoslout1lizaronparahallarel perfodo 

comündefen0menosastron6micos.· 

TEOREMA CHINO DEL RESTO. Sean 11, .. , In ideales en A copr1mos de 

a dos. Sean x1, .. ., xn en A. E:dste x e A tal que x: x1(irod I;) 

para todos los i. 

Oemostr.ici0n:S1 n • 2, se tiene 

Por lo tanto x • x211 +x1 f 2 resuelve el problema. 

Sea n ahora a2, ..• , a11 E 11 , b2 E 12, ... , b11 e In tales que 
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El prod1.1t::to 

est.iconten.idoene'\ 1dea•l 

Por lo tanto 

Utlliundo el caso de dos ideales existe Y¡ e A . t al que 

yl: l(mod t 1J 

Y¡ : O(mod 11~.z 11) . 

An!logamenu utilizando la ll{p6tes1s lnductfva existen 12 •... , Yn 

tales que 

j -12. 

j ~ J • 
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El elemento x ~ XÍY¡ + XzYz + ••• + xn1n tie ne las propiedades pedidas. 

El teorell\l queda demostrado. 

Para A• ZZ se t1ene ·la s19u;lente fon11.1 1ac16n. Sean m1, ... , m0 ente ­

r os coprimos dos a dos , Sean x1 , ... ·, x0 enteros cual esquiera. Ex·i s t e 

entonces un enter.o x tal que x =· x1(mod m1J , para todo i :,, l, 

Adeir.lis, en el intervaolo entero [ O,n1ni1) hay una üntca soluci6n. 

Apl icación: Sean ll' ... , 10 ideales de A , coprimos de a dos. Sean 

A/ Ir 1osan11loscuoclentesrelatiYosaesos ideales. Formerrosel an.O lo 
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producto 

con operaciones componente a componente. 

Sea f : A - ll la aplicación definida por 

Es inmediato verificar que f es un 110rfismo. El Teorl!l!ta Chino del Res~ 

to dice que fes sobre. El núcleo de fes obviamente la intersección 

de los ideales Ir . Según el teorema de isomorfismo se sigue que 

A/ n Jr es tsomort:o a n~ ., 1 A/ !r 

Por ejemplo si ne rl, Pi primos distintos, 

set1eneel lsOOJorfismo(deanillos): ... 
" '1 

P¡ 

Ejercicios: 

l.Caracterizarlosanilloscuoctentes: ll!iJ/<Jl, i'Z[iJ/tS>, 

i'ZI i1 /< 3 + 21 l , i'ZI i1 ;e 2i l , 71(11 /(l + ; l 

2. Sea q E i'l, primo de la forma· 4m + J Caractertzar i'l! ij / < ql . 

3. Sea q e i'l primo de la forma 4m + 3 . Sea z "a +ble ZZl i] 

Probar que zq:i:(modq) . 

Sea 1 un Ideal de A .,zz1r-s1 , 1 / O. Si x e 1 , x ~ O enton· 

c es N(~) / O es un entero en ! , por lo tanto 1 n 'il.. • <a ) , a I O 

es un idea l en 7l Se sigue que si me l n ll entonces a 1 m . Se 

tien e entonces la inc ll usión <a> e 1 . 

( 
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Sea ahor.i b miximo divisor con..ín de todos los y E 1J. con 111 propiedad 

que U 1ste X E ll COR ]¡p, propiedad X + y rs E 1 . ffotar que la tOta• 

\1dad de tales enteros y , es un ideal en 11. , por lo tanto el mtsm 

es 9enerado por un elemento b , que tomaremos ademls pos itivo . Se s i -

9ue entonc!s que 

AderMs, dado que a E 1 , 1 /-5 E [ y por lo tanto b 1 a . 

Sea x + t:V:S e 1. Si K • a•q + r, O ~r < a entonces 

x+ b.,f75 • x - a•q +b.(:5 • a•q + x+ b..{":se 1 

Aden.is r + b rs E 1 • -Sb + r ,/':5 - b 1 r . 

Por Jo tanto hemos deteminado enteros b,a,r , no negatlvos con las 

propiedades b]a, bl r . 

~: Todo e lemento de 1 se escribe en fonna unfvoca en la for-

m1 + n(r + b j:'S) , ra,n e 1J.. 

~:Esc.laroque J#.m,ne1J., ma • n(r•bJSJeI .Sea 

recfprocamente, u + v J:5 e I . Sea v • b 0 n , n E 1J. , se t1ene 

u + v ,;:5 • u - nv + n( r + b .¡:5¡ 

y por lo tanto u - nv e 1 n ll., o sea u - nv • ma y pod!tnOs escribir 

u+ v .¡ -5 • rna + n(r + b f.s¡ , 

Adelrl.fs 11'11. + n(r + b J:'s¡ • m'a + n'( r + b ,f:s¡ , m,m' ,n,n' en lZ 

t11pllcan (m- m')a • (n ' - n)(r • b.f:Sl 

o sea (n ' - n)b •O, o tarrtdén n • n ' y m • 111 ' 

Heiros probado entonces que el tdeal 1 posee uii s is tema de generadores 

fOl"NdOS por dos e l ementos a E lZ y r t b rs . 0 sea 
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Loselementosa,r+bj7S1osllamareJ11Jsgeneradorescan6nicosdel 

ota.Jrtii énque<a,r+b/:"Sleslaexpresi6ncan6nicade11dea1 ¡ 

Observación: El tdealesgeneradopor a 'J r+b ,;-:5 sobre ll,es 

dec ir utiltzando coJrbinaciones enteras de a y r + b J'='"s . Hay por 

lo tantounabusodenotación. Por eje~loel ideal 1 • <l +../-s>, 

es un ideal principal generado por 1 + ,¡:5 . Consta de todos los rrúl­

tiplos de il +F-5> en ll!Fsl . Su forma canónica es <6,1 +.;:5>. 

c.aractericeJ11Jslosldea lespriJ11Jsde ll(JS'J .Sea P • (a,r+b,/75> 

un idea l priroo en llív"'="SJ , P 1 O . Entonces P nll • < pl , p pri-

J11J >O , pues zz.n P es un ideal priJllJ en ZZ.. AderMs 

N{ r +bj:S) • r 2 + 5b2 :: O(JnJd p) 

por ser un elelll:!nto de P n ZZ.. 

Pues to que b l p,ttaydosposibilfdades b • l 6 b•p. 

St b•p entonces p .. (p) ,pues o¡r. 

St O • 1 entonces r 2 + S:: O(JnJd p) y -5 es residuo cuadrático módu­

lo p , o sea, ut11izando el sfmbolo de legendre (=tj • 1. Recíproca­

mente suponga111Ds r satisface r 1 + 5 : O(mod p) . Afinnarros que 

< p,r + ../-5> es idea l priJnJ en ll{f-Sj 

A este fin sea f : l-.!='°51 -llp. el J11Jrfis1110 def ini do por 

f(x + y J='i)¡ ~ X - y.¡: 

donde labarrasuperiordenotalaclaserródulop.Notarquelacond1-

cl6n r 1 :-S(JnJdp) indica que ¡: 2 • -5 en llp. Es claro que 

PcNu(fJ . VeaJnJs que P • r1u(f). Sea f(x +'JFsl • i - ;.;. • O. 

Se sigue que X • yr + pt , por lo tanto X + y J5 • pt + y(r + rs) € P . 

ConcluiJllJsque P es un idea l primo.Además 
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Sea p primo impar posi.tivo ta l que (=#} = ·l Afi~ll'Cls que el ideal 

pr i nc i pa.1 P m { p> es primo. Repitiendo e l razonamiento anterior, sea 

ll (u) el ani llo formado por los pares x + y · u , con J.,y en ]lp y 

u un s~mbo'lo con la propiedad u: = - 5 (e sta construcci 611 imita los 

númer os compl ejos, pero sobre el cuerpo llp) . El hecho que en :zzp la 

ecuac16n x: + 5 e O no admite soluc i ón implica que 7lp(u) 

po. Si deflnimos e l llllrflsmo f : z¿[.J:'"SI -11.p(u ) por 

f()(+y.,,r:5) mi +j•u 

veri ficant0s Ucilmente que Nu( f) ~ P , l o cual derruestra que P = < pl 

es un ideal pr imo. 

Se tiene e11tonces que los ideales pri mos de 7l!,/:sJ 

i. <p> , p prirro >O , p ~ 2,5 con (=!] m -1. 

il. p primo > O, ( p,.r + j":S¡ , con r 1 ;:; -S(mo<I p) . 

En i i. figuran los ideales < 2,1 + J.S> y f J-S> . 

Un Corolario de esta chs1flcaciónes que todo Idea l pri rm de 2'Z! /:sl 

essna11.imal . En ef.ecto, un ideal P de un an.1llo conhlitativo A es 

11111xi111al s1 y s6lo si el anillo cuocient e A/ P es un cuerpo. 

i. Sea p " J. Dado que ri : - S(•mod J) ad1nite soluciones r • l y 

r • 2 . Por l'o tan.to se tienen l os i deal e s Pe (J,l + ,;:5l, 

P' c (J,2+ .,¡:5>. 

Est os idea les son dist i n1los . En efecto, P • P ' impl ica que 

l • 2 + .¡:5 - (l + j:"s) E P 

calculemos e l produc t o P•P' 

p,p• m(J,l+Fs) •(J,2+ J"=5)c 

.. ( 9,6 + 3 ;:s. 3 .. 3 rs. - 3 .. 3 .;-:s) 
c(9,6+J.;-:5, ) , -J +Jj-:5 ) c ( J) 

Esto nosd.icequeel i dea l pr incipa l Jsefattor iza en producto de 
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ideales pr imos < 3) • P·P' 

ii. p • 7 • Dado que r 1 ; -S(mod 7) admite soluciones r • 4 , 

r • 3. Porlotantosetienenlos ideal es Q•<7,4+,/:sl , 

Q' • < 7,3"" J.5) , y satisfacen < 7J • Q•Q' 

Con P, P' ,Q,Q' obtenemos lafactorizac ióndel ideal principal 

<21> en producto de ideales primos ¡21J • P·P'·Q·Q' y esto nos 

servirá para recompliner la factorización única, pero en producto de 

~primos.En efecto 

P·Q ' a (J,1+_;:5H7 ,3 +..N> ~ 

• <21.9 + 3.¡-:5, 7 + 7_¡:5 , -2 + 4):5) 

,, ( 21.-11. rs. 7. 7 ,f-s) . ( 21 . -22 + 2 rs. 1 • 1 rs) 
• ( -l + 2 v'-5) 

· <1-2f:si. 

An~logan'ente 

P' ·Q • ¡} + 2./=5l 
P·O• í4+/=5l 

P'•Q' •(4-.J=S) 

Por lo tanto la factoriz ación 

<2ll•P.P'.Q•Q' 

¡3¡.(7)• (P·P')(Q•Q') 

<(1 + 2 J.:'5)) < {1 - 2 j°:Sp ~ (P'.Q)(P·Q') 

((4+.j:"S)><(4-rs)> • (P · Q)(P' ·Q') . 

El ideal primo P • ( 2,1 + F-s> sat1sface P1 • < 2> . Igualmente 

el Ideal < j:S) es p~;mo y sa.t isface ·c,f:5>1 • < 5> 

TEOREMA . Sea l • <a.r + bJ'=5> y sea!' •<a,r - b J -:S , Entonc es 

J·J' • <dl , con de: r1 v o . 

( 
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Dernostrac f6n: Escribamos a • ba' , r • br' . Entonces 

l • l' • <b1 > (a',r' +J:'S> <a',r' -..[":5> 

•(b'l<a' 2,a'r' -a·V:S.a•r• .. a• .,/':5, r ' i + 5 ¡ . 

Puesto que <a',r' +.J:s>·<a',r' -J:s> C(a',r' +fs> se si gue que 

r ' 1 + 5 es divtstble p.or a' y entonces lo anterior es Igual a 

•tb11<a•1ta',r' .-(':5,r+j':S,r' 1
1 •s 1 

Probe1111s que el ideal J •<a',r' - V:S, r' +,;-:5, y > • <l > • 

.¡z¡J-5¡ 

Hottnos que Z F-s e J y por lo tanto 10 e J . Por lo tanto J con­

tiene al n1b.tmo cmnún dfvhor (a',10) . los valores posibles de este 

ll'Cd son 1,2,5,10. 51 es l nada hay que probar. Sea entonces ze J. 

Entonces r' 1 +5•a' ·Z·h•4h' ,pues Z l a'. 
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Sestgueque r' es lrnpar.Porlotantorn6du\o4resulta l+l : O(rmd4) 

una contradtcc16n. Sea 5 e J , se tiene r' 1 + S • S·•' •t • 51 .11• 

pues Sja'. 

Pero Zi"'EJ , y es asf dhhfble por 5. Entonces 51 dlv!de a r' 1 , 

Loanterlord1ceque 51 J5 ,un absurdo. 

Sea 10 e J. Otra vez escriblrros r' 1 +2 • 101 -h , de donde se s19ue 

que r' es l rnpar.H6dulo4nosd.11unacontrad1cc16n.Conclui11Usque 

1 e J y hemos probado que 

¡.¡• •<bta'>•<ab>. 

COROLARIO FUNDAMENTAL. Sean 1 e J ideales, J ~O . Exhte un tdea\ 

8 talque l•J·B. 

~: Seade1L , d~O,talqueJ.J' • ( d ) .Porlotanto 

l·J' e Cd > . 

Moteros que para cualqu1er anillo A , y de A , la apl1cac16n 

A - dA , lflllt1p\lcac16n por d , ap11ca b1yect1vamente los 1deal es de 



PAG. 120 CUBO 7 

A en ideales de A contenidos en dA. Por lo tanto I •J' "< d>-B 

con 8 1deal en :IZ(.;:5J . Por lo tanto 

<d>-! • l•J•J' •<dH•J 

pero ¡z¡,¡-:-5¡ es un domin1o de integridad (1!1Jlt1plicar por d JO es 

unaapllcac16n1 nyectiva). Concluhnosque [ •J•B. 

OEFlNICION. Sean I,J idea les. Oec iirosque 1 divide a J, IIJ, 

siexisteun1deal 8 talque J • I·B. 

El Coroia.rlo dice exactamente que: ! e J - J 11 . 

COROLARIO. Sea P un ideal ~rtmo y sean l,J 1deales. Entonces 

Pjl·J-Pjl 6 PIJ. 

Oe111Dstraci6n: PII·J-I•JcP-rcP 6 JCP-PII 6 PIJ. 

TEOREMA. Todo Ideal I J O es producto de ideales pr1iros en forma unf-

OeoostraciOn: 51 I es un ideal rreximal de m:J:sl entonces 1 es 

prim y nada hay que probar. Sea P1 un ideal max1ma1 (luego primo) 

quecontienea 1. 

HOTA. Ya probamos que todo idea l primo es maximal. Adem.is todo ideal 

[ J O esU contenido en un idear maximal dado que e l anillo cuoc1ente 

zz.Ir-5]/lesunantllof1nito.Oejaroosacargodeilectorprobaresta 

af1rmaci6n. 

Sea entonces P1 un ideal primo tal que 1 e P1 . Entonces existe un 

1dl!al 11 tal que l • P1• 11 . Podemos repetir el razonamiento con 

11 yobtenerunafactorizac16n I•P1 ... pk.[k con Pi ldealespr1-

mos . Se trata de ver que el proceso no puede segutr l nde fl nidamentl!. 

Parae l loforme1JWJsel ideal ! ' • Pi ... Pk•!k ,con !• I' •<a> , 

P¡'Pj • ( Pt > , lk· fk • < d> . Multipl tcando obtenemos 
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Dado que a posee s61a un número f1n ito de oivi sores queda probado que 

el proceso de factor1·zac16n de [ en producto de ideales primos es f1-

nito y esto prueba que todo ideal 'JO es producto de ideales primos. 

VealllOS la unicidad. Sean P1 ·P2 ... Pk • Q1 ·<l2 . .. Or , con P 1.0j 

1dealespr1inos, Entonces P1 ::io1·o2 .. Qr y debe verificar se que 

Q1 e P1 para a1lgún tdeal primo o1 Dado que tGdo ideal prill'IJ ;. O es 

rraxilnal conclu~mos que P1 • 01 . Muolti plicando por Pi y cancelando 

resul ta 
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P2 ... Pk•Ql ... Qj ... Qr 

donde 1 ind1caquehayqueomi•tirel fndice .Razonandoahora induc­

t 1vaJrente concluimos que k - l " r - 1 , o sea k • r y salvo permuta­

ción los ideales P1,Q1 son los mfsMOs . 

llein:>s demostrado entonces l a validez de un Teorema Fundamental de la 

Aritmética para ldeal'es, Puesto que los elementos de zz¡.;:5¡ se pueden 

ldenti f1car a ideales pr1ndpales, esta teoda gener aliza la divisib111· 

dad ordinaria, perot1enedebuenoqueagrega lafactorizaci6núnlca. 
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10. APENO !CE. 

Vamos a analtzar más cuidadosamente la introducci6n de fac t ores ldl!lles 

en lZ{ /:si , disponiendo ahora del material precedente: 

Va.mosacaracterizare lani11ocuoc iente1Z!J:50 3 ) delllh por 

el i deal generado por el .elemento J. Para el lo buscamos una imagen homomor­

flca de 1Zl /Si conveniente. Sea A el anillo de pares ordenados 

(x ,y) e ?Z3 ~ i'Z3 , dotado 'de suma y producto ~en los números comp le­

jos ordín;i.rios pero con la variante si guien t e: Escr i bimos (ll +ay) en 

l ugar de (x,y) y se satisfacen: 

x+(ly • x' +(ly' X• )( ' ' y• y' 

(x +ay) ,¡. (ll' +ay') • (x + x' + (l(y •y ')) 

(x + ay)(ll ' ,¡.ay') ~ (u' + yy ' ., (l(x ' y • xy') 

Notar que ai • l . 

Entonceslaapllcac16n 

¡z¡.í-5j~A 

x+yrs~X- '/.Y 

es un ep tmorf1smo cuyo núcleo es preci samente e1 ideal ¡ J ) . Dejamos los 

de ta 1 les de verif1cac1~n a cargo del lector. Llamando e1 • Z • a 

e2 • 2 - a en A , resulta que eJ ~ e1 , e2 2 e2 , e 1e2 2 O , 

e1 + e2 • l . Esto d.1 una descomposición de A en suma di r ec t a 

zz3e 1 @ zz3ez de cuerpos isomorfos a zz 3 . 

Calculell'IJs ~ - 1 ( 7l3ei) • s 1 t • 1, 2 , . 

Entonces si Z • X +y rs E 1Z[Fsl 

es anu lado por e2 , osea 

( 
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Entonces 

O • (i + aY}(2 - a) • 2i • 2aY - o.i" - Y 

• (2i - Y) - a( -Y + Zi) 

2x ;; y(mod J) . 

Jl • {x+y-N ¡ 2x :y(J) ) 

•{X+ Yv':sl X :; -y(J)} 

• {y(-1 +.;:5) + Jt 1 y, tE ZZ I 

J2 • JZZ + (1 +/:S¡zz 

lkla ver fftcacflln nos muestra que 

y tstodl otra lntroducción .de hctores 1dHles. En esta caso se trata con­

CrttaMtnte de Ideales. 

El ani llo ZZ( pJ de enterosdeE!senst eln . 

Se trata de l an111oobtenldoadjuntandoa zz un& r•h cúbica pr1111ftfv1 

o de ll un1dad. O sea p satisface 

pi + p +l•O , 

Los t lenntos de zzr ol son de la forma a + bo con a , b E ZZ 

Este anillo no es otra cosa que 1l 1ntllodeenta.-os et. h txtensl6n cu1 -

dr.ltfc.a Q( /':]) , Dado que -J :! l(m d 4} los enttros de Q(.f:j¡ 
los nlftros de la forma 

••b1# a ,b E lZ 
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o tambi én 

~con a,bE'lJ.., a:b{mod2). 

Oadoque p •~yp2 • ~esU:nen'll..[ o) esclaroque 
estos an il los coinciden. 

Sea z •a+ bo e 'll..[p) . El conjugado de z es Z • a+ bP Se define 

l a noroa de z por 

yse ver if1 canl<lsprop1edadesdelasnormas 

H(l)•l. 

Puesto que a1 - ab + b2 • (a - b) 2 + ab se s igue que N(z) !. O y 

es • O - z • O. 

Las uni dades de "ll. [ pJ est~n caracterizadas por la propiedad N( z) • l . 

Dejamos a cargo del lector ver ificar que llay en total 6 un h lades . a saber 

Pude-nos ver que 'll..[o) es un domln1o euclfdeo v1a la norma, CotrJJ ocurre 

en 'll.. [ 11 . Para el lo basta probar que todo t • r + so ; r,s e Q se 

puedeapro:itt ma r,ennorm.i.,enmenosdel. 

St a ,b e 'l1.. son tales que Ir - al ~}, ( s - bl ~ t entonces 

N{t-(atbp)) • (r-a) 1 -(r-a)(s-b )+(s - b) 2 

0e esta manera va le un lema de aproximación y con e llo 1d existenc ia de 

al9or1 tl'n:l de divts 16n. Concret.:lmente 'll..[ ol es un domi n io de factoriza c tón 



e u e o 7 
PAC. 125 

Hallenos los primos de Ehenstein. 

Sea •e ZZlol tal que N(•) • p es un primo racional. E11tooc:es esU chro 

que • es un primo en 22.[ol (por la n.,¡ltipl1cidad de la 11o!"'N ). 

Su ahora •e ZZlol primo . Supongamos ti(•) no es priro racional, entonces 

N(,.)•a·b , 4> 1 , b > len lZ. Osea ñ•a•b. Entonces 1tla 6 

.-1 b . Supongams •la . Se tiene i • ;.b en lZlol . Como i es primo, 

f •u 6 b asociado a i . 

Encualqul!!rtasoses1gueque 

&•b N(•)•a2 

a es primo racional (y primo en ZZ.[ol ) . 

Por lo tanto; •E lZlol es primo sf y sólo s i 

1) N(") • p un primo raciona l, o 

11) N(•) • p2 
, p pr1rno racional y " es asociado a un primo racional 

que es primo en ZZ[ol 

EJ01PLOS: i) Sea >..•1 - o. Entonces 

N(>..) • (1 - o)( l - ii J • (l - o)( l - P~ l • 1 - 02 - o + 1 

•l 

por lo tarito >.. es primo en 11.[ ol. 

fi) 7 • (2 + Ñ)(2 - ,j:'j) con N(2 • ..{":J) • N(2 - .¡-:J¡ • 7 por l o 

tanto 7 no es primo en ZZI o) . 

1\l) 11 u pr imo en ll[pl . En efecto, 11 • z•v 111pllca que ll • N(z) 

yncrlbiendoz•~resulta: 

a1 + Jb1 ;; O(mod 11) 

[HJ • 1 ''" [HJ. [rtJ[ftl. 
1-111 -l) rlf-J • [lf-J • m • -1 . 
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1.1na contr11dicción. 

tlotar oue el razonamiento vale para todo primo p tal oue p: 2(mod 3) . 

En 11articular 2 es 11rimo en 'll. ( p) 

iv) SI p: 1{3) , entonces (=/] • 1 . En efecto , 

•I '' , "'m • ' , [f] · [';'-)[%) • -1 - 1[t) • 1 
b) •i p • <m '1 , ['t) • ['p'-)11}) • 1 

por lo tanto si .r E 'll. satisface ·/ + 3: O{p) se tiene 

(r + v"'=J) (r . - .¡-:3) • p•o 

Si p f1.1e ra primo en 'll.I p] entonces 

p/3 , imposible pues p: 1(3) . 

Por l o tanto p • z1. z2 o sea pi • N(z 1Y· N( z2J o sea N(z1) • p y 

H( z2J •p. Osea p • z1Z1 ·z2Z2 , con z1 asociado a z2 6a i 2 

En definitiva p • Z·Í , con z primo en 'll.[ p] 

v) Hotemoslafac tor1 zaci6nde3. 

3E N{l-p) • (l- o)(J-ii) " (J-p)(J-pl) E 

De ten:i ine:nos ahora al91.1nos anillos cuocientes de '11. [ p] por ideales primos 

t) lZ[ pJ /( U , donde .\ • 1 - p. Si z • a + bo E lZ(o] escrlb1mcs 

z • a .. bo • a + b - .\b y si a + b • 3·k + r , con r • O,!, -1 , res1.1 l ta 

Z •r+A · t con N(r)<N( A) • 3 

Por lo unto 'll. [ ol I ( ~ ¡ :: lZ3 

1i) Seanlospr i mosdenonr111 7, 2+,[':3 y 2-~ 
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Set1ene 

CClllO 7 : 1(3) , en el grupo iz; hay una rafz cúbica pr1m1tha de la un! 

dld, a saber 2 y por supuesto tamb1é:n 4. Ambas son rafees de la l!Cuación 

en~: 

x2 + K + 1 • 0 

Por lo tanto hay dos morf1smos ZZ.{pl - . "ll.7 dados por 

a+bp...!.l...+a+2b 

a+bo~a+4b. 

En ari>os casos se tienen ep1morfismos. 

C¡tculemos los núcl~s. Hagamoslo para •i . Es cTaro que t 1(2 + 2p) •O . 

Recfprocacnente s1 , 1(a + bp) •O entonces a+ Zb: O(mod 7) , o Sl!ll 

b = -4a(mod 7) • 

Por lo tanto 

a+~= a+6a -2a(2 +2p)(iood 7l 

a+b<!I : -2a(3+2o)(md7) 

de lo cual se s igue que a+ bt per t enece al Ideal generado por 3 • Zo , 

con lo queconclul1111s que 1\.1(.;.1) • <J•Zo>. 

An&logamenta Hu(•zl • ( 3 - Zo> . 

Motar que 7• {3• 2p)(J-Zo). Se puede ver que 

( 3 + Zo> n <J - Zo> • ( 7> 

111) Sea • un prtmo cuya norma . . tl( I' ) • p1. Entonces p: 2(110d J), lo 

cual 1• p11 ca. que en iz; no hay ra fees cUbtcas pr1•1thas de la unidad. 

l• ttando los comple'jos e11.tendemos 1IP a l anillo de par es oNlenados 

a • ba , 1 ,b e 1IP con lu operaciones ordln1rhs de los cea.piejos pero 
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conlarelacf6n 

a l +a+l • O. 

Es clar11 que obtenemos un cuerpo que denota remos por K . Definimos ahora 

ZZ.[pJ .J.....,..K 

a + bp - a+ ba . 

Dado que es asociado con p, <11(1r) •O . Ahora iji (a+bo)•:i+lia•O 

t1tplfca 

a: b: O(mod p) 

por lo tanto a + bo es rrliltlp lo de 1r y esto muestra que Nu (iji ) • (11') • 

En este caso 2'l!ol/c1r > tiene p2 elementos . 

El tje11plo cons iderado en fi) se extiende a todos los pr-imos p : l(mod 3) , 

de mnera que tiernos cubierto en genera l la detennfnacfón de los cuocfentes 

de Zl.[pJ por 1deales pr1mos. 

Elan111odeenterosde Q(,f-2) 

Se t rata del anillo zz.¡,,(:2) •{a+ b j":Zja,bell.}. 

Dejamos coni ejercfcfo probar que 

l. ZZ.[.,/:'2] es un dominio euc lfdeo y _por lo tanto un DFU. 

2. lospriirosde 2'Z[,[:2i sondelasigulen t eforma.: 

L los números ! p, con p primo racional, p.: 5 6 p = 7(mod 8) 

respecti vamente . 

!t. los enteros x +y,;-:i cuyas normas son prtmos racionales p = l 

6 p .: J(mod 8) respect1vamente 

jff. rz. 
(~: Usar hs l eyes de rec tprocidad cuadr.ft1ca supl ementari as 

y '-'¡! 
(=py • (-1) , (tJ • ( -1) , p prt,,,., ia:pa rl 

J. H411ar todas lasso luctonesonterasdelaecuacf6n y 2 +2• x1 • 

., 
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