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ELEMENTOS REGULARES DE UNA C. ALGEBRA

por.

Mercedes Fernéndez M.

Resumen. - En este trabajo se define, en el cuadro de una C‘ 4Algebra
cualquiera, la nocién de elemento regular introducido en (1] por J.P.
Labrousse en el cuadro particular del &algebra de los operadores 1i-
neales acotados en un espacio de Hilbert. Ademas, se demuestra que en
este dmbito, mds general, se puede igualmente asociar a todo elemento
regular un resolvente generalizado analitico en una vecindad del ori-

gen.

1.- Operadores de tipo n. De aqui en adelante H designara un espacio
de Hilbert, L(H) el espacio de los operadores lineales continuos en H

y A una C. 4lgebra.

Definicién 1. Sea A en A. Diremos que B en A es un inverso generali

zado de A, que se anotard B(INV)A, si BAB=B y ABA=A.

Definicién 2. Sea A en A. Diremos que A es de tipo n si existe B en A
tal que

1) B(INV)A

11) Para todo j en N, 0sj<n— (I-AB)B’(I-BA)=0

Proposicién 3. Si A en A es de tipo'n, entonces A' es de tipo n.
Demostracién. B (INV)A' y para todo J en N, 0sj<n se tiene
(1-A"")B™ (1-B"A")=0. L]
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Proposicién 4. Sean A y B en A tales que B(INV)A. Entonces son equi-
\‘ralentes :

a) Para todo J en N , 0sj<n — (I-AB)B’(I-BA)=0

b) Para todo J en N', 1sjsn = (I-AB)(I-B’A’)=0

Demostracién. asb) 0= Y (I-AB)B*(I-BA)A®

GELED) Kk, k k, k + +
= T (1-AB)B*A*-} (1-AB)B*A* = (1-AB) (1-B'*'A’*!)
0=k=) 0<Kk=j+1

bsa) Procedemos por inducién en j. Para j=0 es eviden-
te. Suponemos a) demostrado para j-1 (1=j<n). Entonces aplicando la

hipétesis de induccién :

A8 (1-BA) = T A'B'TI(1-BA) - ¥ A'B'TM(1-BA)
0SKkSj+1 0=ks)
= ¥ (A""B'-A'B"") (1-BA), porque A(I-BA)= 0
0=ks)
= -y (A'(1-AB)B' ') (1-BA)=0
0=k=)

Aplicando la hipétesis (b) obtenemos
(1-AB)B’ (1-BA)=(1-AB) (1-B’*'A***)B’ (1-BA)+(1-AB)B'*'AY* 18! (1-BA)=0. =

Corolario 5. Sean A y B en A tales que B(INV)A, entonces son equiva

lentes :
a) Para todo J en N , 0sj<n (1-AB)B’ (1-BA)=0
b) Para todo J en N*, 1=jsn (1-A’8Y) (1-BA)=0

Demostracién. Utilizando Proposicién 3. y Proposicién 4. tenemos las
equivalencias: (a) < A es de tipo n & A" es de tipo n

o VjeN', 1=j=n (1-A'B")(1-B"A")=0

e VieN', 1sj=n  (1-A’B))(1-BA)=0 & (b). .
Proposicién 6. Sean A y B en A tales que B(INV)A, y tal que para todo
J en N., 1=j=n se cumple (IvAB)(I—BJAJ)=0. Entonces para todo i, J en
N, Osi=jsn+1 tenemos A'BIAY=B)™IA).

e maabrac Nt AL BLALS i A= BA ek s IR AR o kR Tk
0=ks|-1 1=ks|
T (At S R i Tk R R A (TR B e ALRAE
1=k} 1=k=)
= 1§ AYR(-aB) (1-BFA ) A% Al K (1-aB)AX = 0. .
1 =k=y 15k=<|

Proposicién 7. Sean A y B en A tales que B(INV)A y que para todo J en
N°, 1=Jsn se cumple (I-AB)(I-B’A’)=0. Entonces para todo C en A tal
que C(INV)A y para todo J en N', 1=Jsn se tiene (I1-AC)(I-C’A’)=0.

(A
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Demostracién. Como C(INV)A, se deduce facilmente que

(7.1) (I-AC) (I-AB)=I-AC vy (I-BA) (I-CA)=I-CA, y aplicando
la hipétesis se deduce :

(I-AC) (I-CA)=(I-AC) (I-AB) (I-BA)(I-CA)=0

Supongamos que la Proposicién 7 sea verdadera para Jj<n. Entonces
segun la Proposicién 6:

(7.2) A LD s A

De donde (I-B*'AM*!)(1-c*'at*)=(1-c?*'A’*"). Luego de (7.1), (7.2)
y la hipétesis se obtiene

(1-AC) (1-C* AT * )= (1-AC) (1-aB) (1-B7*'AM*! DN

)(1-C )=0. -
Teorema 8. VAeA, son equivalentes:

a) A es de tipo n.

b) 3B(INV)AeA tal que VJeN', 1sj=n vale (I-AB)(I-B’A’)= 0.

b') VB(INV)AeA, VjeN'tal que 1sj=n vale (I-AB)(I-B’A’)= 0.

c)  3BINV)AeA tal que VJeN', 1sjsn vale (1-A’B))(1-BA)= 0.

c’') VB(INV)AeA, VjeN'tal que 1=jsn vale (I-A’B’)(1-BA)= 0.

d) 3B(INV)AeA tal que VjeN, Osj=n vale (1-AB)B’ (1-BA)= 0.

d’) VB(INV)Aeh, VYJeN tal que Osjsn vale (I-AB)B’(I-BA)= 0.
Demostracién. Consecuencias inmediatas de las Proposicliones 3,4,5,6 y

(s L]

2.- Caso Particular: A = L(H).

Definicién 9. Sea A en L(H) y n en N*. A se llamara de tipo n si :
1) R(A), la imagen de A, es cerrada, 11) N(A")SR(A)

Proposicién 10. Si A = L(H) las Definiclones 2 y 9 son equivalentes.

Demostracién. Debemos probar que si neN' y Aed, entonces

[3B(INV)AeA tal que VYjeN, 0sj<n vale (I-AB]BJ(I—BA)=0] <« [R(A), la
imagen de A, es cerrada y N(A")SR(A)]

«) Es facll demostrar que :

(10.1)  vjeN', 1sj=n, ueN(A’)SR(A) implica que BueN(A''!).

Segin la Definicién 9. R(A) es cerrada. Entonces aplicando [2] Teore-
ma 5.6. 6 [3] Proposicién 2.33. 6 [4] Teorema 25 vemos que existe B
en A tal que B(INV)A. Sea ueH, como B(INV)A vemos que (I-BA)ueN(A)
donde N(A)SR(A), luego :

(10.2) (I-AB) (I-BA)u=0.

( \ &
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Como (I-BA)u € N(A), aplicando (10.1) y la hipétesis obtenemos :
(10.3) Para todo JeN', 1sj<n, B'(1-BA)ueN(A’*))sR(A). De (10.2)
y (10.3) se obtliene que para todo jeN , 0<j<n (I-AB)B’(I-BA)=0.

=) Segun la Definicién 2 y el Teorema 8. tenemos por hipétesis:
(10.4) Existe B en A tal que B(INV)A

(10.5)  Para todo J en N, 1sj=n, (I-AB)(I-B’A’)=0.

De (10.4) y de [2] Teorema 5.6. 6 [3] Propiedad 2.33. 6 [4] Teorema
25, obtenemos que R(A) es cerrada.

Finalmente de (10.5) se deduce N(A")SR(A). (]

3. Resolvente Generalizado.

Definicién 11. Sea A en A. Diremos que A es regular si para todo n en
N°, A es de tipo n.

Proposici6én 12. Sea A en A, U vecindad de O en C y f:g—B(g)=[ g"B"

nZ0
una aplicacién analitica en U, con valores en A, tal que para todo g

en U, B(g)(INV)(A-gI). Entonces :
a) A(INV)B0
b) Para todo n en N*, 1-AB =(B _ -AB )A"
o n—1 n
& Ty s n e
Demostracién. a) (A—gl)B(g)—ABDE‘g AB Z: g B"—AE0+2nZ‘g (ABn En_ )

1
n nz0
Luego :

(12.1) (A-gl)B(g) (A-g1)=AB A+g(AB A-B A-AB )+
n
ngzg (ABA-B _ A-AB_ +B ).
Segin la hipétesis (A-gI)B(g)(A-gl)=A-gl, entonces identificando los

coeficientes se encuentra:

(12.2) AB A=A
(12.3) AB_A-B_A-AB =-1
IO} o
(12.4) Para todo nzl. AB _A-B A-AB +B _ =0
nt1" n n n-1

Por otra parte, haclendo g=0 en la identidad B(g)(A-gl)B(g)= B(g), se
obtiene BOAE0=B°. Luego utilizando (12.2) se deduce que :
(12.5) BO(INV)A
b) De (12.3) se obtliene I-ABO=(BO—AB‘)A lo que muestra que b) es
verdad para n=1.

Supongamos b) verdadero para n. De (12.4) se deduce :

(B -AB_, )A™'=(B__ -AB )A"

y como por hipétesis de induccién (BR‘I-ABD)A%I-ABO ,se obtiene que

(T
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1-AE,=(B, 4B, ARG .
Proposicién 13. Con las mismas hipétesis que la Proposicién preceden-
te se tiene para todo n en N', (I-AB,)(I-BPA")=0.
Demostracién. Demostramos primeramente que
(13.1) Para todo n en N., A"Bon_i(l—BoA)=0.
Para n=1 es una consecuencia inmediata de (12.2).
Supongamos (13.1) demostrado para n. Entonces:
A"*'B "(1-B A)=A"(1-AB )B"A-A"B"A+A""'B"
(3 o o o o o
Luego, utlilizando la Proposicién 12 y la hipétesis de induccién, ob-
tenemos  A™"'BI(1-B A)=A"(B__ -AB )A“B"A*A"E"A&A"HE;

n=1_,n+1
B

A(B —AB)AB R -A(IAE)B +A" B
n (J o

ngn~1, At
-A'B
o

Hipn_pnpn=1 ntipn_ o
0" o o

n-1_,n

=A B
Ahora demostraremos que
(13.2) Para todo n en N, ATBOA"=A"
Para n=1 es evidente. Supongamos (13.2) demostrado para n. Entonces

AT AT =AM BR (1B AJA™AT'BIA” y por hipstesis de induccién y
(13.1) encontramos A

nnB;nAnﬂ AnD‘IBA .
Para demostrar la Proposicién 13 basta notar que utilizando la Propo-
sicién 12 y (13.2) se deduce que para todo n en N.. (IVABU)(I—B;A")=

(B__ -AB )A"(I-B"A")= 0. "
n-1 n [J

Teorema 14. Las dos Proposiclones sigulentes son equivalentes en A.
1) A es regular en A.

I1) Existe U, vecindad de O en € y una aplicaclén analitica f:g—B(g)

de U con valores en A tal que para todo g en U, B(g)(INV)(A-gI),
(B(g) es el resolvente generalizado asociado a A en U).

Demostracién. 1)=II) Como por hipétesis A es regular, de acuerdo al

Teorema 8.d’ vemos que

(14.1) VB(INV)AeA y VneN' se cumple (I-AB)B"(I-BA)=0.

Sea B(g) —)j g"B™! = B(I-gB)™" = (1-gB)™'B, analitica en U, con

U= {geC: |g|< ﬁﬁ) Entonces (A-gl)B(g) (A-gl) = (A-gI)B(I-gB) ' (A-gI)
= (AB-I+I-gB)(I-gB) '(A-gl) = (AB-1)(I-gB) '(A-gl)+A-gI

s

= —(I-AB)Y g"B"(A-gl)+A-gl = -(I-AB)L g"B"A+(1-AB)Y g" 'B"+A-gI
nZ0 nz0 nz0

= (I- AB)L g"B" '(I-BA)+A-gl = A-gl (segin (14.1)). Luego

nx1

- . A
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(14.2) (A-g1)B(g)(A-gl)=A-gl.
Como B(A-gI)B(g)=B(AB-1+I-gB)(I-gB) '=B. Entonces:
(14.3) B(g) (A-g1)B(g)=(1-gB) 'B(A-gI)B(g)=B(g)
I1)=>1) Segin la Proposicién 12 y la Propoesicién 13 te-
nemos B_ (INV)A y YneN', (1-AB_)(1-B "A")=0, de lo cual se deduce, a-

plicando el Teorema 8 y la Definicién 2, que A es regular. L]
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