
CUBO 7, 56-61 (1991) 
Mayo 1991. 

ELEMENTOS REGULARES DE UNA C • ALGEBRA 

por 

Hercedes Fernández H. 

Rel!mmen. - En este trabajo se define, en el cuadro de una e• álgebra 

cualquiera, la noción de elemen•to regular lntroducddo en (1] por J . P. 

Labro1:1sse en el cuadro particula•r del álgebra de los operadores li­

neales acotados en un espacio de J.lllbert. Además, se dem1:1estra q1:1e en 

es t e ámbito, más general, se puede igualmente asocla•r a todo elemento 

r.eg1:11la·r un resolvente generalizado analitlco en una vee lndad del 0rl ­

gen. 

1.- Operadores de tipo n. !lle aqui el'! adelante 11 designará un espacio 

de Hllbert, L(H) el espaci0 de los operadores lineales continuos en H 

y 6 una e· álgebra. 

Definición 1. Sea A en /J.. Diremos que B eR /J. es un inverso generall 

zado de A, que se anotará B( JINV)A, si BAB=B y ABA=A. 

Definición 2. Sea A en /J.. Dlrem0s que A es de tipo n sl existe 8 en IJ. 

tal que 

i) 8( INV)A 

11) Pa r a todo j en N, O:sj<n=> (l - AB)BJ(I-BA)=© 

Proposición 3. Si A en /J. es de tipo · n, entonces A• es de tipo n. 

Demostración. B• (INV)A • y para todo j eR N, Q:sj<n se tiene 

1r-A°s' 10' ' 1 t-s' A l =O. 
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Proposición 4. Sean A y 8 en 6 tales que 8( INV)A. Entonces son equi­

valentes 

al Para lodo J en N , Q:sj<n - (1 -AB )BJ (I - BA)=O 

b) Para todo j en N·, J:sj:sn - (l -AB )( I - BJAJ)=O 

Demostración. a .. b) O= [ (l-AB)Bk ( l -BA )Ak 
Q:Sk:SJ 

r ( 1-AB)BkAk-r ( I-ABJBkAk ( 1-ABJ ( 1-BJ+IAJ+I ) 
Q:Sk:SJ O!!ók:SJ•l 

b~a) Procedemos po r i nduclón en J. Para J=O es ev i den-

te. Suponemos a) demostrado para J -1 ( l :sj <n). Entonces aplicando la 

hipó tesis de inducc i ón : 

A1+1B1 CI - BA) r A1B1- 1 (1 -BA) - r A1B1 - 1 (1-8A) 
O:Sk:SJ•I O!!ók:SJ 

[ (A 1+18 1-A18 1- 1 )(1-BA), porque A(l - BA)= O 
Q:Sk:SJ 

:: - [ [A1(I - AB)B1- 1 ){I-BA)=O 
O!!ók:SJ 

Apllcando la hipótesis (b) oblenemos 

( 1-AB )BJ ( I - BA) = ( 1-AB) ( 1-BJ+t A J+ t JB1 ( I -BA )+ ( 1-AB) BJ+! A J-+tBJ ( 1-BA )=O. • 

Corolario S. Sean A y Ben 6 tales que B(INV)A, entonces son equi va 

lentes 

a) Para t odo j en N , O:sj<n 

b) Para todo j en N , t:sj:sn 

( I - AB )BJ( I - BA)=O 

( 1-AJBJ) (1 - BAl=O 

Demostración. Utilizando Proposición 3. y Propo sición 4. tenemos las 

equivalencias: (a) - A es de tipo n - A• es de tipo n 

- VjeN•, t:sj:sn ( 1-A•B•)(I - B•JA•J)=O 

- VjeN·. t:sj:sn (1-A's'J(I-BA)=O - (b) . 

Proposición 6. Sean A y 8 en 6 tales que B(INV)A, y la l que para lodo 

j en N•, t :sj:sn se cump l e (I-AB)(I - B1AJ )=O. Entonces para todo i , j en 

N , Q:s}:sj:Sn+ t t enemos A1e1A1=BJ- IAJ. 

Demostración. AlBJAJ -BJ- lAJ = [ Al-kBJ- kAJ - [ Ai - kBJ- kAJ 

0 :5k :5 1-l 

E [Al+t-kBJ+t-k - Al-kBJ- kJA' = 

t:Sk:S! 

l:Sk:S L 

-[ Al-k(I - A8)8J-kAJ-kAk 

[ Al-k(I-AB)(l-BJ- kAJ-k)Ak -[Al-k (I -AB)Ak =O. 

l :Sk:SI 

Proposición 7. Sean A y Ben 6 tales que B(INV)A y que para todo J en 

N·, tsj:sn se c umple (I-ABJ(I -B1A1J=O. Entonces para lodo C en 6 la l 

que C(INV)A y para todo j en N· , l !!iJ:sn se llene (l - AC ) ( l -C JAJ) =O. 
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Demostración. Como C( INV)A, se deduce fácilmente que 

(7 . 1} ( I-AC) ( I-AB)= I - AC ( I-BA) ( 1-CA)= I -CA, y apl l cando 

l a hlpótesls se deduce : 

( 1-AC) ( 1-CA)=( 1-AC ) ( 1-AB) ( 1-BA) ( I-CA) =O 

Supongamos que la Propos i c i ón 7 sea verdadera para J <n . Entonces 

según l a Proposición 6: 

(7. 2) AJ+tCJ+IAJ+l==AJ+t. 

De donde (1 -BJ+tAJ+ l )(I-CJ+JAJ+l) =( l -CJ+lAJ+!}. Luego de (7.1), (7.2) 

y l a h ipótes i s se obti ene 

( 1- AC) (1-CJ+JAJ+t )=( I -AC) (1-AB) ( 1-BJ+IAJ+t) ( 1-C J+!AJ +I ) =O. 

Teorema 8. VAe/J., son equival en tes: 

a) A es d e tipo n . 

b) 38{INV)Ae6 tal que VJeN• l !S j.:sn vale {I -AB)( I - BJAJ)= O. 

b') VB(INV)Ae/J., VjeN. tal que l!S j.:sn vale (1 - AB)(l -BJAJ)= O. 

c) 38(INV)Ae6 tal que VjeN•. l !SJ!Sn vale (1-A JB J)( I-BA) = O. 

e') VB( INV )Ae/J., VJeN.tal que l !SJ.:sn va le (J -A 1B1J{l-8A)= O. 

d) 3B{INV)Ae6 tal que VjeN, O.:sj.:sn vale (I-ABJB1(1 - BA)= O. 

d') VB{INV)AeO, VjeN tal que Q.:sj .:sn va l e (I -ABJB 1( J-BA)= O. 

Demostraci ón. Consecuencias inmediatas de l as Proposi ciones 3, 4, 5, 6 y 

7. 

2 . - Caso Particular: 6 = L(ll). 

Definición 9. Sea A en L(ll) y nen N• A se llamará de tipo n s i 

1) R( A), la imagen de A, es cerrada , 11) N(A"J s;;R ( A) 

Propos i ción 10 . S i 6 = L(H) las Definiciones 2 y 9 son equi va l entes. 

Demostración. Debemos probar q ue si neN• y Ae/:J, entonces 

[ 3B(INV)AE/:J ta l que VjeN, Q:s j <n val e (I - AB)BJ{I - BA)=O) - IR (A). la 

imagen de A, es ce rrada y N(A") s;;R (A)} 

to ) Es fácll demost r ar que : 

(10.1) Vj eN•. t.:sj:sn , ueN(A1Js;;R (A) Implica que BueN{A J+t ). 

Según la Defl nl clón 9 . R{A ) es cer rada . Entonces apl ! cando [ 21 Teore­

ma S. 6. 6 [3] Proposición 2 . 33. 6 14.l Teorema 25 vemos que existe B 

en /J. ta l que B(INV)A. Sea ueH , como B(INV)A vemos que (1-BAlueN(A ) 

donde N(A)!i:R(A), luego 

(1 0. 2) ( I-AB l { 1- BAlu=O . 
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Como (1 -BA)u E N(A), aplicando {l0.1 ) y la hipó les ls oblenemos 

(10.3) Para todo jEN•, t:sj<n, BJ(l - BA)uEN(AJ+\)s;R(A). De (10.2) 

y (10.3) se obtiene que para todo jeN, O:sj<n (1-ABJBJ(l - BA)=O. 

•) Según la Definlci6n 2 y el Teo rema 8. lenemos por hipótesis: 

(10 . 4) Existe 8 en /J. tal que BCINVJA 

(10.5) Para todo J en N•, t:sj:sn, ( l-AB)(l-BJA1)=0. 

De (to. 4) y de [21 Teorema 5.6. 6 [ J] Propiedad 2. 33. ó (41 Teorema 

25. obtenemos que R(A) es cerrada. 

Finalmente de ( 10. 5) se deduce N(A" )s;R(A). 

3. Resolvente Generalizado. 

Definlc16n 11. Sea A en /J.. Diremos que A es regular sl para t odo n en 

N•, A es de tipo n. 

Propoalc16n 12. Sea A en !J, U vecindad de O en C y f: g-+B(g)s [ g"Bn 

"" una apl1cacl6n analitlca en U, con valores en !J, tal que para t odo g 

en U, B(g)(INV)(A-gl). Entonces : 

a) A(INV)B0 • 

b) Para todo n e n N , 1- AB =(B -AB JA" 
O n - 1 n 

Demostración. a) (A- gl )B(g):ABO:~t g"ABn:~o g"+ 1Bn : AB0 +[n~1g"(ABn - Bn- t) 

Luego : 

( 12. 1) ( A-gl) B{g) (A-gl )=AB0 A+g (AB1 A-B0 A-AB0 ) + 

[ g"lAB/1-Bn_ 1A-ABn_1+Bn_2 ). 

"ª' Según la hipótesis (A-gl)B(g)(A-gl l=A-gl, entonces identificando l os 

coef !cientes se encuentra: 

(12. 2) AB0 A=A 

AB A-B A-AB =-1 
1 o o 

(12.3) 

112. 4) Para todo n~l. AB A-8 A-AB +8 ::O 
n+t n n n-1 

Por otra parle, hac iendo g:::O en la identidad B(g)(A- gI)B(g)::: B(g), 

obtiene B 0 AB0 =B0 • Luego utill:zando (12.2) se deduce que 

(12.5) B (INVJA 
o 

b) De (12.3) se obtiene I-AB0=(00-AB1lA lo que muestra que b) es 

verdad para n=l. 

Supongamos b) verdadero para n . De { 12. 4) se deduce 

(B -AB )A"+1= (8 -AB JA" 
n n+I n - t n 

Y como po r hipótesis de inducc i ón (Bn_1- AB")A"= I -AB0 , se obliene que 
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1-AB =(B -AB )An+t . 
O n n+t 

Proposlcl6n 13. Con las mismas hi pótes i s que la Pro pos ici ó n preceden­

t e se tiene pa r a t odo n en N•, ( I - A80 ) ( I - B~An) =O. 

Demostrac i ón. Demostramos primeramente que 

(13 . 1) Para todo n en N•, AnB0n- i(I -B0A) =O. 

Para no=1 es una consecuencia inmediata de (1 2 . 2). 

Supongamos (13 . 1} demostrado paran. Entonces: 

An+ i B n(I - B A)=An(l-AB ) BnA-AnBnA+An+JBn 
o o ºº o o 

Luego . ulllizando la Propos lcl ón 12 y la h i pó tesi s de Inducc i ón, ob -

tenemos An+ l 8~( l - B0A )=An(B n- J -AB n) AnB~A -A nB~A+A n+\ B~ 

= An(B -AB )An8n-t _An8n-1+An+t8n = An(I - AB )Bn - 1_AnBn- t+An+18n 
n - 1 n O O O O O o o 

= An8n- 1 _An+1 8n -An8n- t +An+t 8n=O. 
o o o o 

Ahora demostraremos que 

(13. 2) Para lodo n en N•, AnB:An=An 

Para n::l es ev iden te. Supongamos (13.2) demostrado pa r a n . Entonce s 

An+I B:+t An+ l =-An+IB~(I -B0A)An+An+I B~An y por hlpótes l s de induc ción y 

(13.1 ) encontramos An+t B~+ tAn+l=An +tB~An=An +i. 

Para demostrar la Proposición 13 basta notar que u t 111 zando la Propo­

slclón 12 y (13. 2} se deduce que para lodo n en N• , (I-AB0)( I -B~Anl = 
(B -AB }An( 1-BnAn)= O. 

n-1 n O 

Teorema 14 . Las do s Proposiciones sigui entes son equi val entes en /J.. 

I) A es regular en /J.. 

II) Ex i ste U, vec indad de O en C y una ap li ca c i ón analltl ca f : g~B(gl 

de U con valores en !J. lal que para lodo g en U, B { g ) ( l NV )( A-gI), 

( B(g) es el reso lvente generalizado asociado a A en U). 

Demostración. I ) ~ 11) Como po r hl p6tes l.s A es regular, d e ac uerdo al 

Teorema 8 . d' vemos que 

(14 .1) VB(INV)Ae/J. y 'dneN• se cump l e CI - AB)Bn(I - BA )=O. 

Sea B(g) =[gnBM I = B( I - ,s:Bl- 1 = (I - gBl- 18, an alltlca en U, 

U::o { geC: Is [< 11 ~:~. Entonces (A - gI}8( g )(A - gl) = (A - g l )B(l - g8J- 1(A - g l ) 

= (A8- I + I - g 8) ( l -g8)- 1(A - g l) = {A8 - l)(l - g8 }-1{A -g l )+A- g l 

= -( 1-ABl [ gn8n (A - gl)+A- g I = - (1 - AB)[ gnBnA+ ( l - AB)[ gn+ i Bn+A- g l 
n ~O n ~O 

= (1 - AB ) [ gnBn- 1(1 - BA)+A- g l = A- g l ( según (14 . t)). Luego 

"" 

( 
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(14. 2) (A-gl )B(g) (A- gl l =A- g l. 

Camo B (A- g I )18 (g) =B ( AB- I + 1- gB) ( 1-glJ ) - 1 =B. Entonces: 

( 14. 3) B{g) (A- gl )1B(g)"'( l-g8 ) - 1B( A-gl )B(g)=B{g ) 

Ill - Il SegWn la Propos i ción 12 y la Propos l cl0 n 13 t e ­

ne mos B0 (INV)A y YneN•, (l-AB0 ) (l - B0nAn ):::©, de lo <::ua l s e deduee , 

plicando el Teorema By la fileflnl clón 2 , que A es regu.lar. 
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