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CICLOS HIPERBOLICOS
por
Rodr{go Bamén'

Introduccién. En estas notas estaremos preocupados con una clase
objetos matemdticos llamados cliclos hlperbélicos, los cuales, como
“«‘f. veremos, quedan definldos a partir de un sistema dindmico en
variedad diferenclable de dlmenslén cualquiera. Especificamente,
8 Interesa clasificar aquellos clclos hiperbélicos que aparecen ge-
rlcuente en famillas a un parémetro de sistemas dinamlcos.

w El Interés por estos objetos radica en que ellos Implican la exis-
ncla de una dindmica Interesante ya sea directamente o por pequefias
perturbaclones del sistema que posee el clclo. Mas a(n, sistemas di-
. némlcos con clerta subclase de clclos hiperbélicos (los que no clasi-
ficaremos aqul) estan en la frontera o en la transiclén de sistemas
simples (1l.e. cada érbita tlende asintéticamente a algin elemento
critico hiperbélico) y sistemas con dinamicas complejas. Una conjetu-
ra de S. Newhouse y J. Palls ([3)) afirma que perturbando un sistema
de dindmica simple mediante una famllla a un parémetro, genéricamente
uno encuentra falta de hiperbolicidad o un ciclo hiperbélico.

El estudlio de ciclos tlene ya una historla. En el siglo pasado,
Polncaré resalté la complejldad dindmica que conlleva la exlistencla
de una o6rbita homoclinlca. En las ultlmas décadas algunos tipos de
ciclos y sus bifurcaciones han sldo afanosamente estudliados: tangen-

clas homoclinicas para difeomorfismo en superficles ([15], (4], [16]));

1
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tangenclas homoclinlcas para campos de vectores en dimensiones Infi-
nitas ([12]); Sllnikov ([6],[13)); etc. Reclentemente se ha conside-
rado nuevas clases de clclos hiperb6lices ([8], [10]). Tamblén clclos
no hiperbblicos genéricos son temas de estudio ([17]).

Estas notas estan ordenadas en Secclones. En la segunda definire-
mos ciclos hiperb6licos y expondremos los conceptos basicos para com-
prender la terminologia asoclada. También mostraremos diversos ejem-
plos. En la secclén tres aparece la clasificaclén de clclos
hiperb6licos genéricos en familia a un pardmetro y finalmente en la
seccién cuatro presentamos concluslones y comentarios.

Deseo agradecer a Serglo Plaza y Rafael Labarca por las muchas

conversaciones sobre el tema.

2. Definiciones Fundamentales y Ejemplos. Para todos los efectos se
puede suponer que la varledad M, el espacio ambiente donde se deflnen
los sistemas, eé el espaclo euclidiano R". Por Sistema Din&mico en-
tenderemos ya sea un campo de vector o un difeomorfismo en M. Un ci-

clo hiperb6lico de un sistema dinamico X en una varledad M, es un

subcon junto I'cM formado por una coleccién finita (0‘,az,u..vk) de e~
lementos criticos hiperbélicos de X, y de una coleccién finita
(7‘.72..“,7“) de 6rbitas regulares, de modo que a(71)=v1 y
w(7‘)=<rJH vV 1=-0,1,2,...,k(méd k+1); donde «(y) y w(y) representan

respectivamente el a-limite y el w-limite de la érbita y. Esto ultimo
significa gruesamente, que la 6rbita ¥, nace en ¢, y muere en L0
Graficamente representamos un clclo hiperbélico en la forma:

AN
/ 2.
/ 4
Gt a
% LS
%

Por elemento critlico de un sistema dindmico entendemos ya sea una
singularidad o una érbita periédica. Una singularidad p de un campo X
(1.e. X(p)=0) se dice hlperbSlica si los autovalores de DX tlenen

]

()



PAG. 44 CUBO RODRIGO BAHON

parte real distinta de cero. Un punto periédico p de un difeomorfismo
(1.e. f(p)=p) se dice hiperb6lico si los autovalores de D(f*) estan
fuera del cfirculo unitario en C. Una érbita periédica y de un Zampo X
se dice hiperbélica si dada una secclén transversal J que intersecta
a y en p, la transformacién de retorno tiene a p como punto fijo hi-
perbélico.

Dos subvariedades se dicen transversales si en todo punto de in-

tersecclén la suma de los espaclos tangentes completa el
total.

espaclo

Sabemos que si
hiperbélico,

un sistema dindmico tiene un elemento critlco
entonces todo sistema vecino tiene también un elemento

critico en la vecindad del elemento critico original. Es decir, ele-

mentos criticos hiperb6llicos persisten por perturbaciones del siste-
ma.

En el estudio de la dindmlca de un sistema resultan determinantes
los conjuntos estables e inestables de los elementos criticos. Si o

es un elemento, definimos
W(0)=(p e M/w(p)=c} y
W'(o)={p e M/al(p)=a}

los conjuntos estables e Inestables de ¢. Recordemos que w(p) se de-

fine como el conjunto de puntos limites de la érbita futura de p y
a(p) como el conjunto de puntos limites de la érbita pasada de p.

Sabldo es que para un elemento ¢ritlco hiperbélico, los conjuntos

estables e Inestables son en realldad subvariedades inmersas , llama-

das varledades invariantes (estable e Inestable respectivamente),
slendo ellas transversales en el elemento critico. La dimensién de W"
corresponde, en el caso de singularidades de campos (puntos f1ijos de

difeos), al numero de autovalores con parte real negativa (norma me-
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nor que 1).

Con lo anterlor, un sistema dinédmico tlene un ciclo hiperb6lico si
y sb6lo sl exlisten elementos criticos hiperbdlicos Tyt Oyreeey O CON
W(e )oW' (e, )#0 VI=0,1,... k(méd k+1). Toda vez que W'(e,) Inter-
secte transversalmente a H'(Ar“‘), la Intersecclén persistird por pe-
quefias perturbaclones del sistema. Si todas estas Intersecclones en
un ciclo son transversales, éste serd persistente por pequefias per-
turbacliones.

En estas notas nos Interesa precisamente clasificar aquellos ci-
clos hiperbélicos no persistentes que de alguna forma sean lo menos
degenerado posible.

Antes de pasar a la slgulente secclén, veremos algunos ejemplos de
campos y difeomorfismos con ciclos hiperbélicos.

Ejemplo 1. El péndulo sin roce tlene por ecuacién x''+ksinx=0, k>0, o
de otra forma x'=y A y'=-kslnx.

Este slstema conserva la energia E(x,y)=-kcosx+ y2/2. Los niveles de
energia y el flujo sobre ellos estén graficados en la slgulente flgu-

ra:

N b
ZINSZEN

Las singularidades (-m,0) y (m, 0) son parte de un ciclo hiperb6lico.
S1 consideramos roce, tenemos x''+ ux'+ ksinx=0, p>0 o blen x'=y
A y'=-ksinx-py. Por la disipacién de energia, el diagrama de 6rbltas

es el sigulente:

s By
st N
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En este caso no existen clclos. El ciclo en p=0 es no persistente:
por una pequefia perturbacién la evolucién de estados cambia radical-
mente.

EJemplo 2. El péndulo forzado con roce tiene por ecuacién
x'=y
y'==ksinx- py+ coswt
Este sistema no es auténomo pero tlene perlodo 2m en t. En esta si-

tuaclén estudlamos la evoluclén cada 2n perlodos de tiempo.

S1 p(t,p) es el flujo del slstema, estudiamos el difeomorflsmo
®R? definido por f(p)=p(2n,p). Este difeomorflismo tiene (para
ertos valores de los parémetros) un clclo hiperbélico como en la

N

Nétese que tamblén exlste un clclo con (m,0) como unico elemento
critico. Si en general, una érbita y es tal que a(y)=w(y)=c donde o
es un elemento critico, decimos que y es una érbita homoclinica aso-
clada a o.

En el eJemplo anterior, tanto (-m,0) como (m,0) tlenen érbitas ho-
moclinicas.

En el siglo pasado y estudlando problemas de mecanica celeste.

Polncaré hizo ver la importancla dinimica de una 6rbita homoclinica.

(T
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Expresé que una tal érbita implicaba una gran complejidad, la cual,
decia, era casl Imposible estudlar. A comlenzos de slglo, Birkhoff
demostr6 que toda 6rbita homoclinica transversal es acumulada por
érbitas perlédicas del slstema. Mas tarde, en los afios 60, Smale pro-
bé que una 6rbita homoclinica transversal es parte de un conjunto in-
variante A, de modo que sobre tal conjunto, la dinamlica puede ser
descrita por el shift p: (0,1)2—)(0.1)2. (p(a))|=aMA Este descubri-
miento de Smale estd en la base del posterlor Impulso que adquirlé la

teoria de los Slstemas Dindmicos.

Ejemplo 3. La Funclién de Henén
A 2
Hn'bzn —R, Hn_h(x. y)= (1-ax“+by, x)
exhibe (para clertos valores de los parametros) érbitas homoclinlcas
transversales. Lo més lInteresante sin embargo, es que medlante inte-
graclén numérica se observan comportamlentos dindmlcos que ain no

tienen una explicaclén teérica.

En el mapa de Henén las intersecclones homoclinicas son un elemen-
to esenclal. Se conjetura que toda complejidad se desprende de la
existencia de ¢érbitas homoclinicas no transversales. Un resultado im-

portante en este sentido se encuentra en [(9].

Ejemplo 4. El atractor de Lorenz

x' =¢ (y=x)

y' =-xz+px-y,

z' =xy-fz
tiene 6rblitas homoclinicas asocladas a la singularidad en el origen.
Al lgual que para la funcién de Henén, aun no se entlende completa-

mente la estructura de érbltas que se observa graflcamente:
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Ejemplo 5. No necesarlamente ha de estudlarse ciclos que aparezcan en

slstemas dindmicos especiflcos. Resulta Interesante estudiar de mane-

ra abstracta cada uno de estos objetos geométricos, y, si posterior-
lente se prueba que un sistema en concreto presenta alguno de estos
los, se tendrd ya Informaclén adelantada. Podemos decir que el
blema radica més en la conflguraclén geométrica del ciclo que en

sistema particular que da origen al clclo.

r ejemplo, una sltuaclén geométrica estudlada es el cliclo de

Lkov (6]:
<o

B

Esto corresponde a una 6rbita homoclinica para un campo de vector
en R’. Silnlkov demuestra que bajo clertas condiclones, y en una sec-
clén transversal aproplada, aparece un difeomorflismo con una 6rbita
homoclinica transversal asoclada a un punto fljo hiperbélico. Con
ésto, descubre toda la rlqueza dindmica descrita por Smale.

Ejemplo 6. Otro clclo para campos de vectores en R’ es estudliado en

F ¢

Po\ ¥ E= s
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3. Clclos Hiperbblicos en 1-Familias Genéricas.

S1 un ciclo hiperbélico de un sistema dindmico es persistente en-
tonces todo sistema vecino tendrd tamblén un cliclo hiperbélico
andlogo al anterlor. Este tlpo de clclo no nos Interesa.

En la secclén anterlor vimos que para que un clclo hlperbélico no
sea persistente, alguna de las Intersecclones entre varledades inva-
riantes no debe ser transversal. La sltuacién més general (menos de-
generada), es que exista una Gnlca Intersecclén no transversal y que
ésta sea, por asi decir, lo mas transversal posible. Con esto llega-
mos a los objetos que nos Interesa clasificar: cliclos hiperbélicos
donde s6lo una de las Intersecclones entre variedades Invarlantes es
no transversal y ésta es lo menos degenerada posible. Estos son exac-
tamente los clclos que aparecen genéricamente en famillas
uniparamétricas.

Se hace ahora necesarlo distingulr entre difeomorfismos y campos
de vectores. Comenzaremos por los primeros.

3.1. Difeomorfismos. Sea (a‘o,o',,u.,o'k) una coleccién de elementos
criticos de un difeomorfismo f, tales que H"(vl)nu'(cr‘u)m Vi=0, ..,k
(méd k+1), y tal que sélo una de estas Intersecclones es no transver-
sal. Sin pérdida de generalldad podemos suponer que tal Intersecclén

ocurre entre W'(c ) y W'(c ). Denotemos por u_la dimensién de W'(c )
L 1 po 1 1

y por s, la dimenslén de N'(:r.)A Entonces u +s =n= dimensién del es-
pacio ambiente y ul+am=n Vi=1,2,...,k (méd k+1). Hay dos casos a
considerar:

(a) en la Intersecclén no transversal entre \J"(ao) y N"(u‘) exlste
dimensién para transversalidad (i.e. uobs‘!n).
(b) en dicha Interseccién no existe dimensién para transversalldad
(1.e. u s < n )i
En las Proposiclones abajo, describimos para cada uno de estos casos,
las relaclones que existen entre las dimensiones de las varledades
Invariantes de todos los elementos criticos en el ciclo.

Proposicién 1. En el caso (a) se tiene u =u_y s Fag Y Am1, 204 copks

(i} 1
Para el caso (b), la situacién mis general es que falte s6lo una

dimensién para transversallidad. Entonces:

Proposicién 2. SI en el caso (b) se cumple uo‘s,=n~l. entonces exliste
J €(1,2,...,k} tal que:
u|-u°~l. n|=s°—l WAL 25 y u=u, s-=s; 4 R TS
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n-1 sl 1{=0 (por hipétesis)
hdemés u‘¢s ={ n st 120 y 1)

n+l si i=)
Es decir, la dimensién que falta en una de las lntersecclones pasa a
alguna otra interseccién. Las demostraclones de estas Proposiciones
son senclllas y quedan para el lector.

Ahora veamos las situaclones mas simples para cada uno de estos

casos. Una tangencla homoclinlca en dimenslén dos pertenece al caso

(a):
ol
V

Estos clclos han sido ampllamente estudiados, exlistiendo una am-
plia literatura. Ver por ejemplo [4].

Para el caso (b), la situacién mas simple ocurre en dimensién tres
y en un clclo con dos puntos fljos:

P

e
b Q

Este clclo ha sido estudlado por L.Diaz [10), probando que un di-

feomorflsmo con un tal clclo, estd en la frontera de regiones abler-
tas donde no existen difeomorfismos estructuralmente estables.

3.2 Campos de Vectores. Sean (uo.vl.,..,ak) elementos criticos de un

campo de vector X tales que N"(xr,]r\tl"(v“l)*z Vi=1,2,...,k (méd k+1).

S1 todos los elementos critlcos son érbitas periédicas, entonces,
via secclones transversales en cada una de ellas, el caso se reduce a
difeomorfismo en dimensién n-1. Las situaclones mis simples a imagl-
nar corresponden a las suspenslones de los clclos vistos anteriormen-

te.

(T
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Por lo tanto conslderaremos clclos en que alguno de los elementos
criticos es una singularidad.
Proposicién 3. SI alguno de los elementos criticos de un clclo es una
singularidad, entonces en algunas de las interseccliones
u -
Wi, )W (@4

la suma de las dimensiones que faltan en cada una de las Intersecclo-

)#0 falta una dlmensién para transversalldad. MAs aun,

nes es mayor o lgual al nimero de singularidades en el ciclO.
n sl ¢ singularidad

Demostracién. Sabemos que ulosl = | .

n+l si o érbita perliédica

Luego, sl hay p slngularlidades y k+1-p érbltas periédicas, se Liene
Tt o U, *8,)=(k+1) (n+1)-p

Por otro lado, hay dimensién para transversalldad sl y so6lo sl

ulosh‘z n+l Vi=0,1,...,k (méd k+1). Entonces:
T _o(ut8 )= B (u+s )= (ke1)(ns1)
mod (k1)

Luego s! hay p singularidades, faltan p dimensiones para tener
transversalidad en todas las intersecclones entre varledades inva-
riantes. "

Puesto que estamos Interesados en clclos que aparecen genérica-
mente en famllias uni-paramétricas, supondremos que el cliclo tlene
una Unica singularidad y que en la Interseccién donde falta dimen-
sién, sbélo falta una. El clclo es entonces (po.vl..,..nrk) donde P, ©8
la Gnica singularidad y k=0. Sl k=0 el ciclo sélo tiene una singula-

ridad. En este caso tenemos por ejemplo los sigulentes clclos:

*—}% o

Conslideremos k>0. Hay dos sltuaclones posibles:
(a) La no transversalldad estd entre p y o

(b) La no transversalldad est4 entre o y o para 1s)sk-1

L (T
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.Propo-iclon 4. En el caso (a) se tiene u'=u°‘l y 5.5, Vis=l, ik

Demostracién. En P, se tiene un*so=n. En érbitas perlédicas ulml-
n+l. Por hipétesls: "o'sn"" y ultum-ml Vvi=1,...,k. De aqui la de-
mostracién es inmedlata. -

Proposicién 5. En el caso (b) se tiene:
u =, slﬂsoﬂ VAL IR i |
uI-uOOI 5,%5, Vi=)+1,... .k

Demostracién. En p, u +s =n. En todo otro caso ulosl-n'l. Por otra

parte, por hipétesis u+s  =n y u+s  =n+l si 1#). La Proposicién
_es Inmedlata.

Para termlnar esta secclén, veamos las situaciones mas simples que
’ posible encontrar en cada uno de los dos casos anterlores. Para el
8o (a), tenemos el ciclo estudiado en [8] y que ya mostramos ante-
'ornntt, Para el caso (b), la situacién mds simple s6lo ocurre en
16n cuatro y es la sigulente:

Este tipo de clclo aun no ha sldo estudiado y constituye un bonito

problema que conslderar.

4. Conclusiones y comentarios flnales. Clclos no persistentes que
aparecen genéricamente en famillas a un parémetro presentan sé6lo una
no transversalidad entre varledades invarlantes. Hay dos tipos de no
transversalidad que considerar:

1) Existe dimenslén para tener transversalldad y

2) No exliste tal dimensién (genéricamete sélo falta una dimensién).

Los clclos mds simples, y que llustran todas las situaciones posi-

bles son los sigulentes:

T
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Difeomorfismos:
~Dimensién dos
~Hay dim. para transv. v

-Referencia: (4] e

e
=Dimensién tres )

-No hay dim. para transv.
-Referencia: [10]

Campo de Vectores: Si el clclo no contlene singularidades nos reduci-
mos al caso de difeomorfismos. S1 hay singularidades, entonces
necesariamente faltan dimenslones para transversalldad. Para que fal-

te s6lo una dimensién, el ciclo debe tener sélo una singularidad.
~Dimensi6n dos
-Referencla: [11]

~Dimensién tres
-Referencla: (6]

-Dimensién tres

~Referencla: (8]

~Dimensi6n cuatro AR\ )

-Referencla: No hay
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Nétese que éstas son las situaclones mas simples que resultan a
pértir de las proposiciones de la seccién anterior. Otros ciclos son

por ejemplo los siguiente:

s

En estas notas no alcanzamos a decir nada sobre las condiclones
que deben satisfacer estos ciclos para que ellos aparezcan separando
sistemas con dinimicas simples de sistemas con dinimicas complejas.

. Las slgulentes preguntas sirven de guia para continuar el estudio
de clclos hiperbélices:
Cudles de estos ciclos pertenecen a sistemas que estan en la fron-
tera de los sistemas Morse-Smale?

Qué bifurcaciones aparecen al perturbarlos?.

Con qué frecuencia aparecen las bifurcaciones al desdoblarlo con
una familia a un parémetro?.

Es estable la familia que desdobla genéricamente?.

Otras referencias sobre el tema son las siguientes: (12], [(13], [14]).
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