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OHISION DE TIPOS PARA ALGEBRAS PARCIALES 

por 

Elena Ollvos1 

lntroduccl6n . En toda teo rla ma te mática nurgen a menudo slstemas e.1-

&•bral coa dotados de algun as ope raciones que están definidas sólo so­

bre un subconjunto del un iv e rso. Este llpo de estructuras, que 

Ce•OB CO•O álgebras parcia l es , no pueden ser estud iados de l a f or ma 

Ulu•l de sde el punto de v l s la de tcorl.a de modelos. 

Para hacer lo , se adapta en IM ! un s i s tema axiomático apropiado del 

cual se dcr 1 van los r es u! lados l 6g I cos usual es , al g unos co n peque f'las 

llOdl fl cac l oncs. 

Cons iderando las nociones de homomorfl s mo, subálgebra y o tras como 

unn genera l l zoc l 6n de las usual es . a ho ra para álgebras parc iales, r e ­

v 1 s omos los lco rc•as fundame n la les de Leo r la de mode 1 os y mostra mos 

quo «Hi l os lcorcaas son vá l Idos para t eorias má s amp l la s q ue adm l ten 

modelos p..,rcla lcs. Esto nos permite ge ne ralizar a teo rias con 

61 gcbras pare la les uno de 1 os teore mas más bon! los de la teor 1 a de 

modo los quo es el de 0. l s l 6n de Tipos. 

Co n osla resultado . disponemos de l as he r raml e n l as que hacen pos l ­

bl o construir .OOclos , en pa rll cu l ar· nume rabl es , qu e satisfaga n u 

om l ltrn c lnrlns propiedades. 

Fo r Ml.cnle. un álgebra parc ial es una es t r uc tura 
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tal que: 

1) A._0 y se des i gna por X un elemenlo que eslará fue r a del un i ver s o 

d e loda álgebra parc ial. 

11) c k son elementos d i s ting uidos d e A pa r a c ada kEK. 

111 ) p 1s: n,A para cada lel, con n 1ew, 

lv ) f J son operac i ones parclales de rango p(f J) para cada j EJ t a les 

que: 

rJ : p(fJJ(Av{X)) (Av (X)J;pCr, »o 

Y fJ(T0, ... ,Tn_l)eA impl i ca T1EA para lodo l <p(fJ). 

El Sistema Axiomá lico que usaremos es e l slgu l e n le: 

Al) (0 -~d-+( (i/J -+:::t:l -+(0 -+:::t:l) 

A2) (-0 """'"'i0)-+0 

AJ) 0 ~( -0 --M/J) 

Ml Vu (0 - H/J )-+ (Vu 0 -+VU i/J ) 

AS) Vu 0 - >0 

A6 ) 0 -+VU 0 d onde u no aparece en 0. 

A7) 3u(u 111 T) donde u:tT, T es var i ab le o s lmbo l o de cons t ante Indi­

v idual. 

AS) (Vu u 1 't l) A (Vu u 4 T2)- )T 1"" T 2 

A9) T • 0'-+ (0--¡.¡p) donde i/J se obti ene de la f o r mu l a atómi ca 0 s usti­

tuyendo a lgunas apariciones d e l término T por e l lérmlno <r. 

AJO) T .,. 17'-dT.,, cr ) donde el térm i no <r se obti e ne de l térm i no T 
1 1 1 1 

sustituyendo a lgunas apar lclones de l térrn lno T po r e l t é rmino <r. 

Ali ) 3x(x • f( T0 ... ,'tn_1 ll-+3x0 (x0o:iT0 )A ... fl 3xn- 1 (xn_1""Tn_ 1 l 

Como reglas de der l vac16n se llene: 

l. ~.~.-»/J 2. -~~ 

t . ITOR I A DE HODELOS PARA ALGEBRAS PARCI ALES. 

En esta secc i ón se rev i san teor emas cenlral es en Leerla d e mode­

l os. genera li zándo los a la teor\a de álgebras parc iales. 

t . 1 Jlomomorflemo de Algebras Parcia.les. Sean 9 y 5 álgebras parc Ja­

l es. Entonces h es un llomomorfl smo p8rcfa l de a en 5 s l y sólo si 
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h : Au (X} Bv(X) es una función l a ! que: 

l ) 5 1 e es slinbo l o de cons lanle, h (ca) ::c8 

11 ) S l R es slmbo lo de r e lac l ón n- arla y a 1 , .ant A, e ntonc es 

RS( a 1, .. ,an) ss l R5 (ha 1 , . .. ,han ). 

111) ~l Fes slinbolo de func l~n (pa rcial) n-a rla y a 1 .. .. anEA, enton ­

ces F (a 1, ... ,an)EA l':ll ca F {ha 1, . 
5
. ,han )E By 

h {F (a 1, .. , a n)) "'F (ha 1, ,han ). 

hes homomorfl s mo parcla l ll eno , s l es un homomorf i smo pa 1·cla l que 

c umpl e 1 ) y 11) y para cada sl. mbo l o de func i ón n- arla F. a, 
B ' 

F (ha 1 ... ,han)::ha Impli ca que ex l s l en S b 1• ,bn. beA, 

h(a 1) c: h(b1) para l =l, ,n y h (a )::h(b) y F (b 1 , .,bn)=b. 

ta l que 

h es homomor fi smo parcla l fu e rt e s i es un homomorfismo parc i al que 

cumpl e l ) y 11) y pa ra cada s ímbo l o de func ió n n-a rla F, a 1,. , a nES , 

FS{a 1, ... ,an )eA ss l F8 (ha 1, . ,ha) tB y 

h(Fl!l( s 1,. , a n) )•FB (ha 1, ... , han). 

Flnalmenle, dos estruc turas parc l a l es S y B son lsomo1· fas s i y 

sól o s i ex i ste h:Au( Xl~Bu(X ), homomorfi smo parcial fue rte, 1- 1 y so ­

bre. 

1. 2 Def lnlclón Sea f un l e nguaj e que adrn l l e f unc Iones pare 1a 1 es, a 
una estructura para f. Sea s: varlabl es__.,A. Se de flne Ja ex tens i ón S 

de s como la func i ón S: térmlnos~Au(X) tal que 

$(x)=s(xl para x va ri able, 

S{c)=cª para e co ns lanle y 

5(f 't 1 , ... ,'tn) =f'll( S°"t1, , S'tn) para f slmbo l o de ope r ac i ó n par -

c i al n-a rla y "t 1, ... ,'tn t érminos. 

La deflnlc1 6n de que una fórmula VI con asignaci ó n s es sa ti sfecha 

e n una est ruc t ur a a (~¡,.f{l ! s ll es l a us ual, sa l vo por e l hec ho qu e l as 

var l ab l es están restr ing ida s a e l ementos de A. En parti c u l ar, 

eq ... ]x(x "" 't) (s ) s l.l 'S {"t)E A 

o bien 

i( "t l=i( "t ) 

' ' 

1. 3 Teo r ema de llomo r flsmos . Sea f. lenguaje que adml l e fun c i ones pa r ­

ciales. sean 9 y 5 mode l os para J! . y sea s: variabl es __.,Au ( X). h horno-
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morf l s mo parc l a l de 9 e n B. Enlonces 

l) Pa r a c ua lqul e r lérml no T lal que $(t:)eA, h( $(T))e's y 

h($(t:))•h os(T ). 

11) Pa r a loda fórmula rp s ln cuanllflcadores y que no conllene el 

s l. mbo l o :l! y t a l que para todo tér mlno T de f!.. $(T)e A: 

ll )- •l s l ssl B)-•ih•sl 
111) S l h es 1- 1, e ntonces (11 ) es ve r dadera quitando l a r eslrl c­

clón de l s lmbo l o :l!, 

l v ) SI h es sobre, e ntonces (11) es ve r dadera qu i tando l a res­

tr i cc i ón de l os c uanllflcadores. 

v ) S i h es homomorf ismo parc i al fuerte, entonces (!). (1 1) , 

{lll), {lv) son ve rdaderas quitando la restrlccl6n que $(T)E A para 

t odo término -r que aparece e n qi. 

Demostración: 

l) Inducción sobre la complejidad del té r mlno usando 117 y Al 1 . 

11) Inducci ón sobre l a complejidad de la fórmula. 

111) Directa usando que h es l-1 y parte 1 ). 

l v) Sea ip: 3xtP tal que para l odo término -r q ue apa. r ece en o./1, $ (-r )eA 

y s upongamos que ~q .. .¡.,[ s ] ss l B~l/.l[h os) 

9}-rp! s l ss l ex l s l e aeA ta l que a ¡.. v1 [ s (: )] 

ss l existe aeA tal que 5}-!/l[ho{s (: ) >] 

ssl ex l s le aeA tal que B)-o [ lh•sl [:.]J 

donde •[:](y)•{ s~y) :: ::: 
Nota Es f ácil ver que (hos )( ( ~a))::ho(s(: ) ). 

Entonces ex i s te b=h(a )eB ta l que Bf-!/ll(hos)(:l l entonces U}-y¡ lhos ]. 

Ahora B}-rp[ h os ] s i y sólo s l existe beB t a l que B}- iJii(h 0 s )( : )J, e n ­

tonces, como h es sobre, ex i s t e aeA con ha=b tal que B/- Vd (hos ) (~") J 

y con eso, l a afi rmación s lgue. 

v) Son dlrec las. 

1.4 Corol111rlo. 5 1 B y B son álgebras parciales: I somorfas, entonces 

9 •5 (es decir, para cada o rac l ón l{J, fl }- 9' ssl Hr-op). 
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1. 5 Teorema de Correcc i ón. Sea [un conjunlo de orac i ones . Enlences 

r~ rp l mpl l ea que r t- 9'1. 

Demoetraclón. La d emos lrac l ón es estánd a r considerando l r es casos: '{J 

un ax l oma . rpe[ o bien '{J es oblenlda por modus ponens o gene ral l za­

c i ón. Por esla razón, se da l a d emos trac i ón sólo para el caso e n que 

rp es un ax i oma espec ifi co de es t e s i stema. 

Sea 'll un mode l o parcial para cl e rlo l enguaje f , s asignación arbi ­

trarla en 8 . 

ll rp es e l axioma (A7 ). Sea T un slmbolo lndlvldual . Entonces 

at-3u(u "" T)(s ) ss l existe a l gún e l emento aeA tal que SCtl=a. Como 

T es s l mbolo indi v idua l. T=x co n x var i able, ó T=c , con c sl mbolo de 

conslante. S l T=x, entonces S (T )=s(xle A y se e li ge a =s(x ). S I T=c , 

entonces S(c)=c8 eA y se elige a =cª. 

11) f' es el axioma (AS) . Entonces, por demostrar : 

BL [ cvu (u f T )AVu (u J. T J) - n "" y J1s! r 1 r 2 1 2 

Supongamos que Bt-Vu(u f \)A\r'u{u f T2l l s l. e ntonces 'll~3u (u "" T1)[ s ) 

y 8 ~ 3u{u ., T2 ) lsl. Luego S (T1 )1M y S (T2}i:A . Po r l o tanto S íT1 J=S( T2 ) 

y Bt-T 1"" T2 (s ) . 

111) fl es el ax i oma (Al i) . Entonces, por de mos trar : 

9 t- 3x (x ::::-f(T0, ... , T n- i) )-+3x (x==- T0 1, , 3x (x ==- T n- t 

:upongamos que s r-~x~x"" f(To· ·~ ,Tn _IJ)[ s J. Entonces 

s{f(T0 , .. ,Tn_1)}=f (S{T0 ),. . .,s(Tn- t)) eA. Luego , como 'll es álgeb r a 

parci a l. SfT 1)eA para l <n . Luego 8 ~ 3\ {x 1 ""T 1) para cada l <n. 

1. 6 No t a: El teo r ema de comp l e tud está de most rado en [HJ pág 17 . Con 

cs l os dos t eo remas se ob tiene e l t eorema de compac idad, y . por l a 

co nstrucc i ón del mode lo canóni co de un conjunto de o raciones ( [H) 

pág . 19), se llene e l teorema de Lowenhe lm-Sko l e m (descenden te). E l 

t eo r ema de Lo1-1enhe l m-Skolem- Tars kl (ascendente ) es consecuenc ia de 

l os anteriores . 

Veamos ahora un re su 1 lado c 1ás 1 co de teo r 1 a de mode 1 os, que af 1 rma 

que t oda á lgebra está l somorfa me nte sumerg ida e n al gUn ullraproducto 

de subálgebras flnl las de e l l a. Para asegurarlo , e l lenguaje cons ide­

r ado no debe tener s lmbo l os de func ión . Ahora mostramos que con este 

s l stema axlomátlco que pe r·mit e model os parcial es, esta reslr l cc l ón 
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desaparec e. 

1. 7 Subá.lgebra Parcial. Sean i'f y ti á lgebras pa rcla l es. Entonces i'f es 

Subálgebra parcia l de 5 s l l 

1) A!.:B y l!I y 5 tlencn los ml smos e lemento s d l s llngu ldos. 

11 ) Par a cada slmbo~o de relación n-a;ta R y a 1, . , a 11e A, 

R (a 1 , ... ,a11 ) ss lR {a 1 , ... , a n). 

111 ) Para cada s lmbo l o de ~unción n-ar l a f yf/ i' . . . , aneA, 

B { f(a 1 ,. • . ,an) s lf (a 1 , . .. ,an) E A 
f (at'' ··ªn) = X s l no 

1. 8 Definic i ón . Sea i'f un álgebra parclal para un l e ngua j e f . Sea 6~ 
un conjunto de o r ac i o nes ver daderas en 9'=(S, a) 11EA ta l que t;E6~ ss l rp 

es de una de las s l g u1 e n tes f ormas: 

1) P(a1 , ... ,a11 ) con a 1 , •. , a 11EA, Prelación. 

11 ) -P(a1, ... ,a11 ) con a1, ,anEA. Prelac ión. 

111 ) 3x(x "' T1)---+ (3x(x "'.T:)" T1<:i T2 ),T1 ,<2 términos cons tan tes do f . 

Denotaremos por T1"' T2 l as fórmula s de e s te U po. 

l v) V x(x 1 <l. t: t érmi no constante de f. 

1. 9 Propoelc16n . Sean S, 5 á l gebras parc lales para un l e ngua j e f. S i 

5 puede expandirse a un modelo parcial de ll~. entonces i'f es tá l somor­

famente sumergido en 5. 

Demostración. Sea f"=f ~ (cª:ae A). Sea 5'=Cti,b8 )aEA expans i ón de B a 

f 4 que es mode l o de 6i'f y sea C:::(b,, : a e A). Ento nc es C conti e ne l as 

constantes de B. En e f ecto, si ces s imbolo d e c ons t a nte de 5, existe 

aeA tal que c 21=a. Luego (3x(x "' c )---+ (3x( x :::s e )A e :::s e ) )el\,: , de don -
5 '3 " '3 a 1:1 

de B' l-C3x(x "' e )---+(3x (x "' b8 )A b8 "" e )). Asl,c =bªeC. 

Sea l! la s ubá l gebr a parcia l d e 5 con un l verso C, con l as o pe rac io-

nes y re l ac i ones rcstrlngldas de ti. 

Se define h : Au{X )~v{X ) por a~bª. Obviame nte, h es 1- 1 y sobre. 

Falta probar que h es homomorfi s mo parc ial fue r t e. 

1) Sea e s l mbolo d e constante de f. Entonces c8 :::a para a l gUn aeA y 

(3x (x ::::. c)---+ (3x(x "' a)/\c::::. a ))e6; Luego 

5 ' f- (3x (x "' c 5 J---+3x( x "' b8 )Ac 5 "1' bª) . h (c8 )=h(a) :::b/'CB 

lt l
5

Sea P s lmbol o de relación n- arla , a0,. ·: ,an_1e A. 

S~ P (a0, . . . ,a0 _1) entonce; P(a0, . . . ,an_1)EliB, po r l o t a n to 

P (b,.0 , . . . , b"'n- J) . Luego P (b"'0 , .. . ,b,,n- l). 
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Ahora , si -P5 (a . a ) en l o nces P(a , ª n- • )Ell~ por lo B o ' n-1 ' (! - o' 1:1 

tanto -P (b"o . , b"n- i ). Luego - P ( b,, 0 ,b"n-l J. 

11 1 ) Sea F slmbolo de funció n (par ci a l) n - a r ia , a. e A. 
'R 'R o .. -1 

S l F (a0 , ·~ ,a,,_ 1 )E A, e n to~ces F (a 0 , ,a ,, _ 1 )=a 
0
p;ra a lgún ae A. 

Luego , a =F{a0 , .. ,an_ 1 )eti'R En tonce s, tl'f~ b,,=F (b,,
0

. , b0 ,,_
1

J Y 

.. , han- t) . 

, ªn- I )e:A, eF1ton ces V'x(x f!..= F ( a 0 , , a,,_ 1 )ell~ . 

. ., b"n-~l y c0n ello , F ( ha 0 .. .. han- I )e:C . 

Por lo t a nto , h e s un iso mo rfismo d e !!! s ob re f!.. y con e ll o , '21: e s lá 

lsomorfamente s ume r g ida en B. 

1.1 0. Producto reducido d e álge bras parciales . Se a D u n f iltro p ro p io 

sobre I, para cad a l e!, s ea n 1!'1 1 , á l geb r a s parc i a l e s con 

donde 

e !=<A, ,R(! ) F(l ¡' c( I )> 

R =<R : k eK> r e l a c 1 ones 
(!) (l) k 

F 0 )=<F !ll : jeJ > func i o ne s p a r c i a l es 
J 

c tl)= <c !llm: me M> e l e me n to s disti ngu i dos . 

En t o nces , e l prod ucto r ed uc ido de la s ál g e bra s parcia l es 'R 1 , de no­

t ado por 5=íl0'R 1 es el ál geb ra pard al. 

S=< ílDAI ' s k' G J' Cm> kEK; jeJ; meH 

donde ll Cm= <c ! l ) : lei>0 p a r a cada me M 

11 ) Pa r a cada keK ~ f~ .. . f~_ i¡=n 01\u(X) 
Slt=(<f~, ... , f~_ 1 >: l l el : R( 1 )k (f0 ( l), ... , f n- l ( 1 ) )eD). 

111 ) Para cada jeJ , f~ , , f~_ 1 e TI 0A 1 v{X} 

<F 1, l J (f 0 ( l) , . , f n - t ( l) ) : l e ! > s i 

s i 
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1.11 Proposición. (Versión de ullraproductos para el teorema de com­

pacidad en un lenguaje con modelos parc iales). 

Sea [ un conjunto de oraciones de .e., sea l "'Sw{[ l , {S)[l denota 

el conjunto (x: x~r: y x es flnl lo)) y para cada le!, sea 'lt 1 un mode l o 

parcial de 1. Entonces ex i ste un ullraflltro 1) sobre 1 La l que 

rr.!!, f-¡:. 
Demoslración. (Ch -K ]p.1 72. Es i déntica a la usua l deb ido a q ue el 

teorema fundamenta 1 de u l lraprodulos es vá l ldo en es le s 1 s tema { 1 H J 

teorema S. 7 pág . J2). 

1.1 2 Proposición. Sea f un lenguaje que no llene sl mbolos de cons tan ­

tes. Entonces, todo modelo parcial 21 de f puede sumergirse l so morfa­

menle e n algún ultra producto de submode los finit os de 'll . 

Demostración. Sea f A=fv(c{l:ae.td y sea [=l!.~, 8'=(21,a )eeA' I=Sw ([l. En 

cada l el aparece número finito de constantes nuevas , sean ellas 

CJ
1

, ••• , CJ I . 

Sea e:;•(B 1 , aJ
1
,. ,aJ

1
) donde l 'll 1 1•{aJ

1
, •• ,aJk}. Como no hay 

slmbolos de cons tante, 1!1 1 con las operaciones y re lac i ones restringi ­

das de 21 es subálgebra parcial de 'll . 

Luego s; ~ 1 (pues las subálgcbras parciales prese r·van l as ide nti ­

dades deflnldas) y por la proposi c ión 2.7 existe un ullraf lltro D so­

bre 1 tal que no21; f.-6~ . 
Ahora, por el teorema de expansión (que lamb l é n es vál Ido e n este 

sistema), n021 1 es el reduc to de n0e; a B. 

Luego n0 'lt 1 puede expandirse a un modelo l!.~ y con e l lo, a está l so-

111orfamenle sumergido en íl0 'll: 1 

2. OHISION DE TIPOS. 

Se usará la notación de (Ch - K) (p. 76): 

2.1 Definición. Dado [:[(x1, ... ,xnl un conjunto de f órmula s , y amo­

delo parcial pa ra f , se dice que 'll: reaJlza [si y só l o s i hay una n­

lupla de e lementos de A que sa tlsfacc [ en a. Se di ce que 21 omll e [ 

s i y só lo sl no l o r ea l lza. 

2.2 Ejemplo. En Th( <IN,0,S, - >), sea 

[(x)= (3y(x-O=y).3y(x-SO:y),3y(x-SSO=y ), .. 1 

Es obv l o que ningún nUmero nat u1al reallza [. luego 11. =<ti ,O,S, -> 

es un •ode lo que omll e [ . Es claro, además. que lodo s ubconjunto f l -
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nl lo de [es r eal i zado por a l gún núme r o natura l . 

Se tl ene la s igui en te p r opos l clón: 

2.3 Propooición. Sea T una t eod a co n modelos parc l a l es y sea 

[=[(x 1 • •• • ><n) un conjunto de f ó rmul as. Entonc es, son equi va l e n tes : 

1 ) T tl ene un modelo parcia l que r ea li za [ 

11) Todo subconjunto f l nl t o de [ es r ea 11 zado en al gú n mod e l o par­

cla l de T. 

11 1) Tv {(3x1 , .• ,xn)(g1A .. f.c-"'):m <w, o-1, , O""'E[) es cons i sten t e. 

Demostración . 1 ) -+ 11 ) y 111) -> ll) son obv i as 

il )->1 11 ) Sea 11= {(3x1, ,xn)(o-/'- ./\ o-m):m <w,o-1, , <re[). De be -

mos probar que Tvl1 es cons i s t ent e . 

Sea 110~ 11, 110 fin i to. 110={{3 x1, ,><n) 00, , ( 3 x1 , , xn) 0 n) do nd e 

cada e 1 es de la forma 1r 1 /\. • ./\ o- 1 l/w· 

' " Sea 8 el modelo parc l a l d e T que r ea ll z a ru={e0. .e,.>. Entonces , 

i!I es modelo parcia 1 de 110 y con e 11 o Tull es consi s tente. 

11) ->l ) Sea f' = fv{c 1 ... ., cn) y sea['= [ (>< / c 1, ... >< / e n) , donde 

es la fó r mul a que s e obti e ne de ree mpl a zar slmul táneamenle t odas las 

apari c i ones lib r es de x1 por c 1 para 1=1, ... ,n. 

Sea [~s; [' fi n ito . Por hipótes i s , hay un model o parcial 'tl0 de T 

que r ea ll za f.o· Sea (a 1, . .,an) l a tupla de e lemento s de 't10 qu e sa ­

tisface cada fórmu l a d e fu· Entonce s , ha c iendo c~=a 1 , . . , c~ =a n, 

tiene que 'tl~=('t10 ,a 1 , . ,an) modelo d e [~. Po r compaci dad, [ ' 

tlene un modelo S'={S , c ~,. ... c~). Luego 'ti es e l mode l o parclal que 

r ealiza [con la tupla e~ , e~. 
Luego, volviendo al ejemplo 2.2 , po r la Propos l c l ón ante ri o r, hay 

un modelo de Th{<t4,0,S,-> ) que r eali za[. Clarame n te, este modelo es 

no estándar. 

2.4 Definición. Sea [(x1 , .•. • i::,,l un conjunto de f ó rmu l as para f . Una 

teori.a en f. se dice que real i za l oca' lme nt e [ s i y só lo sl existe un a 

fórmula 'PÍ \· · .,xn) e n f. ta l que : 

1) 'I' es consistente con T. 

11) para cada o-e[, Tl-9'~ (es dec ir, toda n-lupla en un modelo de T 

que sallsface 'fl, r ea llza [ l. 

Se dice que T omite localmen l e [ s i y sólo s l para cada f órmu la ip, 
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conslslenle con T, ex l sle <TE[ la! que .,A-cr es cons l s lcnte con T ( es 

declr, s i T no r ea liza l oca l mcn le [ l. 

2.5 Propoelción. Sen T una leo rl.a completa en f que l l e ne modelos 

parciales (luego , lodo modelo de Tes parcial). y sea [ =[(x1 • . .. • xnl 

un conjunto de fórmu l as de f.. S i T llene un modelo que oml te [ , 

tonces T omite loc almen te [ . 

Demostración. (Ch-K Jpág. 79. 

2. 6 Teorema de omls l ón de tipos, para teorlas con mode l os parc i a l e s . 

Sea T una t eorl.a con mode l os parciales en un lengu3 j e numcr3blc , y 

sea [==[(x1 , ••. , xn) un conjunto de fór111ulas. S I T om l le loca l me nte[, 

entonces T llene un modelo parc i a l numerable que om l te [. 

Demostración. ICh- KJ pó:g. 79. Se hace para [(x) para s l mp l \fi c ar l a 

notac i ón. Se supone q ue T oml te l oca ! mente [. 

Sea C•{c0 ,c1 , · · · , } un conjunto numerable de nuevos s l mbo l os cons­

tantes. Entonces f.' afvC es numerable. Se ordenan todas l as orac i ones 

de C':f10 ,1p1 , • • y se cons t r uye una cadena de teorlas: 

T=T0 r; T1s;> · ·§; T,.r;. · tales que 

1. Cada T,. es teorl. a cons i s t ente de f' y es extens ió n f ln l t a de T. 

2. 0 bie n '11..,ET..,+ 1 o ( ~ip,.J ET,..+ 1 
3. S I f1.=3xVdx) y <p .. e r ,.. . 1 • e n t onces t/l(cPJer •• 1 • donde c ri es Ja pr i me­

ra cons t a nte que no apa r ece en T11 ni e n "·· 

4) !lay una fórmu l a o-(x)e[(x) ta l que (-o-Cc.))eT.+ 1 

Se conside r a T =U T . Esta construcc i ón es tá hecha con de l a l le 
W n EW n 

en ICh-K) pág. 79. La construcción del mcdelo numerab l e es l l ge ramen-

te diferente, por e l hecho que l os modelos de Tw son mode l os pa i·c t a­

l es. 

Co110 f es numerable , usando Lo"'enhelm-Skolcm, se toma un mod e lo 

parcial numerab l e de Tw, 8 '•CB,b0,b1,· ··l. 

Entonces , para cad a o r a c i ón 1/1 se llene: 8 ' r-1/1 ss l rwr-IP (pues Tw 

es co•plelal. Sea 

A-ft[b,.···,b, ]= Lel!', b1 e (b0,b1 ... ·> sl j <n y t [b10.···,b1.J e0>. 
l. O n - 1 1 

Obvlamente , ( b0,b1, .>s;; A (c1 es un térmi no d e f'). Es más, 

t[b,. ,b1 J e Almp l lcaquet [ b, .b1 J EB. 
O n-1 O n - 1 

Luego Twr-3x (x 111 l ( c 11 , .. -.c1n). Y por (3), Cp"' t( c 11,· ·.c111 )E Tw 

para cierto p. 
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Luego, bP=t(b
11

,· ·,b1n) y con e llo A={b0 ,b1 ···}. 

Sea 13' la subálgebra parcia l de 5 con uni ve rso A (es obv i o que re­

sulta un subálgebra parcial pues ti e ne los mismos elementos dlstln­

gu1dos por construcción). 

S' = rn. b0, b1.···J 

Basta probar que B"' es mode lo de Tw y con ello S es un modelo pa r­

cial numerable de T qu e , por (4), omite[, (todo b 1 satisface -cr ( x) 

para algún cr(x)e [(x ) ) . 
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