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OMISION DE TIPOS PARA ALGEBRAS PARCIALES
por.

Elena Olivos"

subcon junto del universo. [Este tlpo de estructuras, que cono-
como Algebras parclales, no pueden ser estudiados de la forma
[ desde el punto de vista de teorfa de modelos.

a hacerlo, se adapta en [M] un slstema axlomatico aproplado del
se derivan los resultados léglcos usuales, algunos con pequefias
modiflcaciones.

- Conslderando las noclones de homomorflsmo, subdlgebra y otras como
, \inl generallzaclén de las usuales, ahora para Adlgebras parclales, re-
vigamos los teoremas fundamentales de teorfa de modelos y mostramos
que estos teoremas son vélldos para teorias mas amplias que admiten
modelos parclales. Esto nos permite generalizar a teorfas con
dlgebras parclales uno de los teoremas mis bonitos de la teoria de
modelos que es el de Omisioén de Tipos.

Con este resultado, disponemos de las herramlentas que hacen posi-
ble construlr modelos, en particular numerables, que satisfagan u
omitan clertas propledades.

Formalmente, un &lgebra parclal es una estructura

Subvenclenade parciaimente por Dir. do Poutgrado de la P.U.C.de Chlle.
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#A=<A, p,, £ , c >lel
i ) kel
keK

tal que:

1) A#e y se designa por X un elemento que estara fuera del universo
de toda Algebra parclal.
11) ¢, son elementos distinguldos de A para cada keK.

n
111) pls WA para cada lel, con n ew,
1v) f) son operaclones parclales de rango p(f]) para cada JeJ tales
que:
£, o) uth; p(e )50
y fj(ro,“.,rn__‘)el\ implica 'rlel\ para todo Kp(l'j).

El Sistema AxiomAtico que usaremos es el slgulente:

A1) (8 —)—((Y —x)—(2 —x))

A2) (-8 —0)—0

A3) @ —(~0 —y)

Ad) Yule —y)—(Yu @ —Yu y)

AS) Yu 2 —o

A6) @ —VYu @ donde u no aparece en @.

A7) 3ul(u = t) donde u#t, T es varlable o simbolo de constante indi-
vidual.

A8) (Yu u ¢ ) A (Vu u T )T

A9) T = o—(o—) donde Y se obtlene de la formula atémica @ susti-

8T
2

tuyendo algunas apariclones del término t por el término o.
Al0) T = 1l o'x) donde el término ¢ se obtiene del término T,
sustituyendo algunas apariclones del término t por el término .
Al1) 3x(x = f(t,...,t _))—3x (x st JA . A3Ix (x =t )
0 n-1 00 o n=1 n-1 n-1
Como reglas de derivaclén se tiene:
9.9 oY Lo
1% 7 2. ST
1. TEORIA DE MODELOS PARA ALGEBRAS PARCIALES.
En esta secclén se revisan teoremas centrales en teoria de mode-

los, generallizéndolos a la teorfa de algebras parclales.

1.1 Homomorfismo de Algebras Parciales. Sean & y B 4lgebras parcla-

les. Entonces h es un homomorfismo parcial de @ en B sl y so6lo si
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h: Au{X)} Bu{X} es una funcién tal que:

1) S1 c es simbolo de constante, h(ca)=c5
11) S1 R es simbolo de relacién n-aria y a,,...a €A, entonces
Rg(a Ber e esl RB(ha yeanyha ),
1 n 1 n
111) Si F es simbolo de funcién (parclal) n-aria y a‘,...aneA. enton-
ces Fﬂ(al. Ay ,an)eA implica FB(haI. o .ha“)s By
n(Fa, ... a)=FPha , ... ha ).
1 n 1 n

h es homomorfismo parclal lleno, sl es un homomorfismo parcial que
cumple 1) y i1) y para cada simbolo de funcién n-aria F, a,....a €h,
FB(hal,..A,han)=ha implica que exlisten b ....b, beA, tal que
h(al)=h(bI) para i=1,...,n y h(a)=h(b) y Fﬂ(bl,“. .bn)=b,

h es homomorfismo parclal fuerte si es un homomarfismo parcial que
cumple 1) y 11) y para cada simbolo de funclén n-aria F, al,...,aneﬂ,

8

P‘s(a‘,,A..an)eA ssi F (ha’,,,.,han)eB y

¥ (a,....a )=F(ha ... ha ).
1 n 1 n

y Finalmente, dos estructuras parclales @ y B son isomorfas si y
s6lo sl exliste h:Au{X}»Bu{X}, homomorfismo parcial fuerte, 1-1 y so-
bre.
1.2 Definiclién . Sea £ un lenguaje que admite funclones parclales, @
una estructura para £. Sea s:variables—A. Se define la extensién s
de s como la funclén s: términos—Au{X} tal que

s(x)=s(x) para x variable,

E(c)=cEI para c constante y

E(ftl,...,1")=f (Erl,..A,Et") para f simbolo de operacién par-
clal n-aria y T T términos.

La definicién de que una férmula ¢ con asignacién s es satisfecha
en una estructura # (A|=¢ls]) es la usual, salvo por el hecho que las
variables estan restringlidas a elementos de A. En particular,

Al 3x(x ~ 1)[s] sil s(t)e A

H}-tl= T, ls] sil s(r)eA y s(r)eA y s(z )=s(x))
o bien

s(rllt Ay s(te) € A

1.3 Teorema de Homorfismos. Sea £ lenguaje que admite funciones par-

clales, sean # y B modelos para £, y sea s:variables —Au{X}, h homo-

e @
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morfismo parcial de @ en B. Entonces

1) Para cualquler término t tal que s(t)eA, h(s(r))eB y
h(s(t))=hes(t).

11) Para toda férmula ¢ sin cuantificadores y que no contiene el
simbolo # y tal que para todo término T de £, s(t)e A:

fll=pls] ssl Blglhes]
111) S1 h es 1-1, entonces (11) es verdadera quitando la restric-
cién del simbolo =,

iv) S1 h es sobre, entonces (i11) es verdadera quitando la res-
triccién de los cuantificadores.

v) Si h es homomorfismo parclal fuerte, entonces (1), (i1),
(111), (iv) son verdaderas quitando la restriccién que s(t)e A para
todo término T que aparece en ¢.

Demostracién:

1) Induccién sobre la complejidad del término usando A7 y All.
11) Induccién sobre la complejidad de la férmula.
111) Directa usando que h es 1-1 y parte 1i).

iv) Sea ¢:3xy tal que para todo término T que aparece en y, s(t)eA
y supongamos que H#|=y[s] ssi B=ylhos]

Al pls] ssi existe acA tal que Hl::y/l[s[:”

ssl existe aeA tal que Bkw[he(s[:] )]
X
ssl existe aeA tal que B}:w[(hos) . ]

s(y) sl y#x
donde s[’](y)=
a
a sl y=x

ad) 1 X
Nota . Es facll ver que (hos)([ ha]]—ho(s[ A ]).

Entonces existe b=h(a)eB tal que B}-w((hes)(:)] entonces B ¢(hos].

Ahora Bl-g[hes] sl y sélo si existe beB tal que B]:-w[(hos)(:)l. en-
tonces, como h es sobre, existe aeA con ha=b tal que B}ww[(hus)(:u)]
y con eso, la afirmacién sigue.

v) Son directas.

Si @ y B son Algebras parclales isomorfas, entonces
(]

1.4 Corolario.
#=8 (es decir, para cada oracién ¢, A}-¢ ssi Blg).
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1.5 Teorema de Correccién. Sea J un conjunto de oraclones. Entonces
L+ ¢ implica que ¥ |=¢.
Demostracién. La demostracién es estdndar considerando tres casos: ¢
un axioma, ¢e] o blen ¢ es obtenida por modus ponens o generaliza-
clén. Por esta razén, se da la demostraclén sélo para el caso en que
@ es un axioma especifico de este sistema.

Sea @l un modelo parcial para clerto lenguaje £, s aslignacién arbi-
traria en #.

1) ¢ es el axloma (A7). Sea T un simbolo individual. Entonces
ﬂ}-iu(u =~ t)[s] ssl exlste algun elemento aeA tal que s(t)=a. Como
T es simbolo individual, T=x con x variable, 6 t=c, con c simbolo de

constante. Si t=x, entonces s(t)=s(x)e A y se elige a=s(x). Si t=c,

entonces §(c)=cael\ y se ellige a=c
11) ¢ es el axloma (A8). Entonces, por demostrar:
A

1 [(Vu(u # )Ml f T )t = tz]ls]
Supongamos que & }=Vu(u # 1|)/\Vu(u t 7,)[s], entonces H}‘Hu(u ~ 7)[s)
y Af3ulu = tz)lsl. Luego S(Tl)!/\ y s(tz)tl\, Por lo tanto s(tl)=s(tz)
y ﬂ}--r‘nf T, [sl.
111) ¢ es el axloma (A11). Entonces, por demostrar:

ﬂ}-}x(xﬂ'(iu, Sl .r"_l))—ﬂx(xno). RS {CoL )
Supongamos que # = 3x(x = Bl pioni ))[s]. Entonces
= f,— e I
s(f(x,,.. b )=t (s(roi. -.s(r _))eA. Luego, como # es algebra
parclal, S(r‘)sA para i<n. Luego ﬂ}-]x,lxl ~ t.) para cada i<n. [}

1.6 Nota: El teorema de completud estd demostrado en [M] pag 17. Con
estos dos teoremas se obtlene el teorema de compaclidad, y, por la
construccién del modelo canénico de un conjunto de oraclones ([M]
pag.19), se tlene el teorema de Lowenheim-Skolem (descendente). El
teorema de Lowenheim-Skolem-Tarskl (ascendente) es consecuencla de
los anteriores.

Veamos ahora un resultado clasico de teoria de modelos, que aflirma
que toda algebra esta 1somorfamente sumergida en algin ultraproducto
de subAlgebras finitas de ella. Para asegurarlo, el lenguaje conside-
rado no debe tener simbolos de funcién. Ahora mostramos que con este

slstema axlomdtico que permite modelos parclales, esta restricclén

e 0 A
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desaparece.
1.7 SubAlgebra Parcial. Sean @l y B 4lgebras parclales. Entonces # es
Subédlgebra parclal de B sii

1) AsB y fl y B tlenen los mismos elementos distinguldos.

11) Para cada simbolo de relacién n-: arla Ry a anEA,
Rﬂ(a veeaap) ss1R® (a .,.A.an).
111) Para cada simbolo de funclén n-arla F y ae, anEA.
F(a al)={F(a..“.an) le(a..“.an)el\
4 *5besn X si no .

1.8 Definicién. Sea & un 4lgebra parclal para un lenguaje £. Sea 8
un conjunto de oracliones verdaderas en H'=(ﬂ_a].EA tal que wEA; ssl ¢
es de una de las sigulentes formas:
H)SE(atNe. ;a) cona ;. S a €A, P relacion.
1 n 1 n
11) ~P(a,...,a ) con a,...,a €A, P relacién.
1 n 1 n
111) 3x(x » 7)o (3x(x » T, A T = 1), 7,7, términos constantes de £.
Denoturamos por rlﬁ T 1as fbrmulas de este tipo.

1v) ¥ x(x # 1), T término constante de £.

1.9 Proposicién. Sean @, B &lgebras parclales para un lenguaje £. Si
8 puede expandirse a un modelo parcial de A;, entonces #l esta lsomor-
famente sumergido en B.
Demostracién. Sea £ =8 u {c :aeA}. Sea B'=(8B,b )

Axe g a 2 a€A
£ que es modelo de Ag y sea C=(b.:aeA)4 Entonces C contlene las

expanslén de 8 a

constantes de B. En efecto, si c es simbolo de constante de B, existe
aeA tal que cg=a. Luego (3x(x ® c)—(3x(x = ¢ )A c » c))EA , de don-
de 8 | (3x(x = ®)o(3(x = b)A b= ). Asl.cs'basc.

Sea € la subdlgebra parcial de B con universo C, con las operaclo-
nes y relaciones restringldas de B.

Se define h: Au{X}—Cu{X} por av—»bBA Obviamente, h es 1-1 y sobre.

Falta probar que h es homomorfismo parcial fuerte.

1) Sea c simbolo de constante de £. Entonces ca=a para algun aeA y

(3x(x = c)->(3x(x » a)Ac » a))edy . Luego

8k (Gx(x » cP)oax(x » b A b ). h(c™)=h(a)=b =c”.

11) Sea P simbolo de relacién n-arla, a,...,a €A
Sl Pﬂ(a peeeed ) enlonces P(a e _l)EA; , por lo tanto
P[b s b ). LuegoP(b P

o "n-1 )

Ve —— oaam\
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I\hora sl ~P (a ""'an—l]' enLQr.mces -P(ao..,.,an_l)EAﬁ S porlo)
tanto ~P (b ....,bn ). Luego ~P (b ,...,ba ).

n-1 n-1
111) Sea F s&mbolo de funcién (parclal) n-arla, a gr e @ |€A,
R
SINES (a, entonces Fm(a ,...,an_‘l~a para algin aeA.
o % B
Luego, a _,)ebg . Entonces, 8'|=b ~F (bao..u.bu |J y
o

B3 x(x * b ).
Luego B’ }=3x(x~F (o,

b )AL A
., LR,

a

n-1 0 n-1
a

RS ES by o b €O a4t ae DD EES(ha e ha )l

uo ;?vl a 0 n-1 o n-1
Ahora bien, si F" (s ,...,a )¢A, entonces Vx(x = Fla,...,a ey

o
Luego, B'|=Vx(x=F8(b yoooub )y con ello, F (ha ...,,ha )&C.
ao a“_’ n-1

Por lo tanto, h es un isomorfismo de # sobre € y con ello, & esta

Isomorfamente sumergida en B.

1.10. Producto reducido de algebras parciales. Sea D un filtro propio
sobre I, para cada lel, sean fl, 4lgebras parclales con

E(l=<A‘,R ESC I

W'’
donde
R =<R +kek> relaciones
W
Fm:(F(n : JeJ> funclones parclales
=<c :meM> elementos distinguldos.

c g
(GDI)
m
Entonces, el producto reducldo de las &algebras parciales E‘. deno-
tado por B=HDH es el algebra parclal.

B("A S G Cm keK; JeJ; meM

donde 1) C =<c :1el> para cada meM
m (1) )

n
11) Para cada keK, fn,“4,fn ell A u{X}

o =T D1

={<f® WP 4
Sk—(<r0,,..,rn>|>.(lel.n“)k(fn(l),v--,f"_‘(l ) }eD}.

111) Para cada JeJ, £°,...,f° ell A U{X}

o n-1 D

<F “”(f (4, f  ()):del> st

G “_D.”_'(D = {lel: 1”“”((0(1),....]n_l(l))e/\‘)eo
UEa0 n-1

X sl no
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1.11 Proposicién. (Versién de ultraproductos para el teorema de com-
pacidad en un lenguaje con modelos parclales).

Sea J un conjunto de oraclones de £, sea l=Swl[), (SW(E) denota
el conjunto {x: XSL y x es finlto}) y para cada lel, sea EII un modelo
parclal de 1. Entonces existe un ultrafiltro D sobre 1 tal que
nnle:.

Demostracién. [Ch-K]p.172. Es ldéntica a la usual debldo a que el
teorema fundamental de ultraprodutos es valido en este sistema ([M)
teorema 5.7 pag.32). -
1.12 Proposicién. Sea £ un lenguaje que no tlene simbolos de constan-
tes. Entonces, todo modelo parclal @ de £ puede sumerglirse isomorfa-
mente en algun ultraproducto de submodelos finitos de .

Demostracién. Sea Efﬂu(cazael\) y sea £=A;, A'=(#,a) ,, I=S (I). En
cada lel aparece un nimero finito de constantes nuevas, sean ellas

cj‘,...,cjl‘
Sea !;-(H‘,nj.....a ) donde lﬂ|l-(a].<.4,nJ }. Como no hay
1 3

simbolos de constante, Rl con las operaciones y relaclones restringi-

das de #l es subdlgebra parclal de &.

Luego H”-l (pues las subAlgebras parclales preservan las identi-
dades definldas) y por la proposiclén 2.7 existe un ultraflltro D so-
bre I tal que ﬂnﬂ;l-A;' §

Ahora, por el teorema de expansién (que también es valido en este
sistema), nnﬁ‘ es el reducto de ﬂnﬂ‘l a 8. £

Luego nnﬁ‘ puede expandirse a un modelo Bg v con ello, A estd lso-

morfamente sumergido en HDHI 5 -

2. OMISION DE TIPOS.

Se usard la notaclén de [Ch-K](p.76):
2.1 Definicién. Dado £=[(xl..“,x“) un conjunto de férmulas, y # mo-
delo parcial para £, se dice que # realiza § si y s6lo sl hay una n-
tupla de elementos de A que satisface J en #. Se dice que & omite J
sl y sélo sl no lo realiza.
2.2 Ejemplo. En Th(<N,0,S,->), sea

L(x)={3y(x-0=y), 3y (x-S0=y), 3y (x-SS0=y), ...}
Es obvio que ningin ntmero natural realiza L, luego M =<N,0,S,->

es un modelo que omite §. Es claro, ademds, que todo subconjunto fi-
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nito de J es realizado por algin nimero natural.
Se tlene la sigulente proposiclén:
2.3 Proposicién. Sea T una teoria con modelos parclales y sea
E=):(x‘“..,x") un conjunto de férmulas. Entonces, son equivalentes:
1) T tlene un modelo parclal que realiza §.
11) Todo subconjunto finito de J es realizado en algin modelo par-
clal de T.
111) Tu ((3x|. St .xn)(vif\. 4 .Nrmb:m <w, 0, .ome): } es consistente.
Demostracién. 1) —ii) y 111)—11) son obvias.
11)—>111) Sea A= ((Z-Ix‘,“..xn)(:r‘/\.‘./\ o )im<w, o, ..., 0€f }. Debe-
mos probar que TuA es consistente.
Sea AOS 8, An finlito. Ao=((3 Xpveos .aneo, o'c o Gl Xpveoe ,xn)en) donde

cada o es de la forma o Ao o, 1 <w.
P

1
Sea @ el modelo parclal de T que realiza Zﬂ=(e°,...,er). Entonces,
# es modelo parclal de A, y con ello TuA es consistente.
11)>1) Sea &’'= Eu(cl. Ao ,c“) y sea J'= ):(xl/cl, Bok ,xn/c"), donde
L (/e o xze)=lolx se L x /e )ioel) Yy a(x /e, % /e )

es la férmula que se obtiene de reemplazar simulténeamente todas las
- apariclones libres de X, por ¢, para I=1,...,n.
Sea ):{79 Y’ finito. Por hipétesis, hay un modelo parclal HO de T

que realiza Xv Sea (a‘..‘..a") la tupla de elementos de HD que sa-

tisface cada férmula de {0 Entonces, haclendo c? ‘....,cf=a". se

tiene que H‘o=(ﬂn,a‘,.“,an) es un modelo de ):(’) Por compacidad, ¥’
tiene un modelo H’:(ﬁ.c?,..4,c§‘). Luego @l es el modelo parcial que
reallza J con la tupla c?,”.,cﬂ. L]

Luego, volviendo al ejemplo ;‘2, por la Proposlclén anterior, hay
un modelo de Th(<N,0,S,->) que realiza J. Claramente, este modelo es
no estandar.

2.4 Definicién. Sea Z(x‘.,...x") un conjunto de férmulas para £. Una
teoria en £ se dice que reallza localmente J sl y s6lo si existe una
férmula p(x‘,....x") en £ tal que:

1) ¢ es conslstente con T.

11) para cada o€}, T|=¢—0o (es decir, toda n-tupla en un modelo de T
que satlisface ¢, realiza J).

Se dice que T omite localmente J sl y sélo sl para cada férmula g,

(T
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consistente con T, existe cel tal que pA-c es consistente con T ( es
decir, sl T no reallza localmente J).

2.5 Proposicién. Sea T una teorfa completa en £ que tlene modelos
parclales (luego, todo modelo de T es parclal), y sea ):=):(x‘...‘.kn)
un conjunto de férmulas de £. SI T tlene un modelo que omite ¥, en-
tonces T omite localmente J.

Demostracién. [Ch-K]pag.79. "
2.6 Teorema de omisién de tipos, para teorias con modelos parciales.
Sea T una teoria con modelos parclales en un lenguaje numerable, y
sea ):=):(x‘.....xn) un conjunto de férmulas. SI T omite localmente [,
entonces T tiene un modelo parcial numerable que omite J.
Demostracién. [Ch-K) pag. 79. Se hace para J(x) para simplificar la
notaclén. Se supone que T omite localmente J.

Sea Cﬂ(co.cl, «++,} un conjunto numerable de nuevos simbolos cons-
tantes. Entonces £'=fuC es numerable. Se ordenan todas las oraclones
de E':wo.pl. +++ y se construye una cadena de teorias:

T=TOS T!;-“S TMS“' tales que
1. Cada T’. es teorfa conslstente de £’ y es extensién finita de T.
2. 0 blen ) (~wm)eTm”
o< JAN 5 | p.=3x(ll(x) y WMETMH, entonces w(cp)sT_H. donde <:p es la prime-
ra constante que no aparece en T- nl en e,
4) Hay una férmula o(x)ef(x) tal que (-a‘(c_l)sT_" v

Se consldera Tw=Unean‘ Esta construcclén estd hecha con detalle
en [Ch-K] pag. 79. La construcclén del medelo numerable es ligeramen-
te diferente, por el hecho que los modelos de T” son modelos parcla-
les.

Como £ es numerable, usando Lowenhelm-Skolem, se toma un modelo
parcial numerable de T . B'-(B,bo.hl."‘)v

Entonces, para cada oraclén ¢ se tlene: 8'j¢ ssi T,‘,l-w (pues T

es completa). Sea

A={![b‘,-~-,bl ]: tef’, b‘ e(bo.bl.'”) sl J<n y t[b‘.---.b‘ ]EBL
o ) 0 n

n-1
Obviamente, {b ,b ,::+,}s A (t:I es un término de £’). Es mas,
o' 1
l[b gk “sh ]E/\ implica que t[b|."‘.bl €B.
‘o "n-1 0 n-1

y por (3), cp'»: t(c‘l,-“.cl")e Tu

Luego Tu}-Bx(x E] t(cll,“'

para clerto p.
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).

Luego, ’*t(b ,~-~.bx ) y con ello A= (b b

Sea #’ la subélgebra parclal de B con universo A (es obvio que re-
sulta un subdlgebra parclal pues tlene los mismos elementos distin-
guldos por construccién).

H=(", b, b )
o =

Basta probar que fl’ es modelo de T, ¥ con ello @ es un modelo par-

clal numerable de T que, por (4), omite J, (todo bl satisface ~o(x)

para algun ¢(x)e L(x)). o
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