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Resumen. El propésito de este articulo de divulgacién es proporc)onar algunas ideas
fundamentales sobre el método de elementos finitos (MEF) a través de su aplicacién

a problemas de valores de contorno en una y dos di Se usan
elementales de la teoria de distribuciones para descnbu‘ las formulaciones débiles co-
rrespondientes. La existencia y unicidad de ida mediante el Lema de

Lax-Milgram, el cual constituye una de las herramlentas bésicas de Analisis Funcional
para el estudio y aproximacién numérica de formulaciones variacionales. Siguiendo el
procedimiento usual, el MEF se introduce como un caso particular del clasico método
de Galerkin, y se proporcionan las estimaciones de error en diferentes normas mediante
el Lema de Cea y argumentos de dualidad. También, se incluyen algunos aspectos
algoritmicos del método para los problemas modelos considerados.
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130 Gabriel N. Gatica

1 Introduccién

El Método de Elementos Finitos (MEF) es un procedimiento numérico que per-
mite obtener una aproximacién de la solucién de una ecuacién diferencial, ordinaria
o parcial, bajo ciertas condiciones iniciales y de frontera. El MEF es un caso par-
ticular del clasico método de Galerkin, el cual consiste, basicamente, en aproximar
la solucién de una ecuacién de operadores en un espacio de dimensién infinita, por
la solucién de la misma ecuacion, pero ahora planteada sobre un subespacio de
dimensién finita del espacio original. Lo que caracteriza e identifica al MEF de
cualquier otro esquema de Galerkin es el hecho de elegir funciones seccionalmente
polinomiales para definir el subespacio respectivo. Originalmente, el método fue
propuesto por ingenieros en la decada del 60 para resolver el problema de elas-
ticidad lineal, y durante sus inicios se utilizé practicamente sélo para problemas
elipticos, es decir, en términos simples, para ecuaciones diferenciales dependientes
de la variable espacial e independientes de la variable temporal. Posteriormente, los
avances han sido tan numerosos e importantes que hoy en dia se puede aplicar a
una amplia gama de situaciones, incluyendo comportamientos lineales y no-lineales,
y tanto para problemas estacionarios como para aquellos de caracter evolutivo (ver
[1],02],[3],[5],[6], [ 7]y las referencias indicadas ahi). Ademds de lo anterior,
el MEF ha mostrado una gran capacidad para combinarse con otros procedimien-
tos similares, por ejemplo el Método de Elementos de Frontera, lo cual permite
resolver una clase mas amplia de problemas diferenciales en fisica y en ciencias de
la ingenierfa (ver [ 4]).

El objetivo del presente trabajo es proporcionar las ideas esenciales del MEF
mediante la resolucién de algunos problemas simples de valores de contorno. Como
primer modelo fisico se considera una barra de longitud 1, fija en sus extremos, y
sujeta a una carga tangencial f. Dado z € [0, 1], denotamos por o(z) y u(z), la
traccién y desplazamiento tangencial en z, respectivamente, bajo la carga f (ver
Fig. 1.1).
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Figura 1.1
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Suponiendo que ocurren pequefios desplazamientos y que el material del cual estd
hecha la barra es lineal-eléstico, se tiene:

g =Bl geny (0,1) (ley de Hooke),
—d" = f en (0,1) (ecuacién de equilibrio) , (1.1)
u(0) = u() =0 (condiciones de frontera)

donde E es el médulo de elasticidad. Al eliminar la incégnita o, el sistema (1.1) se
reduce a:
SE )= (0,1),
w(0) = wu() = 0.
En particular, si E es constante e igual a 1, obtenemos el siguiente problema de
valores de contorno: Hallar u tal que

|
<
®
E]

I
=
Il

4 f en Q:=(0,1),

(1.2)
w(0) = u(@) =0.

Otra situacién que da origen al problema (1.2) se describe a continuacién. Sea
u la temperatura y g el flujo de calor en una barra de longitud 1 sujeta a una fuente
de intensidad f. Si la temperatura es cero en los extremos de la barra, entonces en
el caso estacionario se obtiene lo siguiente:

—-q = kv (ley de Fourier),
NN} conservacién de la energia), (1.3)
u(0)RI=R B (1)E =10,

donde k es la conductividad. Similarmente al caso anterior, es facil ver que si k = 1
entonces la temperatura v también satisface (1.2).

El resto del articulo se presenta como sigue. En la Seccién 2 se deduce la
formulacién variacional del problema modelo unidimensional (1.2). La existencia y
unicidad de solucién de esta formulacién es estudiada en la Seccién 3. El método de
Galerkin y un esquema de elementos finitos usando funciones seccionalmente poli-
nomiales de grado < 1 constituyen el tema de la Seccién 4. En la Seccién 5 se
proporcionan estimaciones del error en dos normas diferentes y se prueba un resul-
tado de aproximacién para el espacio de elementos finitos utilizado en la Seccién
anterior. En la Seccién 6 se recopilan algunos resultados elementales de Analisis
Funcional y se demuestra el Lema de Lax-Milgram. Finalmente, la Seccién 7 es-
tudia la aplicacién del método de elementos finitos al problema de Dirichlet para
la ecuacion de Poisson. Las identidades de Green se utilizan para obtener la for-
mulacion variacional repectiva, y se ilustran en detalle los aspectos algoritmicos del
méto,gf) Qﬂ‘a:g un casg_bi\-d\imensional.

[
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2 La formulacién variacional
Con el objeto de deducir una formulacién variacional de (1.2), necesitamos introducir
algunos conceptos previos. Dado un abierto 2 de R, C*(Q2) denota el espacio de
funciones infinitamente diferenciables definidas sobre (2, a valores reales. Para cada
¢ € C*(Q) se define su soporte, y se denota sop ¢, por

sopyp = {z €N : p(z) £0}.
Ademdés, se introduce el espacio de funciones

CP(Q) == {p €C®(N) : sopy es compacto y sopy C N}.

Luego, multiplicando la ecuacién diferencial de (1.2) por una funcién ¢ € C§°(Q) e
integrando por partes en 2, resulta

1
/fwdz: —/u”cpdr :/u’ga'dz—u'cp/,
[ o o 0

de donde, usando que ¢(0) = ¢(1) = 0, se obtiene la identidad

JaW@'ds = [y feds Ve € CRQ). (2.2)

DEFINICION 2.1. Dada v € L*(Q), se dice que v' € L%(R), en el sentido distribu-
cional, si eziste z € L(Q) tal que

—Av«p’dz = Azwd: Ve € C(Q),

¥ se escribe v’ := z.
EJEMPLO 2.2. Considere la funcién:
v(z) =
Es facil probar que v’ € LQ(Q), donde
{ Lm0i<ta; <l

0, l<z<2.



. s ot
Aspectos Basicos del MEF

En virtud de la definicién anterior, podemos introducir el espacio de Sobolev,

HY(Q) = {vel?Q): v eL¥N)}, (2.2)

el cual es un espacio de Hilbert (ver [ 7, Teorema 1.2-1]) provisto del siguiente
producto escalar

<v,w>m@) = fo(vw' +vw)ds VYo, we HYQ). (2.3)

Se sigue que la norma de H*(f) estd dada por

Il Nl : BHQ) = R

||l ) = {A((v’)2 + v?)de }1/2 Vv e HY(Q).

Ademés, denotamos por H§ () la adherencia de C§°(Q) en H'(Q). Puede mostrarse
que H} (Q) también se caracteriza como el subespacio de elementos de H'(Q2) que
se anulan en la frontera 89 en el sentido de trazas (ver [ 7, Seccién 1.3]). Es decir,
formalmente,

HE(Q) == {ve HYQ) : v(0) = v(1) = 0}. (2.4)

De acuerdo a la identidad (2.1) y a la densidad de C§°(R) en H} (), podemos
pensar en un método de solucién para (1.2), distinto del esquema clésico, y en el
cual en vez de pedir que la ecuacién diferencial se satisfaga en cada punto z € (2, se
requiera solamente que se verifique la identidad integral (2.1) para cada ¢ € H{ (Q).
Esto da origen al llamado método débil, el cual se reduce a la siguiente formulacién:
Hallar uw € Hj () tal que

Jou'vds = [, fvds VYveHI Q). (2.5)

3 Existencia y unicidad de solucién

Para estudiar la existencia y unicidad de solucién de (2.5) se introducen primero
algunas notaciones. Para este efecto, sea V 1= H{} (Q) y definamos

A:VxV =R
Aw,v) = [qw'v'ds VYw,veV, (3.1)
F:V->R
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F() == f fvds VveV. (3.2)

Con esto, la formulacién débil (2.5) puede reescribirse como sigue: Hallar u € V tal
que

A(u,v) = F(v) YveV. (3.3)
Es facil ver que A es una forma bilineal, esto es lineal en cada componente, y que

F es un funcional lineal. Ademds, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en
L*(Q2), se obtiene

[A@, )| < [l'llzz@ Il < Ilellvilelly Yw,veV,

lo cual prueba que A es acotada. En general, se dice que una forma bilineal B es
acotada sobre un Hilbert W si existe una constante M > 0 tal que

[B(w,v)| < M |lw|lw |lllw  Yw,veW. (34)

También, se dice que B es coerciva sobre W, o W-eliptica (ver [ 3]), si existe una
constante a > 0 tal que

B(w,v) > a|p|l}, VYveWw. (3.5)

Ahora, usando de nuevo la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L2(f2), resulta

[F@)| < [Ifllza) [lollza@y < 11£ 2z lollv

lo cual muestra que F es acotado. En general, se dice que un funcional lineal G es
acotado sobre un Hilbert W, y por lo tanto un elemento del dual W', si existe una
constante positiva, que denotamos ||G/||w, tal que

[GE)| < |IGllw[lollv ~ YveW. (3.6)
Con el propésito de mostrar que nuestra forma bilineal A es V-eliptica, se necesita
el siguiente resultado (ver [ 7, Teorema 1.2-5]).
Lema 3.1Definamos la aplicacion | - |g(q) : H(2) — R,

[olm@ = {fo@)?dz}’? Ve H(Q). (3.7)

q g i
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Entonces | - |1(q) es una seminorma sobre H 1(Q), la cual es equivalente a la norma

usual || - ||z1(q) en el subespacio H§ (). Es decir, existe C > 0 tal que
[l < llllm@ < Clolm@ Vv e Hy(Q). (3.8)
Demostracion. Basta mostrar la equivalencia de | - |giq) con || - ||mi(q) en el

subespacio denso de H{ () dado por C°(R). En efecto, dado ¢ € CP(Q) y 2 €
Q := (0,1), tenemos

T 2 T
@l = | [ ewa| <o [7 @0 @ < 2l

donde la desigualdad de Cauchy-Schwarz se utilizé en la segunda estimacién. Inte-
grando lo anterior con respecto a z en 2, se deduce que

1
2 2
[lellz2@) < §|‘P|Hl(n)

y por lo tanto

3
llellt) = llelitaq) + lelinm < 3 leling-
Esto completa la demostracion. B
La V-elipticidad de A se sigue entonces de (3.1), (3.5), (3.7) y (3.8).

De acuerdo al analisis anterior, la existencia de una nica solucién para nuestro
problema (3.3) se concluye de manera inmediata a partir del siguiente resultado
general (ver [ 3], [ 6], [ 7, Teorema 2.2-1]), cuya demostracién seré proporcionada en
la Seccién 6.2.

Teorema 3.2 (Lema de Lax-Milgram). Sea (V,< -+ >v) un Hilbert y sea
A : V xV — R una forma bilineal acotada y V-eliptica. Entonces, para cada
F € V', existe un tnico u € V tal que

A(u,v) = F(v) VveV.
Ademais,
1
< - 1
llellv < = 1IFllv:,

donde a > 0 es la constante de V -elipticidad de A.

. | m ! .’4 \
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4 El método de Galerkin

En lo que sigue podemos abstraernos del problema de valores de contorno (1.2) y de
su formulacién débil asociada (3.3), e introducir asi un espacio de Hilbert arbitrario
V, una forma bilineal A : V XV — R acotada y V-eliptica, y un funcional acotado
F € V'. Aplicando entonces el Lema de Lax-Milgram se deduce que: eziste un inico
u €V tal que

A(u,v) = F(v) VvevV. (P)
Para deducir un procedimiento que nos permita aproximar la solucién de (P), se
considera primero una sucesién de subespacios de dimensién finita V,, C V, y luego
se plantean los siguientes problemas: Hallar u, € V, tal que

A(un,vn) = F(vn) Vv, € Vo ((24)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la dimensién de V, es n. Esta
simple idea de reducir el problema original formulado en el espacio de dimensién
infinita V', a una sucesién de problemas anédlogos en los subespacios de dimension
finita Vy, es lo que se conoce con el nombre de Método de Galerkin. El objetivo serd,
entonces, elegir los V,, de manera tal que al menos se cumpla la siguiente propiedad

lim |Ju — wally = 0. (@)

A continuacién mostramos que (P,) se reduce a un sistema lineal de ecuaciones.
En efecto, sea {e}, €2, ..., €5} una base de V;,. Entonces, existen escalares ay, &g, ..., tn

tales que
n
Wy = Z aje;.
i=1
Luego, (Pp) se convierte en: Hallar o, ..., € R tales que
n
Z a; A(ej,vn) = F(v,) Y, e,
=1

lo cual es equivalente a: Hallar oy, ..., a, € R tales que

21 o5 Alej e:) = Fe) Vaies I ke (4.1)

As, definiendo la matriz A := (aij)nxn y los vectores & := (@j)nx1y F := (f5)nx1,
con

ai; = Alej &) y  fji= Flej),
la formulacién (4.1) se reescribe como sigue: Hallar & € R™ tal que
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Aa = F. (4.2)

Notemos aqui que la V-elipticidad de A garantiza también que (4.2) siempre tiene
una nica solucién. En la literatura, A se llama usualmente matriz de rigidezy F, el
vector de carga. Estos nombres se deben a la terminologia usada inicialmente por los
ingenieros, quienes crearon un caso particular del método de Galerkin para resolver
el problema de elasticidad lineal, conocido como el método de elementos finitos.

Ahora, es preciso sefialar que el disefio de algoritmos eficientes para resolver el
sistema lineal (4.2) adquiere una tremenda importancia cuando la dimensién del
subespacio V,, tiende a oo. Al respecto, debemos observar que para matrices de
gran tamano, una estructura rala o banda es muy deseable. También, si la matriz A
es simétrica y definida positiva entonces la resolucién de (4.2) se facilita ain mas.
Este es precisamente el caso cuando la forma bilineal A, ademas de ser acotada y V-
eliptica, resulta simétrica. En efecto, dado 8 := (b1, 8, ..., Bz)T € R", definamos
Y= Z};l Pje; € Vo, € V. En virtud de la V-elipticidad de A se sigue que

alblly < A@v) = X

i=1 j
de donde BTAB > 0VB eR™,y BTAB = 0siysélosif es el vector nulo.
EJEMPLO 4.1. Para mostrar un ejemplo especifico de un esquema de Galerkin asociado a

(1.2), consideramos una particién 0 = g < 7; < Ty < :-+ < Tp < Tpy1 = 1 del dominio
Q := (0, 1), e introducimos el espacio

as‘jﬁsﬁ; = ﬁTAﬂ,

1

n n

Vai={v€C(Q) : v(0) =v(1) =0y vz, .z € Pa([z;-1,35)) Y5 =Tn+1},
donde P;(S) denota el espacio de polinomios de grado < 1 definidos sobre cualquier subconjunto
S de §). Es facil probar que las funciones de V;, quedan determinadas tinicamente por los valores

que toman en los nodos ; de la particién de Q. En particular, {el, 8ty en} constituye una
base de Vj,, donde e; € Vj, es tal que

138Ei ) =%,
ei(z;) =
081" j A1
Tales funciones base de V}, se llaman funciones techo. En cuanto al calculo de la matriz de rigidez
A, se obtiene

0 si [i—j|=>2,

1
e (i s =
a;j = Ales,e5) = L e;ejdz = my S i=i-1,

1 1

= si j=1
hj © hjp J g
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donde h; 1= z;—3;_1Vj =1 mn+1,y porlo tanto A resulta tridiagonal. En el caso de una
particién uniforme con h; = h := n_1_+1 , el sistema lineal (4.2) queda dado por
20 =17 @ e . 0 oy fi
=i g . 0 Qg fa
0
1
= = 5 (4.3)
0
(80 ies sl i il | @A fr-1
o - RS O/ S =1 ) Qn Tn
donde f; := F(e;) = ffj’:‘ fejdz. Notemos finalmente que, debido a la definicién del

subespacio Vp,, la solucién @y, @, ..., @p que entrega el sistema lineal (4.3) coincide con los valores
que toma la solucién de Galerkin %, en cada uno de los nodos de la particién. En otras palabras,
se tiene que @; = up(z;) Vi € {1, sy M

Lo anterior constituye una de las situaciones mas simples posibles que muestran
el tipo de sistemas lineales que se obtienen al aplicar el método de Galerkin al
problema (P).

El procedimiento ilustrado a través del EJEMPLO 4.1 representa la misma idea
que motivé a los ingenieros en la decada del 60 a crear el Método de Elementos
Finitos (MEF) para resolver la formulacién débil del problema de elasticidad. Més
precisamente, el MEF es un caso particular del método de Galerkin, en el cual se
utilizan subespacios de dimensién finita V, cuyos elementos son funciones seccional-
mente polinomiales. Algunas de las ventajas, propiedades y aplicaciones de esta
técnica constituyen el tema de las restantes secciones de este trabajo.

5 Estimaciones del error

5.1 El Lema de Cea

Nuestro propésito siguiente es obtener una cota superior del error que se origina
mediante el método de Galerkin. Este se define como la diferencia en norma entre
la solucién exacta u € V de (P) y la solucién aproximada u, € V, de (P,). Para
ello, vemos primero que de (P) y (P,) se deduce que

Al = i, vp) = 0 Vg€ Va, (5.1)

—
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la cual se conoce como relacion de ortogonalidad. La razén de este nombre se debe
alo que acontece cuando A es simétrica, en cuyo caso A se convierte en un producto
interior donde su norma asociada, definida por |||z := A(v,v)Y?> Vv € V, y
llamada norma de la energia, es equivalente a la norma original del espacio V. Asi,
la ecuacién (5.1) es la tipica condicién de ortogonalidad que caracteriza la mejor
aproximacién de u € V por elementos del subespacio V,,, con respecto a || - ||g. En
otras palabras, (5.1) muestra que, en el caso simétrico, la solucién de Galerkin u, es
la mejor aproximacion de la solucién exacta u con respecto a la norma de la energia,
o equivalentemente,

[lu = un||lE = infu,ev, |lu—vnlle. (5:2)

No obstante lo anterior, es importante reiterar que la relacion de ortogonalidad (5.1)
también se satisface para A no-simétrica.

Lema 5.1 (Lema de Cea [ 3]) Suponga que A es una forma bilineal acotada (con
constante M ) y V -eliptica (con constante a). Sean u € V y u, € V, las soluciones
de (P) y (Pn), respectivamente. Entonces

llu —unlly < Y infy.ev, [lu— vallv. (5.3)

Demostracion. Usando la V-elipticidad de A, sumando y restando un elemento
arbitrario vn, € V;, en el segundo término de A, y luego aplicando la relacién de
ortogonalidad (5.1), obtenemos

aflu—un|l} £ A—tUn,u—us) = A(U—Un, U—Vn+Vp—1up) = A(t—1tun, u—0y).
Puesto que A es acotada, la desigualdad anterior implica que
2
aflu=unlly < M |lu—un|ly [Ju = vq|lv,

de donde, suponiendo ||u — un||lv # 0, resulta

lle—ually < %llu—vally Vo, € V. (5.4)

Naturalmente, (5.4) es vélida también para ||[u — un||v = 0. Finalmente, tomando
infimo en (5.4) con respecto a v, € V; se concluye la demostracién. M

La cota de error dada por (5.3) se conoce con el nombre de estimacion de Cea
y ella provee el punto de partida para finalmente derivar las propiedades de conver-
gencia de los métodos de elementos finitos. Como se mencioné antes, lo minimo que
se requerird en cada caso es la condicién (C), la cual garantiza que el error se va a
cero a medida que la dimensién del subespacio V;, tiende a oo.

139
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5.2 Cotas de error en normas mas débiles

El error también puede medirse en la norma de un espacio W que contenga a V. Esto
se hace utilizando lo que se conoce como argumentos de dualidad. Para ejemplificar
esta idea, sea W := L*(Q), y consideremos nuevamente el problema unidimensional
(1.2). Seaw € V := H} () la solucién débil del problema de valores de contorno:

e —unlly < %llu—vally  Von € Va. (5.4)
-w" = wu-wu, en Q:=(01),
(5:5)
w(0) = w(l) =0.
Se sigue que
A, w) = A(u-un)vd:t Voev,
¥, en particular, para v := u — u,, se obtiene

[l = wallfy = Alu = up, w).
Ahora, usando la relacién de ortogonalidad y el acotamiento de A, resulta
I = unlffy = Aw—tn,w—va) S M |lu=tally|w=vally  Von €Va,
lo cual implica que
o = wallfy < M |lu = unlly infy,ev, |l —vallv . (5.6)
Si definimos el subespacio Z de V dado por aquellas funciones 2 € V tales que 2" €
W, es razonable suponer que V;, satisface la siguiente propiedad de aprozimacion:

infy,ev,, Iz = wnlly < €(n) llz"|lw Yz e Z, (5.7)

donde €(n) — 0 cuando n — co. Puesto que w € Z se deduce de (5.7) que
Jnf (lw—vally < e(n) [w"llw = e(n) llu = uallw,
lo cual, junto a (5.6), nos da

I = unllw < M e(n) |lu—uallv-
{
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Aplicando la estimacién de Cea (5.3) y asumiendo que u € Z, se concluye de (5.7)
que

M
s = wnlly < 2 () [l
o bien,

M
[lu = unllv < =
a

e(n) [1fllw,

y en consecuencia,
MY By
llu —unllw < —e(n) [1f|lw-

El principal comentario aqui es notar que ||u — u,||v es de orden €¢(n) mientras que
|4 — un||w es de orden €(n)?, lo cual indica que el error medido en la norma de W
converge mas rapido a cero cuando n — oco.

5.3 Una propiedad de aproximacién

La teoria de interpolacién en espacios de Sobolev (ver (7, Capitulo 4]) es la base para
el estudio de las propiedades de aproximacién de los métodos de elementos finitos.
A modo de ejemplo, a continuacién mostramos que el espacio de elementos finitos
Vp introducido en el EJEMPLO 4.1 satisface la propiedad de aprozimacion (5.7). Para
este efecto, se define el operador de interpolacién I, : C(Q) — V; por

n
Inv i= Y v(z;)e; YveC@).
=1
Se tiene el siguiente resultado previo (ver [ 1, Capitulo 0]).
Lema 5.2. Sea Z el subespacio de H'(Q) dado por las funciones z tales que z" €

L*(). Sea €(n) := maxi<jent1 (¥; — Tj-1). Entonces existe una constante C > 0,
independiente de n, tal que

[lv=Iwlle < Cen)["ll2@y Vv € Z. (5.8)

Demostracion. Dadav € Zy j € {1,...,n+ 1} definamos la funcién w; : [0,1] - R
tal que

w;(t) 1= (v = Inv)(zj-1 + t(z; — zj-1)) Vte[0,1].

Puesto que (I,v)(z;) = v(z;) Vi € {1,...,n + 1}, se tiene que w;(0) = w;(1) = 0,
y luego, por Teorema de Rolle, existe ¢ € (0,1) tal que wj(€) = 0. Se sigue que

wj(t) = /: wj(s)ds,

[ —
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de donde, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, resulta

/; [w;’(s)]2 ds

= -l | woras

t
) < | [ 148

1
< =gl [ fuy)Pds,
o bien

[wi()* < |t — €] Ll[w;’(s)]zds vte(0,1).

Integrando con respecto a ¢ en (0, 1) se obtiene

1 1

/0 [wi®)Pdt < C A [wi(s)]Pds, (5.9)

donde C := maxXocgc Jo |t — €|dt. Notemos que (v — Iv)” = v” porque

(Inv) € Pi([zj-1, 5)). Entonces, haciendo los cambios de variable
T5~11%5

T = zjy +t(z; — Tj-1) ¥ & := ;1 + s(z; — Tj-1) en las integrales de (5.9), esta
desigualdad se convierte en

[ le-tw@] s < c@-2a? [0 p'@Fda. (610

) 3=1

Asi, sumando sobre todos los subintervalos [z;-1, z;] en (5.10), y acotando la longitud
(z; — xj-1) por €(n), se concluye que

|l = Io||% = Al [(v — Iyw) (ap)]2 dz

u;
< Cém) [ W' (@) dz = Cem) 10| oy

lo que prueba (5.8) y completa la demostracién. B
Ahora, debido a la V-elipticidad de A y a (5.8) se deduce que

llo = Inv|ly £ Cllv = Inv|le < Ce(n) |v"|lw,
lo cual, junto al hecho que

i = & =1
v:rex‘f/n [lv=vallv < [lv = Inv|ly,

implican la propiedad de aprozimacion (5.7).

Yo A\
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6 Algunos elementos de anadlisis funcional

En lo que sigue se formaliza la definicién de algunos conceptos de anélisis funcional
utilizados en las secciones anteriores, se demuestran algunos teoremas clésicos como
el Teorema de Descomposiciéon Ortogonal y el Teorema de Representacién de Riesz,
y por ultimo se prueba el Lema de Lax-Milgram, ya enunciado en la Seccién 3.

6.1 Preliminares

Sea (V, < -, >v) un espacio de Hilbert real. Toda aplicacién (o transformacion)
F : V — R se llama funcional. Note, por ejemplo, que la norma de cualquier
espacio de Hilbert es un funcional.

DEFINICION 6.1 Un funcional F : V — R se dice lineal si F(av + fw) =
aF(v) + BF(w), para todo o, f € R, v, w € V.

DEFINICION 6.2 Un funcional lineal F : V — R se dice acotado si existe una
constante M > 0 tal que |F(v)] < M ||v|ly Vv e V.

El espacio de todos los funcionales lineales y acotados definidos sobre V' se
llama dual de V y se denota V’'. Al infimo de todas las constantes M > 0 que
satisfacen la definicion anterior se llama norma del funcional F, y se denota ||F||y:.
Notar que

IFlly: = sup EOI
orvev [|v]lv

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz es facil probar que, dado z € V, la
aplicacién que a cada v € V asigna el nimero real < z,v >y, es un elemento de V'.
El Teorema de Representacion de Riesz, que se demuestra més adelante, constituye
precisamente el reciproco de este hecho. En otras palabras, dicho teorema establece
que todo funcional lineal acotado F' definido sobre V' admite un tnico representante
z € V a través de la relacién: F(v) =< z,v >y Yv e V.

DEFINICION 6.3 Un subconjunto U de un espacio vectorial normado X se dice
cerrado si para cada sucesion {I"}"eN C U tal que z, — = € X, se tiene que
zelU.

Teorema 6.4. Sea U # ¢ un subespacio cerrado de un Hilbert V, y sea x € V tal
que = € U. Entonces existe un tnico 2 € U tal que

[le—z2llv = inf [le—vllv.

(z se llama la mejor aproximacion de x por elementos de U ).

li" \
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Demostracion. Sea d := infvev ||z —v||v. Entonces existe una sucesién {zp}nen € U
tal que ||z —zn|lv — d cuandon — +00. Aplicando la ley del paralelégramo a z — zn
Y Z — zm, con m, n € N, se tiene

|z = z0) + (2 = zm)l} + [I(z = 2n) = (= = zm)l[};

=2 {lle = zall} + llz = 2mll}} |

o bien
(2n + 2m) F 2 2 49 2
dlle =7t llza = zmlly = 2lle = zallv + llz = zmlly7,
\2

de donde

(2n + 2m) F
2

llza = zmll} = 2llz = 2nl} + 2]l = zmll} — 4 ||z -

v
Puesto que 242 € U resulta ||z — Gatem)|| > 4, y luego

2
llzn = zml¥ < 2|2 = 2alliy + 2|2 = 2|}y — 4@°.

Asi, tomando limite cuando m,n — +00, obtenemos ||z, — zm||v — 0, lo que indica
que {2, }nen es de Cauchy en V. Como U es cerrado, se deduce que existe z € U
tal que z, — 2 y por lo tanto

d = lm |lz—zllv =|-z[v.

Para la unicidad, sean z), 2o € U tales que ||z — z1||y = ||z — z2|]lv = d. Aplicando
nuevamente los mismos calculos anteriores, se obtiene

2

(21 + 2
0 < llss— 2o} = 20le = 2lfy + 20lz - zlfy - 4 [lo = 2722
\g
2
=4d%2-4 I_M <0,
2 v

con lo cual [|2; — z|ly = 0. ®

DEFINICION 6.5 Dado un subconjunto S de un espacio de Hilbert (V, < -,- >v), se
define el ortogonal de S, y se denota S*, como

St = {zeV :<z,u>y=0 VveS}.

|
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El siguiente resultado establece que un espacio de Hilbert V siempre puede es-
cribirse como suma directa de todo subespacio cerrado con su ortogonal.

Teorema 6.6 (Teorema de Descomposicién Ortogonal). Sea U # ¢ un subespacio
cerrado de un Hilbert V. Entonces para cada « € V existe v € U y w € U* tal que
z = v +w. Esta descomposicion es tnica.

Demostracion. Si z € U, basta elegir v = z y w = 0. Supongamos que z ¢ U y, en
virtud del Teorema 6.4, sea z € U tal que

d = llz~zllv = mip llz ~ollv.
Es claro que podemos escribir z = v +w con v := z y w := & — z. Basta probar
ahora que (z — z) € U+. En efecto, para cada u € U, u # 0, y a € R, obtenemos
& < |z = (2 = @)l = v+ oulf}
= |[w|} + 20 < w,u>y +a?||ull}
S {a2 Lhasuusy S<w >% } b2 Sw >}

Il (el Il

2 2
<w,u > <w,u >
= |lul3 {a m _2_!} s i S S
[l l3 [l ¥

Luego, tomando a := ————'—,l<|‘;'n"‘l> se sigue que
v
o 2 <wu>?
e e Ly
[lull3

lo que implica que < w,u >3 < 0 Yu # 0, y por lo tanto < w,u >y=0VYu € U.

Ahora, si z = v; +w; con vy € U y wy € U+, entonces v +w = v; +w;, de donde
v=v; = wy—w € UNU* = {0}, y en consecuencia v —v; = w—w; = 0. Esto
completa la demostracion. M

Un simple corolario del teorema anterior queda dado por lo siguiente.

Lema 6.7. Sea U # ¢ un subespacio cerrado propio de un Hilbert V. Entonces,
existe g €V, § # 0, tal que y € U+,

Con los resultados anteriores estamos en condiciones de demostrar a continuacién
el Teorema de Representaciéon de Riesz.

Teroema 6.8 (Teorema de Representacién de Riesz) Sea (V, < -,- >v) un espacio
de Hilbert. Entonces, para cada F € V' existe un tinico y € V tal que

F(v) =<y,v>v YveV,

T
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y ademas
[IFllv: = llyllv-

Demostracion. Si F(v) = 0 para todo v € V, entonces F es el funcional nulo y en
tal caso basta tomar y = 0. Sea U := {v € V : F(v) = 0} y supongamos que
U # V. Por la linealidad y acotamiento de F es fécil ver que U es un subespacio
cerrado de V.

De acuerdo al Lema 6.7, existe § € V, § # 0 tal que § € U*. Es claro entonces
que 7 € U y luego F(7) # 0.

Por otra parte, para cada v € V tenemos
F(F@@v - F(v)g) = F@F () - F)F() =
lo cual muestra que F(§)v — F(v)§ € U. Puesto que § € U~ se deduce que
0=<g,F@v-Fgy> YveV,

o bien
<§F@gv>v=<gF@)§>v=F@)|3lf,
de donde
F(v) = <yv>v VveV,
cony := Wﬁ)’x Para la unicidad de y, sean y1, y2 € V tales que
F(v) =<yn,v>y=<yv>v VveV.
Se sigue que y; —yo € V*+ = {0}, y por lo tanto y; = yo.

Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

[F@)| = | <yv>v] < lllviklly,
y luego |
F(v)
Il = sup WL <y
ozvev |[llv

En particular, para v = y se tiene

F (v

FOI _ Il _
[lllv— llyllv

y en consecuencia ||F||ly: = ||y|lv. ®

‘Gl A\
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Para continuar nuestro anilisis, se introduce ahora el concepto de operadores.
Dados (V,< -,- >v) y (W, < ;- >w) espacios de Hilbert reales, toda aplicacién (o
transformacion) T' : V — W se llama operador. En particular, todo funcional es
un operador.

DEFINICION 6.9. Un operador T : V — W se dice lineal si T(av + fw) =
aT(v) + BT(w), para todoa, BER, v, w V.

DEFINICION 6.10. Un operador lineal T : V — W se dice acotado si existe una
constante M > 0 tal que ||T(v)|lw < M |jv|lv Vv € V.

El espacio de todos los operadores lineales y acotados definidos sobre V' con valores
en W se denota £(V, W). Al infimo de todas las constantes M > 0 que satisfacen
la definicién anterior se llama norma del operador T, y se denota ||T'||v,w). Notar
que

1T (0)llw
T = i el
” ”“V’w) 0¢v§V [15211%

El Teorema 6.8 induce la definicién del siguiente operador, llamado aplicacién
de Riesz,

R : VoV
©1)
V! 5 F—->RFeV,

donde RF es el tnico elemento de V' tal que
F(v) =< RF,v >y YvevV.

Es claro que R es un isomorfismo isométrico ya que es lineal, biyectivo y ademds
||RF|lv = ||F||v» para todo F € V'. En realidad, estas propiedades de R consti-
tuyen una forma equivalente de enunciar el Teorema de Representacién de Riesz.

6.2 Lema de Lax-Milgram
El tinico propésito de esta seccién es probar el Teorema 3.2, el cual se enuncia aqui
nuevamente previo a su demostracion.

Lema de Lax-Milgram. Sea (V,< -,- >v) un Hilbert y sea A : V. xV — R

una forma bilineal acotada y V-eliptica. Entonces, para cada F € V', existe un
tinicou € V tal que A(u,v) = F(v) Vv € V. Ademis,

1
[lully < ;“F“vu

AT
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donde a > 0 es la constante de V -elipticidad de A.
Demostracion. Puesto que A es acotada podemos introducir el operador lineal A :
V — V', tal que para cada v € V, Av € V' se define como

Av(w) := A(v,w) YweV.
Claramente A es acotado ya que

T 1015 R . A% |

= sup ———— < M |||y,
orwev  |[wllv  ozwev |[lwllv

lo cual indica que ||A||zv,vy < M. Luego,si R : V' — V es la aplicacién de Riesz
definida en (6.1), el problema que nos interesa equivale a: Hallar u € V tal que

Au(v) =< RF,v >y YveV. (6.2)

Es claro que (6.2) puede reformularse como: Hallar u € V tal que
Au = RF,

donde A := RA : V — V denota el operador lineal que se ilustra en el siguiente
diagrama

A
Vv — Ve
Aoy AR R

De este modo, la presente demostracién se reduce a probar que A es un operador
biyectivo con inversa acotada. Para este efecto, notamos primero que A es acotado
y que ||A||zv,v) £ M. También, por la V-elipticidad de A, se tiene
allllf £ A(v,v) = Av () < [|Avlv|lollv,
esto es
alpllv < [|Av]lv = [[RAv|ly = |[Av]lv,

o bien

alpllv < [[Avlly  YveV. (6.3)

La inyectividad de A es inmediata a partir de (6.3). Para mostrar que A es so-
breyectivo procedemos de la siguiente manera. Primero probamos que A(V) es

{
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un subespacio cerrado de V, luego que A(V)* = {0} y por tltimo aplicamos el
Teorema de Descomposicién Ortogonal (cf. Teorema 6.6).
Sea {vn}nen € V tal que A(vp) — w € V cuando n — +o00. Usando (6.3) se
obtiene que
a|lvn = vmllv < [[A(va) = Alvm)llv,

lo cual indica que {vn}nen es de Cauchy en V y por lo tanto convergente a un
elemento v € V. En virtud de la continuidad de A se sigue que A(v,) — A(v)
cuando n — +00, y por la unicidad del limite se concluye que w = A(v) € A(V).
Esto prueba que A(V) es cerrado.

Sea v € A(V)*. Entonces < w,v >y = 0 para todo w € A(V). En particular,
para w = A(v) = RA(v) se obtiene

0 =< A(v),v >v=< RA(v),v >v= Av(v) = A(v,v) > o]},

de donde v = 0. Esto prueba que A(V)* = {0}. En consecuencia, la sobreyectivi-
dad de A resulta de una aplicacién directa del Teorema 6.6.
Por otra parte, de (6.3) se deduce que

allullv < ||Aully = [IRF|lv = [|F|lv,

y por lo tanto [|u||y < % ||F||lv.. Esto completa la demostracién. M

7 La ecuacion de Poisson

En esta seccién se considera el problema de Poisson con condiciones de contorno
de Dirichlet. Se muestran algunas caracteristicas de la formulacién variacional, y
se ilustra la aplicaciéon del método de elementos finitos a través de un ejemplo bi-
dimensional.

En lo que sigue, 2 denota un abierto acotado de RN con frontera I' := 8Q
de clase C*. La definicién precisa del grado de suavidad de la frontera, incluyendo
ciertamente C' y otras clases de funciones, puede verse en [ 1], [ 3] o [ 7].

7.1 Identidades de Green

Con el objeto de derivar posteriormente las formulaciones débiles respectivas, se
ded a conti i6n las identidades de Green. Para ello, recordamos primero
el Teorema de la Divergencia de Gauss, el cual dice que para un campo vectorial
G e [CHR) N C(Q)Y se tiene

/didex & /G-Vds,
1] iy
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donde divG := Eﬁl %% y V = (v1,..,un)T es el vector normal unitario exterior
a Q. En particular, si G := (0,..,,0, 1%,0,“.,0) con u, v € C}(Q) N C($), entonces
se obtiene
/ i(uu) A= / wvv;ds
o 8z; 2 Ul =
es decir
o 6
v—udx=- dx+/uvu,ds V=1, N,
n azi a T4
Ahora, reemplazando u = g_: en la ecuacién anterior, resulta
o*w ow 8'0
Catler it & o) Zoyds Yi=1,..,N,
Yo A ) e / BEEtRL

y luego, sumando sobre todos los indices i, se concluye la primera identidad de
Green:

AvAwdx = /Vw Vudx+/ —vds, (7.1)

la cual es vélida para todo v € C}(Q)NC(Q) y para todo w € C*(Q)NC(Q). Aqui,
BV 2,_ % v; es la derivada normal sobre I'.

Intercambiando los roles de v y w en (7.1) y luego restando la ecuacién resultante
a (7.1) se obtiene la segunda identidad de Green:

/n[vAw—wAv]dx = /[ ) ——dl8d 8 (7.2)
para todo v, w € C2(Q) N C*(Q).

7.2 Un problema de Dirichlet

Dada una funcién f € C(f2), nos interesa el siguiente problema de valores de con-
torno: Hallar u € C*(Q) N C(Q) tal que

=R g SRR
(7.3)
v =""0"er’ T

Ahora, consideramos nuevamente el espacio C§°(2), cuya definicién en el
caso N-dimensional es idéntica a la dada en la Seccién 2 para un abierto 2 de R..

S 20 A\
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Multiplicando la ecuacién diferencial parcial de (7.3) por una funcién ¢ € C§°(2)
aplicando la primera identidad de Green (7.1), y usando el hecho que w‘ =0,

e
resulta

Ja Vu - Vodx = [ fedx Vo e Cr(Q). (7.4)

DEFINICION 7.1. Dada v € L*(), se dice que 5= e L*(Q) en el sentido distribu-
cional, si existe z; € L*() tal que

- 81; (hid — /z“pdx VpeC(Q).
En este caso, se escribe g;:‘ = z.

De acuerdo a la definicién anterior, podemos introducir el espacio de Sobolev
andlogo al dado en (2.2),

HYQ) = {vel¥Q) : & e LAQ) Vi= Lo ). (76)

el cual también es un espacio de Hilbert provisto del siguiente producto escalar
<u,w>m(m:=A[Vu-Vw+uw]dx Vv, w e H'().
Entonces, la norma de H*(() esté dada por
Il : HY(Q) = R

1/2
ol = { Il + lolEe ) VveBYQ),

donde | - | 1q) es la semi-norma asociada definida como

[vlmqy = {A [IVol* dx }1/2 ! {é

Al igual que en la Seccién 2 se introduce ahora la adherencia de C§°(2) en H*(Q) y
se denota por Hj(Q). Puede probarse (ver [ 7, Capitulo 1])que Hg(f2) coincide con

el subespacio de elementos de H*(2) que se anulan en la frontera en el sentido de
trazas, esto es

2 2

1/2
— Yove HYQ).
o2; } vE H(Q)

L2(2)

H)(Q) = {veH'(Q) :v=0 en 60},
. s
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En virtud de la identidad (7.4) y de la densidad de C§°(Q) en H}(Q), la formulacién
débil del problema de valores de contorno (7.3) se reduce a: Hallar u € H} () tal
que

/nw-vwx & Afvdx Vv e B (Q). (7.6)

Sea V := H} (Q) y definamos la forma bilineal

A:VxV =R

Aw,v) = AVw-Vvdx Vw,veV, (7.7)

y el funcional lineal
F:V->R

F() := [p fvdx YveV. (7.8)

Con estas notaciones, (7.6) se reescribe como sigue: Hallaru € V tal que

A(u,v) = F(v) YveV. (7.9)

Nuestro siguiente propdsito es demostrar que (7.9) verifica las hipétesis del Lema
de Lax-Milgram (cf. Seccién 6.2). En efecto, utilizando la desigualdad de Cauchy-

Schwarz en L3(2) y luego en RY, se obtiene
N
[Awv)] £ 57 ‘
i=1 L2(Q) 2(n)

N 9 YA e 9 1/2
i=1 12(Q) i=1 L2(Q)

= |wlm@) Playe) < |lwllae [l

G
Oz;

»
Ox;

{40
Oz

£
Oz;

lo cual prueba que A es acotada con constante M = 1. También, usando la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz en L?(2), se muestra ficilmente que F es acotado.
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Para ver que A es V-eliptica, probamos a continuacién que la norma y la semi-
norma de H'(Q) son equivalentes en H{ (2), resultado que se conoce con el nombre
de Desigualdad de Poincaré (ver [ 7, Teorema 1.2-5]).

Lema 7.2. Sea Q2 un abierto de R™, el cual es acotado en alguna direccién co-
ordenada. Entonces, existe una constante a > 0, que depende sélo de 2, tal que

alllling < bl Vv € H(Q). (7.10)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ) es acotado en la
direccién z;. Andlogamente a la demostracién del Lema 3.1, basta mostrar aqui que
(7.10) se satisface en el subespacio denso de Hj (?2) dado por C§°(f2). En efecto,
dada ¢ € C§°(Q) y x € 2, notemos primero que

= dp

tolbe) = 50, @0, BN) = . MI5E (t,z2,...,xn)dt.
Puesto que sop ¢ es un compacto contenido en {2, existen a;, b; € R, i € {1,...,N},
tales que sop ¢ C [ay, b1] X [ag, bo] X - -+ X [an, by]. Ademés, en virtud del supuesto
inicial sobre el acotamiento uni-direccional de 2, a; y b1 pueden elegirse independi-
entes de ¢. Luego, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene

2
dt,

by

< (-"-'1—'11)/nl

donde % := (zg,..,2y) € RV~ Ahora, integrando sobre {2 a ambos lados de la
estimacion anterior y utilizando el Teorema de Fubini para intercambiar el orden de
integracién, resulta

} dzy d%

[ lotPax < [ @ -a) {/’“\ L3)
Lo [ [ {2 ] o) s

1 dp, .| 1
by <N ah)2 A S 2 = 1 2/ 2
2( 11— ay) A ’ (t,%)| dtdx < 2(b1 a;) s || Vel|*dx,

3 atp

2 8y
i 72 (t, %) dt (%)

a

2
plan )| =

—(t, %)

de donde ;
llellza) < 75(1», —a)lelm@ Ve € CPQ).
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Por lo tanto, se concluye que

2 1
llellzy = lelinm) + llelliam < |1+ 5("1 -a)?| leling Y € C(Q),
lo cual termina la demostracién. M

El andlisis anterior permite la aplicacién del Lema de Lax-Milgram, y en conse-
cuencia la formulacién débil (7.6) (o (7.9)) posee una tnica solucién u € Hg ().

7.3 Un método de elementos finitos

En esta seccion se considera el caso bi-dimensional y se presenta un método de
elementos finitos para la formulacién débil (7.9) asociada al problema de valores
de contorno (7.3). El procedimiento que se describe a continuacién constituye la
extension natural a R” del esquema dado en el EJEMPLO 4.1 (cf. Seccién 4) para el
problema uni-dimensional (3.3).

En lo que sigue, se asume que § es un dominio poligonal de R? lo cual sig-
nifica que la frontera 65 esta dada por una union finita de trazos de rectas. Sea
T := {K),K»,..., K, } una familia de p tridngulos contenidos en Q. Se dice que T
constituye una triangulacion del dominio Q2 si

1)@ = Uk K.
2) Parak, r € {1,..,p}, k # r, se tiene s6lo una de las tres posibilidades siguientes:
a) KiN K, es vacio.
b) KiN K, es un vértice de ambos tridngulos.
c) KN K, es un lado comin de Ky y K.
Un ejemplo de triangulacién se observa en la Figura 7.1 mds abajo. Denote-
mos por {Xy,Xo,...,Xm} los vértices (o nodos) de la triangulacién 7. Suponga-

mos que el conjunto de nodos {Xj, ..., Xn} estd contenido en el interior de 2 y que
{Xn+1,Xns2, ..., Xm} € 0. Entonces definimos el subespacio V;, de H{ (?) dado por

VA= {vEC(Q) 3 0)

€ P\(Kx) Vk=Tp, v(X) =0 Vi=n+l.m} i
Ky
Ademdés, para cada j € {1,...,n} se introduce la funcién ¢; € V, tal que p;(%;) = 1
y ¢;j(X;) = 0 para todo i # j. Se sigue que sop ; es la union de todos los tridngulos
de 7 a los cuales pertenece el nodo X;.
De acuerdo a la definicién de V, se deduce ficilmente que {¢),...,¢n} es una

base de V;, y que
n

v= Y uXR)p; VvEV,.

i=1
@ T
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De este modo, si la solucién de Galerkin up € Vy, se escribe up, = Y7, p;¢;, con
Hj = un(X;), entonces el esquema asociado se reduce a: Hallar y := (1, ..., in) €
R™ tal que

Ap =F, (7.11)

Figura 7.1: Una triangulacién tipica.

donde la matriz de rigidez A := (@ij)nxn ¥ €l vector de carga F := (f;)nx1 estdn
dados por

aij =AV‘/’£'V<dex Y fi =/1f‘/-’jdx' (7.12)

Ahora, puesto que 2 = U}_, K, podemos escribir

ay = Ther @Gk Y fi = Thet fiks (7.13)

donde
G /m Viow Vesedx . fix= Ak fordx,  (7.14)

¥ @i es la restriccién de la funcién base ¢; al tridngulo K de 7. Note que cada
uno de los sumandos en la ecuacién (7.13) contiene un gran nimero de términos

' e
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nulos. En efecto, puesto que wix # 0 sélo si X; € K, se observa que ajjx = 0
para todos aquellos tridngulos K a los cuales no pertenecen ambos nodos X; y X;.
Esto implica que, para i # j, aix es distinto de cero sélo para dos tridngulos K.
Similarmente, aj;x y fjx son eventualmente distintos de cero sélo para los tridngulos
K} que conforman sop ¢;, vale decir, para aquellos que tienen a X; como uno de sus
vértices.

El objetivo siguiente es obtener férmulas mas explicitas para el célculo de aj;x
¥ fjk, ¥ por consiguiente de ai; y f;. Para este efecto, sea Ky un tridngulo genérico
de T y sean i,j,! € {1,..,m} tales que X;, X; y X; constituyen los vértices de
K. Dada una funcién arbitraria g € C(Kj), utilizaremos la siguiente férmula de
integracién numeérica:

[, 9% = 1K (olxg) + olxa) + 9%} + OGD),  (715)

donde hy es el didmetro de K, [Kk| es el drea de K, y Xi; es el punto medio entre
Xi y X; (idem para Xg y X;i).

Puesto que @ik, @ik Pk € Pi(Ky), existen (aik, Bik Yik)s (ks Bik: Vik)s
(ke Bk, k) € R, tales que Vx i= (z,y) € K,

Pik(X) = ok + Biks + Ny,
Pik(X) = ik + Bk + ViKY, (7.16)
ok (X) = ok + Bixz + NkY-

lsit= S
Asi, dado que @ri(Xs) = { 0 : oy z, para todo r, s € {i, j, l}, resulta

I i) Qik  Qjk  OLk 100
1 o y| [Bex Bix Bk| = [0 1 0], (717)
1 way Y Yik  YTik Nk 001

donde %; = (zi, %), X = (25,95) ¥ % = (21, y). Se sigue que

Ak apk gk 1 z y
Bik  Bix Bix| = |1 Zi ¥s

Yik Yk Mk 1z
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Ty — TY; WY — T TiY; — TiYi
1

=D | then wi—Y I | (7.18)
ijl

- z5 i — 13 Zj— Ty

donde Dy := zjy1— 215 +Z1yi— Tivi+ 24y — T;¥- Esto muestra que las restricciones
de las funciones base ¢;, ®;, ¢1 a Ki quedan determinadas explicitamente por las
coordenadas de los nodos que conforman este triangulo.

Ahora, es facil ver de (7.16)-(7.17) que ¢;x(Xa) = 0y que p;x(Xi;) = 0jx(X) =
é‘ Luego, usando (7.15) podemos aproximar el célculo de f;x por medio de la
siguiente formula:

fini= [ fosudx = GIKM {S(R0) + f(82)}- (7.19)

Por otra parte, para obtener a;; observamos primero de (7.16) y (7.18) que Vi, x
¥ Vip;x estan dados por los siguientes vectores constantes en R,

1 Yi—u 1 Y —Yi
Voir = B; Vi V%‘,k = D_l
il

Ty — T; z;— Ty

Luego, en este caso no se requiere integracién numérica y el clculo de ajjx se reduce
a

K
aun = [ Vo Vo = Bz -5 @i-x). (20)

il

De manera anéloga se calculan ayk y ajk, lo cual da

aak =[x, Vpir Vorredx = %%{ (%1 — %) - (%5 — %), (7.21)
y
ajik = Ji, Veoik: Vorrdx = %‘ﬁ (i —%1) - (%5 — Xi). (7.22)

También, es facil ver que
auk = A [I1% - %12, (7.23)

yl
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T '§F1 (1% — =42, (7.24)
aug = Gl {1%: = %17 (7.25)

Esto induce la definicién de la matriz de rigidez local Ay, la cual es simétrica, y
cuyos coeficientes estdn determinados por (7.20)-(7.25), esto es

Qiik  Qijk @ik
A= @i @k @k iy (7.26)
Ak QiLk Gk daya
También, se define el vector de carga local Fy como
fik
Fip = | fin . (7.2m)
fukdgxr

Naturalmente, si alguno de los nodos %;, X;, X; pertenece a 95, entonces se debe
eliminar la fila y la columna respectiva de Ay, y la fila correspondiente de Fy.

El anélisis previo sugiere, en virtud de las expresiones dadas en (7.13), que el
célculo de la matriz de rigidez global A y del vector de carga global F puede hacerse
tridngulo por tridngulo a través de las respectivas férmulas locales dadas por (7.26)
y (7.27). Este procedimiento recibe el nombre de ensamblamiento.

En relacién a lo anterior, es importante observar, sin embargo, que si el sistema
lineal (7.11) se resuelve utilizando el Método del Gradiente Conjugado, entonces
no es necesario obtener explicitamente la matriz A. En efecto, puesto que
este método se basa principalmente en multiplicaciones de A por un vector dado
z € R", todo lo que se requiere es un algoritmo que permita calcular estos productos
de manera eficiente. A continuacién mostramos que esto también puede hacerse
localmente.

Seaw = Az, conw := (wy,wo,...,ws)T ¥z = (21,22...,2,)7. Entonces para
todo r € {1,...,n} se tiene

wr = gar,zs = i{gan,k}h = Z{Z":an,kh},

a=1 k=1 \ =1

{
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y puesto que a,,; = 0 si X, & K, resulta
»
W = z z QrsjeZs 0
k=1 | se{ijl}

= ko1 Wrk  , donde  wrp = Teqigy Orak2s.  (7.28)

o bien

Es claro que si r & {i, 7,1}, equivalentemente X, € Ky, entonces wyx = 0. Por
lo tanto, para identificar aquellos w,j no nulos y calcular asi las componentes de
w mediante (7.28), basta recorrer los tridngulos K y efectuar la multiplicacién de
la matriz de rigidez local A por el vector (z;, z;,2)7 € R® Es decir, para cada
tridngulo Ky, cuyos vértices son X;, X; y X;, se realiza el siguiente producto

Wik Qiik  Qijk  Qilk %
Wik | =[Gk @ik Gk | [ 2] (7.29)
Wy k Guk Gk AUk 2l

y luego se suman w;x, w;k y wyk & las expresiones de wy, w; y wy, respectivamente.

Esto completa el andlisis matricial para el calculo de u, a través del sistema
lineal (7.11).

Para finalizar esta seccién, recordemos que el error de la solucién de elementos
finitos u,, queda acotado por la estimacién de Cea (cf. (5.3) en Lema 5.1), la cual,
en este caso, se reduce a: ||u — up|ly < Linfyev, [[u = vallv. Al igual que
para el caso unidimensional (cf. Seccién 5.3), aqui también puede demostrarse que
infyev, ||u =vn|ly £ Ch, donde C es una constante positiva que depende de u, y
h = max{hx | k=1,...,p} (ver 3], [7]).

7.4 EIl caso no-homogéneo

Dadas f € C(Q) y g € C(89), nos interesa ahora el siguiente problema de valores
de contorno: Hallar u € C*(Q) N C(Q) tal que

—Au = f em Q,
(7.30)
g en 1%
Siguiendo el mismo anélisis de la Seccion 7.2, puede probarse que la formulacién

débllde(730)est&da.dapor Hallar u € H*() tal queu=g enT y
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3 - 1 3
[)w Vvdx Afvdx Vve H(Q). (731)

Ciertamente, no podemos aplicar el Lema de Lax-Milgram, al menos directamente, al
problema (7.31). Para remediar esta situacién, se considera un elemento j € H*(Q2)

tal que § = g en I'. La existencia de tal § estd garantizada por el Teorema de
Trazas (ver | 7, Capitulo 1]).
Introduciendo la nueva incégnita @ := u — g, observamos que @ € H{ (Q), y

luego (7.31) es equivalente a: Hallar i € V := H§ (Q) tal que

A(@,v) = Flu) YveV, (7.32)

donde A es la forma bilineal usual (cf. (7.7)) y F : V — R es el funcional
F(v) = L Fudx — A(@Gv) YveV.
Utilizando los resultados obtenidos en la Seccién 7.2 y aplicando el Lema de Lax-
Milgram, se concluye que (7.32) tiene una nica solucién @ € Hg (). De este modo,
u := @+ g es la inica solucién de la formulacién original (7.31).
Para ilustrar el esquema de Galerkin en este caso no-homogéneo, consideramos

nuevamente el ejemplo bi-dimensional de la Seccién 7.3. Ademas de la triangulacién
T vy del subespacio Vj,, se introduce ahora la funcién

PRS0 5 A (7.33)

j=n+1

donde, para j > n+1, @; se define de manera idéntica a como se hizo anteriormente
para las funciones base de V,,. Entonces, la solucién de Galerkin asociada a V,, esta
dada por

Un = Gn + Gn, (7.34)

donde 1, € V,, es la unica solucién del problema:

Al /nfu,.dx A v (Y Gn € Vi, (7.35)

Note que el lado derecho de la formulacién anterior se obtiene reemplazando § por

dn en la expresién de F.
e @00 A\
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Puesto que tip € Vy, existe b 1= (1, fig, ..., in) € R™ tal que @, = e fifen
Luego, (7.35) se reduce a: Hallar 4 € R™ tal que
Al =F, (7.36)

donde la matriz de rigidez A := (aij)nxn ¥ el vector de carga F := (fj)nx1 estén
dados por

a5 = o Vi - Vojdx vy fi = fo feidx — TR, 9(R)ay.  (7.37)

Aqui, la expresion de ay; es vélida para todo i € {1,...,m} y para todo j € {1,...,n}.

El andlisis matricial y los procedimientos indicados en la Seccién 7.3 siguen siendo
vilidos, con algunas modificaciones menores, para el presente sistema (7.36), y por
lo tanto se omite cualquier comentario adicional al respecto.

Ahora, con el objeto de deducir una estimacién tipo Cea para el error
|| = un|| 1), s€ necesita el siguiente subconjunto de H* (),

Wa = {uEC(Q) B

| € PilKy) k=T, o(x) = g(x) Vi=n—+1,m}.
k

Lema 7.3. Sea u € H(Q) la solucién de (7.31) y sea u, € W, su aproximacién de
Galerkin dada por (7.34). Entonces existe C' > 0 tal que

[|u = un|lima) £ C infu,ews [t = wallm) . (7.38)

Demostracion. Notemos primero que u, pertenece efectivamente a W, ya que i, €
Va ¥ 9n € W,. También, dado que en general g # g, en I', es preciso enfatizar que
(u—un) € H} (), y por lo tanto la presente demostracién difiere de la dada para
el Lema de Cea (ver Lema 5.1).

Observemos, sin embargo, de (7.31), (7.34) y (7.35), que la relacién de ortogonalidad
ain se cumple, esto es

A(u = up,vp) = 0 VYup € Vo (7.39)
Entonces, puesto que para todo w, € Wy, se tiene (u,—wy,) € Vi, € H{ (), podemos

aplicar la desigualdad de Poincaré (7.10), y luego usar (7.39) y el acotamiento de A,
para concluir que

a||un = wallfy < Alun — Wa, un = wn) = A(u = wp = (4 = Un), un = wn)

161
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= A(u = wn, Un — wp) < ||u— wallme) llun — wallayw)
de donde
1
|lun — walla) < 5 |lu = wallma) -

Finalmente, usando la desigualdad triangular y la estimacién anterior, se obtiene

[l = un|lai(@) < llu = wallay@) + llun — wallar@)

1
< [1 + ;] [le = wallgr@) Ywn € Wa,
lo cual completa la demostracién. M

Es posible demostrar también que infy,ew, || — wn||g1y@q) < Ch, donde C y h
tienen el mismo significado dado al final de la Seccién 7.3 (ver [ 1]).
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