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Resumen. El propósito de este artículo de divulgación es proporcionar algunas ideas 
fundamentales sobre el método de elementos finitos (MEF) a través de su aplicación 
a problemas de valores de contorno en una y dos dimensiones. Se usan conceptos 
elementales de la teoría de distribuciones para describir las formulaciones débiles co­
rrespondientes. La existencia y unicidad de solución es deducida mediante el Lema de 
Lax-Milgram, el cual constituye una de las herramientas básicas de Análisis Funcional 
para el estudio y aproximación numérica de formulaciones variacionales. Siguiendo el 
procedimiento usual, el MEF se introduce como un caso particular del clásico método 
de Galerkin, y se proporcionan las estimaciones de error en diferentes normas mediante 
el Lema de Cea y argumentos de dualidad. También, se incluyen algunos aspectos 
algorítmicos del método para los problemas modelos considerados. 
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1 Introducción 

El Método de Elementos Finitos (MEF) es un procedimiento numérico que per­
mite obtener una aproximación de la solución de una ecuación diferencial , ordinaria 
o parcial, bajo ciertas condiciones iniciales y de frontera. El MEF es un caso par· 
ticular del clásico método de Galerkin, el cual consiste, básicamente, en aproximar 
la solución de una ecuación de operadores en un espacio de dimensión infinita, por 
la solución de la misma ecuación, pero ahora planteada sobre un subespacio de 
dimensión finita del espacio original. Lo que caracteriza e identifica al MEF de 
cualquier otro esquema de Galerkin es el hecho de elegir funciones seccionalmente 
polinomiales para definir el subespacio respectivo. Originalmente, el método fue 
propuesto por ingenieros en la decada del 60 para resolver el problema de elas· 
ticidad lineal, y durante sus inicios se utilizó prácticamente sólo para problemas 
elípticos, es decir, en términos simples, para ecuaciones diferenciales dependientes 
de la variable espacial e independientes de la variable temporal. Posteriormente, los 
avances han sido tan numerosos e importantes que hoy en día se puede aplicar a 
una amplia gama de situaciones, incluyendo comportamientos lineales y no· lineales, 
y tanto para problemas estacionarios como para aquellos de caracter evolutivo (ver 
[ l] , [ 2], [ 3], [ 5], [ 6], [ 7] y lru; referencias indicadru; ahí). Además de lo anterior , 
el MEF ha mostrado una gran capacidad para combinarse con otros procedimien· 
tos similares, por ejemplo el Método de Elementos de Frontera, lo cual permite 
resolver una clase más amplia de problemas diferenciales en física y en ciencias de 
la ingeniería (ver [ 4]). 

El objetivo del presente trabajo es proporcionar las ideas esenciales del MEF 
mediante la resolución de algunos problemas simples de valores de contorno. Como 
primer modelo físico se considera una barra de longitud 1, fija en sus extremos, y 

sujeta a una carga tangencial f. Dado x E [O, l], denotamos por u(x) y u(x), la 
tracción y desplazamiento tangencial en x, respectivamente 1 bajo la carga f (ver 
Fig. 1.1 ). 

X 

-u(>:) 

Figura 1.1 
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Suponiendo que ocurren pequeños desplazamientos y que el material del cual está 
hecha la barra es lineal-elástico 1 se tiene: 

(l 

-<r' 

u (O) 

E u' en (0,1) (ley de Hooke), 
f en (0,1) (ecuación de equilibrio) , (1.1 ) 
u( l ) = O (condiciones de frontera) 

donde E es el módulo de elasticidad. Al eliminar la incógnita a, el sistema ( 1.1} se 
reduce a: 

-(Eu')' 
u(O) 

f en (0 ,1), 
u(l) =O. 

En particular , si E es constante e igual a 1, obtenemos el siguiente problema de 
valores de contorno: Hallar u tal que 

- u" f en O: = (0,1) , 
(1.2) 

u(O) u(l) = O. 

Otra situación que da origen al problema (1.2) se describe a continuación. Sea 
u la temperatura y q el flujo de calor en una barra de longitud 1 sujeta a una fuente 
de intensidad f. Si la temperatura es cero en los extremos de la barra, entonces en 
el caso estacionario se obtiene lo siguiente: 

-q 
q' 

u(O) 

k u' (ley de Fourier) , 
f (conservación de la energía) 1 

u(l ) =O , 
(1.3) 

donde k es la conductividad. Similarmente al caso anterior, es fácil ver que si k = 1 
entonces la temperatura u también satisface (1.2). 

El resto del artículo se presenta como sigue. En la Sección 2 se deduce la 
formulación variacional del problema modelo unidimensional (1.2). La existencia y 
unicidad de solución de esta formulación es estudiada en la Sección 3. El método de 
Galerkin y un esquema de elementos finitos usando funciones seccionalmente poli­
nomiales de grado :::; 1 constituyen el tema de la Sección 4. En la Sección 5 se 
proporcionan est imaciones del error en dos normas diferentes y se prueba un resul­
tado de aproximación para el espacio de elementos finitos utilizado en la Sección 
anterior. En la Sección 6 se recopilan algunos resultados elementales de Análisis 
Funcional y se demuestra el Lema de Lax-Milgram. Finalmente, la Sección 7 es­
tudia la aplicación del método de elementos finitos al problema de Dirichlet para 
la ecuación de Poisson. Las identidades de Green se utilizan para obtener la for­
mulación variacional repectiva, y se ilustran en detalle los aspectos algorítmicos del 
método a(a u caso bi-dimensional. 
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2 La formulación va ria ciona l 

Con el objeto de deducir una formulación variacional de (1.2), necesitamos intrnducir 
algunos conceptos previ0s. Dado un abierto n de R, C 00(r2) denota el espacio de 
funciones infinitament e diferenciables definidas sobre n, a valores reales. Para cada 
<p E C00 (l1) se define su s0porte, y se denota sop <p, por 

sop<p := {xEíl: <p(x) f"O} 

Además, se introduce el espacio de funciones 

Cg"(íl ) := { <p E C""(íl) : sop <p es compacto y sop<p ~ l1} . 

Luego, multiplicando la ecuación diferencial de (1.2) por una función <p E C8"(l1) e 
integrando por partes en n, resulta 

de donde, usando que <p(Ü) = <p(l) = O, se obtiene la identidad 

fo u' <p' dx = fo f <p dx l/<p E C8" (l1) . (2.1) 

DEFINICION 2.1. Dada v E L2 (l1), se dice que v' E L2(l1), en el sentido distribu­
cional, si existe z E L2(l1) tal que 

-in v 1.¡/ dx = fo z <p dx l/<p E Cg"(l1), 

y se escribe v' := z. 

EJEMPLO 2.2. Considere la función: 

{ x, Ü S X ,:S 1 , 
v(x) = 

1 , 1 :S X :S 2 

Es fácil probar que v1 E L 2(.íl) 1 donde 

{ 
1 , Ü :S X< 1 , 

v'(x) = 
O, l<x:S2 . 
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En virtud de la definición anterí0r, ¡¡iodemos introducir el espacio de Sobolev1 

H 1(fl) := { v E L2 (fl) : v' E L2(fl)}, (2.2) 

el cual es un espacio de Hilbert (ver [ 7, Teorema 1.2-1]) provisto del siguiente 
producto escalar 

<v,w>H•(n¡:=In(v'w'+vw)dx 'iv,wEH 1 ('2). (2.3) 

Se sigue que la norma de H 1(fl) está dada por 

11 · llH•(n) H 1(fl) ~ R 

llvllH•(n) := {in ((v') 2 + v 2) dx }'12 'iv E H 1(fl) 

Además, denotamos por HJ (fl) la adherencia de C8"(fl) en H 1(fl). Puede mostrarse 
que HJ (O) también se caracteriza como el subespacio de elementos de H 1 (0) que 
se anulan en la frontera 80 en el sentido de trazas (ver [ 7, Sección 1.3]). Es decir, 
formalmente, 

HJ(íl) := {vEH 1(fl): v(O) = v(l) = O} (2.4) 

De acuerdo a la identidad (2.1) y a la densidad de C8"(fl) en HJ (fl), podemos 
pensar en un método de so},ución para (1.2), distinto del esquema clásico, y en el 
cual en vez de pedir que la ecuación diferencial se satisfaga en cada punto x E n, se 
requiera solamente que se verifique la identidad integral (2.1) para cada 'PE HJ (fl). 
Esto da origen al llamado método débil, el cual se reduce a la siguiente formulación: 
Hallar u E HJ (fl) tal que 

In u' v' dx = In f v dx 'ivEHJ(fl). (2.5) 

3 Existencia y unicidad de solución 

Para estudiar la existencia y unicidad de solución de (2.5) se introducen primero 
algunas notaciones. Para este efecto, sea V := H J (Sl) y definamos 

A VxV~R 

A(w,v) :=In w'v'dx Vw 1 v E V, (3.1) 

F V~R 
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F(v ) := fn fvdx \fv E V. (3.2) 

Con esto, la formulación débil (2.5) puede reescribirse como sigue: Hallar u E V tal 
que 

A(u,v) = F(v) \fv E V. (3.3) 

Es fácil ver que A es una forma bilinea~ esto es lineal en cada componente, y que 
F es un funcional lineal. Además, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en 
L2(í!) , se obtiene 

IA (w , v ) I :S llw'llL'(n) llv'l lL'(n) :S llwllv llvllv 'lw , v E V, 

lo cual prueba que A es acotada. En genera1 1 se dice que una forma bilineal B es 
acotada sobre un Hilbert W si existe una constante M > O tal que 

IB(w,v)I :S M llwllw llvllw (3.4) 

También , se dice que Bes coerciva sobre W , o W-elíptica (ver [ 3]), si existe una 
constante a > O tal que 

B(v, v) ~ et llvllfv \fv E W. (3.5) 

Ahora, usando de nuevo la desigualdad de Caucby-Scbwarz en L2 (í!), resulta 

IF(v)I :S 11/l lL'(O) llvllL'(O) :S ll!llL'(O) llvllv, 

lo cual muestra que F es acotado. En general, se dice que un funcional lineal G es 
acotado sobre un Hilbert W, y por lo tanto un elemento del dual W', si existe una 
constante positiva, que denotamos llGllw" tal que 

IG(v)I :S llGl lw• llvllv \fv E W . (3.6) 

Con el propósito de mostrar que nuestra forma bilineal A es V -elíptica, se necesita 
el siguiente resultado (ver [ 7, Teorema 1.2-SJ). 

Lema 3.lDe/inamos la aplicación 1 · IH'(O) H 1{í!) - R , 

lv lH•(n) := {fo (v')2 dx} '1' \f v E H 1(í!). (3.7) 
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Entonces 1 · IH1(n) es una seminorma sobre H 1{0) , la cual es equivalente a la norma 
usual 11 llH•(n) en el subespacio HJ (0). Es decir, existe C >O tal que 

lvlH•(n) $ l lvl lH'(O) $ C lv lH•(n) 'Vv E HJ (0). (3.8) 

Demostración. Basta mostrar la equivalencia de 1 IH'(O) con 11 l lH•(n) en el 
subespacio denso de HJ (0) dado por C8°(0). En efecto, dado <p E C¡¡o(O) y x E 
íl := (O, 1), tenemos 

l'P (x)I' = \ f <p'(t) dt \' S x f ('l'' (t) )2 dt S x l'l'li•cnJ, 

donde la desigualdad de Cauchy-Schwarz se utilizó en la segunda estimación. Inte­
grando lo anterior con respecto a x en n, se deduce que 

y por lo tanto 

Esto completa la demostración. • 

La V-elipticidad de A se sigue entonces de (3.1 ), (3 .5), (3.7) y (3.8). 
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De acuerdo al análisis anterior, la existencia de una única solución para nuestro 
problema (3.3) se concluye de manera inmediata a partir del siguiente resultado 
general (ver [ 3] , [ 6], [ 7, Teorema 2.2-!J) , cuya demostración será proporcionada en 
la Sección 6.2. 

Teor ema 3.2 (Lema de Lax-Milgram) . Sea (V, < " · >v) un Hilbert y sea 
A V x V --+ R una forma bilineaI acotada y V -elíptica. Entonces, para cada 
FE V ', existe un único u E V tal que 

A(u,v) = F(v) V v E V . 

Además, 

llullv S ~ llFl lv• , 
a 

donde a> O es Ja constante de V-elipticidad de A . 
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4 El método de Galerkin 

En lo que sigue podemos abstraernos del problema de valores de contorno {1.2) y de 
su formulación débil asociada (3.3), e introducir así un espacio de Hilbert arbitrario 
V 1 una forma bilineal A V x V --+ R acotada y V -elíptica, y un funcional acotado 
F E V '. Aplicando entonces el Lema de Lax-Milgram se deduce que: existe un único 
uEVtal que 

A(u,v) = F (v) "lv E V. (P) 

Para deducir un procedimiento que nos permita aproximar la solución de (P ), se 
considera primero una sucesión de subespacios de dimensión finita Vn ~ V 1 y luego 
se plantean los siguientes problemas: Hallar Un E Vn tal que 

A(un, Vn) = F(vn) (Pn) 

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la dimensión de Vn es n . Esta 
simple idea de reducir el problema original formulado en el espacio de dimensión 
infinita V, a una sucesión de problemas análogos en los subespacios de dimensión 
finita Vn1 es lo que se conoce con el nombre de Método de Galerkin. El objetivo será, 
entonces, elegir los Vn de manera tal que al menos se cumpla la siguiente propiedad 

J!.."Jo llu - unllv = O. (C) 

A continuación mostramos que (Pn) se reduce a un sistema lineal de ecuaciones. 
En efecto, sea { e1, e2, ... , en} una base de Vn. Entonces, existen escalares 0-11 0"2, .. . , O'n 
tales que 

n 

Un = ¿ a¡ e¡. 
i=l 

Luego, (Pn) se convierte en: Hallar o-1, ... , O'n E R tales que 

n 

L <t; A(e;, Vn) = F(vn) 
j = l 

lo cual es equivalente a: Hallar 0:1, ... , O"n E R tales que 

L:'J~1 a; A(e;, e,) = F(e;) 'V i E {1, .. , n}. (4.1) 

Así, definiendo la matriz A := (a;; )nxn y los vectores Ce := (a;)nxl y F .- (/; )nxl, 
con 

a;; := A(e;, e;) y / ; := F (e;), 

la formulación (4.1) se reescribe como sigue: Hallar o E R n tal que 
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Aa = F . (4.2) 

Notemos aquí que la V-elipticidad de A garantiza también que {4.2) siempre tiene 
una única solución. En la li teratura, A se llama usualmente matriz de rigidez y F 1 el 
vector de carga. Estos nombres se deben a la terminología usada inicialmente por los 
ingenieros 1 quienes crearon un caso particular del método de Galerkin para resolver 
el problema de elasticidad lineal, conocido como el método de elementos finitos. 
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Ahora1 es preciso señalar que el diseño de algoritmos eficientes para resolver el 
sistema lineal {4.2) adquiere una tremenda importancia cuando la dimensión del 
subespacio Vn tiende a oo. Al respecto 1 debemos observar que para matrices de 
gran tamaño, una estructura rala o banda es muy deseable. También, si la matriz A 
es simétrica y definida positiva entonces la resolución de ( 4.2) se facilita aún más. 
Este es precisamente el caso cuando la forma bilineal A 1 además de ser acotada y V­
elíptica1 resulta simétrica. En efecto1 dado /3 := (/}¡,/321 ••• , /3n)7 E R n, definamos 
v := L;'J= 1 /3; e; E Vn <; V . En virtud de la V-elipticidad de A se sigue que 

allvlli S A(v,v) = tt a;;/3; /3; = /3T A/3 , 
i=l j=l 

de donde /3T A/3 ;:>: O 'I f3 E R", y /3T A/3 = O sí y sólo sí f3 es el vector nulo. 
EJEMPLO 4.1. Para mostrar un ejemplo específico de un esquema de Galerkin asociado a 

(l.2}, consideramos una partición O = Xo < X¡ < X2 < · · · < Xn < Xn+l = 1 del dominio 

íl := (O, 1), e introducimos el espacio 

donde P1 (S) denota el espacio de polinomios de grado ~ 1 definidos sobre cualquier subconjunto 

S de fl. E'.6 fácil probar que las funciones de Vn quedan determinadas únicamente por los valores 

que toman en los nodos Xj de la partición den. En particu1ar, {e¡, e2, ... ,en} constituye una 

base de Vn 1 donde ei E Vn es tal que 

{ 
1 si j = i, 

e;(x;) = 
0 

sij¡ld 

Tales funciones base de Vn se llaman funcion es techo. En cuanto al cálculo de la matriz de rigidez 

A , se obtiene 

1 
Ü SI lt - J 1 2: 2, 

a,1 = A(ei 1 e3 ) = fo1 e~e~dx = -t; s1 J =i- 1 , 

~ + hJ~l SI J = t , 
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donde hj := Xj - Xj - 1 V j = 11 n + 1, y por lo tanto A resulta tridiagonal. En el caso de una 

partición uniforme con hj = h := n¡l, el sistema lineal (4.2) queda dado por 

- 1 o "' f¡ 
- 1 2 - 1 "' 

¡, 
o 

h (4.3) 

- 1 -1 ªn-1 Ín-1 
-1 ª" Ín 

donde fj := F (eJ) = J:J~11 f ej dx. N0temos fina lmente que, debido a la definición del 

sub espacio Vn, la solución a 1, a:¿, .. . 1 ªn ql:le entrega el sistema lineal ( 4.3) coincide con los valores 

que toma la solución de Galerkin Un en eada uno de los nodos de la particiÓFl. En otras palabras, 

setieneque ai = un(xi) Vi E {1 , ... ,n}. 

Lo anterior constitl.!lye una de las si t1!1aciones más simples posibles que mt:J.estran 
el tipo de sistemas lineales <if1Ue se obtienen ail aplicar el método de Galerkin al 
problema (P) . 

El procedimiento üustrado a t ravés C!l.el EJEMPLO 4.1 represe:ata la misma idea 
que motivó a los ingenierns e:m. la decada del 60 a crear el Método de Elementos 
Finitos (MEF) para resolver la formulación débil del problema de elastici<laoL Más 
precisamente, el MEF es ur-1 caso pa:rticular del método de Galerkin, en el cual se 
utilizan subespacios de dimeRsión fimita Vn cuy0s elementos son funciones secci0nal­
mente polinomiales. AlguE.as de las ventajas, Jl>ropíedades y aplicaciones de esta 
técnica constituyen el tema de las restaE.tes secciones de este traIDajo. 

5 E stimaciones del error 

5.1 E l Lema d e C ea 

Nuestro propósito siguiente es obtener una cota superior del error que se 0rigina 
mediante el método de Galerkin. Este se define como la diferencia en norma entre 
la solución exacta u E V de (P) y la solución aproximada Un E Vn de (Pn)· Para 
ello, vemos primero que de (P) y (Pn) se deduce que 

A(u - un ,Vn) = O (5.1) 
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la cual se conoce como relación de ortogonalidad. La razón de este nombre se debe 
a lo que acontece cuando A es simétrica, en cuyo caso A se convierte en un producto 
interior donde su norma asociada, definida por llvllE := A(v,v) 1i 2 \/v E V, y 
llamada norma de la energía, es equivalente a la norma original del espacio V. Así, 
la ecuación (5. 1) es la t ípica condición de ortogonalidad que caracteriza la mejor 
aproximación de u E V por elementos del subespacio Vn , con respecto a 11 · llE· En 
otras palabras, (5. 1) muestra que, en el caso simétrico, la solución de Galerkin Un es 
la mejor aproximación de la solución exacta u con respecto a la norma de la energía, 
o equivalentemente, 

(5.2) 

No obstante lo anterior, es importante reiterar que la relación de ortogonalidad (5.1 ) 
también se satisface para A no-simétrica. 

Lem a 5.1 (Lema de Cea [ 3Jl Suponga que A es una forma bilineal acotada (con 
constante M ) y V -elíptica (con constante o: ). Sean u. E V y Un E Vn las soluciones 
de (P ) y (P11 ) 1 respectivamen te. Entonces 

llu - Unllv S t;!- infv.EV. llu - vnllv. (5.3) 

Demostración. Usando la V-elipticidad de A , sumando y restando un elemento 
arbitrario Vn E Vn en el segundo término de A, y luego aplicando la relación de 
ortogonalidad (5. 1), obtenemos 

ollu-unl l¡, S A(u-u.,u - un) = A(u-u.,u- v.+v.-un) = A(u-u.,u-v.). 

Puesto que A es acotada, la desigualdad anterior implica que 

<> llu - Unl l¡, S M llu - Unll v llu - Vnl lv, 
de donde, suponiendo llu - unl lv f' O, resulta 

llu - unllv S t;!- llu - vnl lv (5.4) 

Naturalmente, (5.4) es válida también para llu - u. llv = O. F inalmente, tomando 
ínfimo en (5.4) con respecto a Vn E Vn se concluye la demostración. • 

La cota de error dada por (5.3) se conoce con el nombre de estimación de Cea 
y ella provee el punto de part ida para finalmente derivar las propiedades de conver­
gencia de los métodos de elementos finitos. Como se mencionó antes, lo mínimo que 
se requerirá en cada caso es la condición (C) , la cual garantiza que el error se va a 
cero a medida que la dimensión del subespacio V11 tiende a oo. 
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5 .2 C otas d e error en normas m ás d ébiles 

El error también puede me©irse en la norma de un espacio W que contenga a V . Esto 
se hace utilizando lo que se conoce corno argumentos de dualidad. Para ejemplificar 
esta idea, sea W := L2 (0), y consideremos rmevamente el problema unidimensional 
(1.2). Sea w E V := HJ ('1) la solució'1 débil del problema de valores de contorno: 

(5.4 ) 

- w 11 u - un en .0 := (0,1), 
(5.5) 

w(O) w(l) = O. 

Se sigue que 

A(v,w) =in (u- un)vdx \lv E V, 

y, en particular, para v := u - un, se obtiene 

llu - unlllv = A(u - Un, w) 

Ahora, usando la relación file ortogo:aalidad y el acotamiento de A, resulta 

llu - Un lllv = A(u - Un, W - Vn) :S M llu - Un llv llw - vn llv 

lo cual implica que 

llu - unlllv :S M llu - Unl lv inf,,ev. llw - Vnl lv (5.6) 

Si definimos el subespacio Z de V dado por aquellas funciones z E V tales que z 11 E 
W , es razonable suponer que Vn satisface la siguiente propiedad de aproximación: 

inf,,ev. llz - vnll v :S E(n) llz"llw (5.7) 

donde •(n) ~ O cuando n ~ oo. Puesto que w E Z se deduce de (5. 7) que 

inf llw - vn llv :S •(n) llw"llw = •(n ) llu - unllw, 
VnEVn 

lo cual , junto a (5.6), nos da 

llu - unl lw :S M E(n) llu - ,_Un_l_h_' ....., ___ _ 
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Aplicando la es timación de Cea (5.3) y asumiendo que u E Z , se concluye de (5.7) 
que 

llu-unl lv :S ~<(n) llu"llw, 
" o bien, 

llu - Unllv :S ~ <(n) 11/llw, 
" y en consecuencia1 

M2 ') 
llu - un llw :S -<(n)· ll!l lw 

" El principal comentario aquí es notar que llu - unllv es de orden <(n) mientras que 
llu - Un llw es de orden <(n)', lo cual indica que el error medido en la norma de W 
converge más rápido a cero cuando n --t oo. 

5.3 Una propiedad de aproximación 
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La teoría de interpolación en espacios de Sobolev (ver \7, Capítulo 4]) es la base para 
el estudjo de las propiedades de aproximación de los métodos de elementos finitos. 
A modo de ejemplo , a continuación mostramos que el espacio de elementos finitos 
Vn introducido en el EJEMPLO 4.1 satisface la propiedad de aproximación (5.7) . Para 
este efecto, se define el operador de interpolación l n C (l'i) - Vn por 

n 

Inv := ¿ v(x; )e; Vv E C(l'i). 
j=l 

Se tiene el siguiente resultado previo (ver 1 1, Capítulo O]) . 

Lema 5.2. Sea Z el subespacio de H 1(f2) dado por las fondones z tales que z" E 
L2(!l). Sea f(n) := max1$j$.n+ l (x; - X; -1 ). En ton ces existe una constante e> O, 
independiente de n, tal que 

V v E Z . (5.8) 

Demostración. Dada v E Z y j E {1 , .. . , n+ 1} definamos la función w; \O , l J - R 
tal que 

w; (t) := (v - Inv)(x;-1 + t(x; - x;-1)) Vt E \O, l j. 

Puesto que Unv)(x,) = v(x,) V i E {l , ... , n + l} , se t iene que w;(O ) = w; (l) = O, 
y luego, por Teorema de Rolle, existe { E (O, 1) tal que wj(O = O. Se sigue que 

wj(t ) = l wj(s ) ds , 
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de donde, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, resulta 

lwj( t)l2 S ll J.d sl ll [wj{s)j2ds l = it - ~11.f [wj(s)J2 dsl 

S it-~i fo1[wj(s)J2 ds , 

o bien 

lwj(t)l2 S i t-~i fo1[wj(s)] 2 ds 

Integrando con respecto aten (0 1 1) se obtiene 

'lt E {O, 1) . 

{5.9) 

donde C := maxo<i<1 JJ it - ~idt. Notemos que (v - Inv)" v" porque 

Unv )I E P1{[x;- 1, x;]). Entonces, haciendo los cambios de variable 
(:z:;- i.:z:;J 

x := X;_1 + t(x; - x;-1) y x := x;-l + s(x; - x;-1) en las integrales de (5 .9), esta 
desigualdad se convierte en 

1•; [ ' ]' ' [; 1 " I' ' ;-> (v - lnv) (x) dx $ C (x; - X;- 1)- •;-> V (x) dx . (5.10) 

Así, sumando sobre todos Jos subintervalos [x;- 1. x;J en (5. 10), y acotando la longitud 
(x j - x;_1 ) por e(n), se concluye que 

s e <2(n) l [v"(x)J' dx = e <2{n) llv"l li2(0) ' 

Jo que prueba (5.8) y completa Ja demostración. • 
Ahora, debido a la V -elipticidad de A y a (5.8) se deduce que 

ilv - l nvliv $ C iiv - lnv iiE S C <(n ) iiv"llw , 

lo cual , junto al hecho que 

implican la propiedad de aproximación (5.7). 
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6 Algunos elementos de análisis funcional 

En lo que sigue se formaliza la definición de algunos conceptos de análisis funcion al 
utilizados en las secciones anteriores, se demuestran algunos teoremas clásicos como 
el Teorema de Descomposición Ortogonal y el Teorema de Representación de Riesz, 
y por último se prueba el Lema de Lax-Milgram, ya enunciado en la Sección 3. 

6.1 Pre liminares 

Sea(\/,< ·, · >¡r) un espacio de Hilbert real. Toda aplicación (o transformación) 
F V - R se llama funcional. Note, por ejemplo, que la norma de cualquier 
espacio de Hilbert es un funcional. 

DEFI NICION 6.1 Un funcional F V --> R se dice lineal si F(av + {Jw ) 
o F(v) + fJ F(w), para todo a, f3 E R , v , w E V. 

DEFINICION 6.2 Un funcional lineal F V --> R se dice acotado si existe una 
constante M > O tal que IF(v)I :S M llvllv V v E V. 

El espacio de todos los funcion ales lineales y acotados definidos sobre V se 
llama dual de V y se denota V'. Al ínfimo de todas las constantes M > O que 
satisfacen la definición anterior se llama norma del funcional F, y se denota JIF llv'­
Notar que 

IF(vJI 
llFllv• = o~~v llvllv . 

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz es fác il probar que, dado x E V , la 
aplicación que a cadav E V asigna el número real < x , v >v, es un elemento de V' . 
El Teorema de Representación de Riesz, que se demuestra más adelante, constituye 
precisamente el recíproco de este hecho. En otras palabras, dicho teorema establece 
que todo funcional lineal acotado F definido sobre \/ admite un único representante 
x E V a t ravés de la relación: F(v) = < x ,v >v 'tlv E V. 

DEFINICIO 6.3 Un subconjunto U de un espacio vectorial normado X se dice 
cerrado si para cada sucesión { xn}neN s; U tal que Xn - x E X , se tiene que 
X E U. 

Teore m a 6.4. Sea U =f. el> un subespacio cerrado de un Hilb ert V , y sea x E V tal 
que x ~ U. Entonces existe un único z E U tal que 

llx - zllv = inf llx - vllv 
vEU 

(z se llam a la mejor aproximación de x por elementos de U). 
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Demostración. Sea d := inft1eU l lx - vllv. Entonces existe una sucesión { Zn}ne N ~ U 
tal que j[x - znl lv - d cuando n-+ +oo. Aplicando la ley del paralelógramo ax- tn 
y x- Zm, con m , n E N , se tiene 

o bien 

ll(x - Zn) + (x - Zm)lli + ll(x - Zn) - (x - Zm)l li 

= 2 {llx- Znlli + llx- Zmlli} ' 

411 X - (zn ~ Zm) I[ + llzn - Zmlli = 2 llx - Znlli + 2 llx - Zmlli' 

de donde 

llzn - Zmlli = 2llx - Znlli + 2 llx - Zmlli- 4 llx - (zn ~ Zm) I[ · 
Puesto que ~ E U resulta l lx - ''·~"" 1 11 2: d, y luego 

llzn - Zmlli $ 2 llx - Znl li + 2 llx - Zmlli - 4 d' · 

Así, tomando límite cuando m, n -t +oo, obtenemos llzn - zmllv -t O, lo que indica 
que { z11 }neN es de Cauchy en V. Como U es cerrado, se deduce que existe z E U 

tal que Zn - z y por lo tanto 

d = n'.!~00 llx - Zn llv = llx - zllv · 

Para la unicidad, sean z¡, z, E U tales que llx - zdlv = llx - z,llv = d. Aplicando 
nuevamente los mismos cálculos anteriores, se obtiene 

O $ llz1 - z2l li = 2 llx - zil li + 2 llx - zolli - 4 llx - (zi; z,) I[ 
= 4d2 -4 llx- (zi;Z,i¡[ $O , 

con lo cual llz1 - z2llv = O. • 

DEFINICION 6.5 Dado un subconjunto S de un espacio de Hilbert (V, <·,· >v), se 
define el ortogonal de S 1 y se denota S\ como 



Aspectos Básicos del M EF 145 

El siguiente resultado establece que un espacio de Hilbert V siempre puede es­
cribirse como suma directa de todo subespacio cerrado con su ortogonal. 

Teorem a 6.6 (Teorema de Descomposición Ortogonal). Sea U -:fa <P un subespa.cio 
cerrado de un Hilbert V. Entonces para cada x E V exis te v E U y w E U l. tal que 
x = v + w. Esta descomposición es única. 
Demostración. Si x E U, basta elegir v = x y w = O. Supongamos que x '/.. U y, en 
virtud del Teorema 6.4 1 sea z E U tal que 

d = llx - zilv = min llx - vllv · 
vEU 

Es claro que podemos escribir x = v + w con v := z y w := x - z . Basta probar 
ahora que (x - z) E LJl. . En efecto, para cada u E U, u#- O, y Q E R , obtenemos 

d2 ~ llx - (z - cruJlli = llw + crul li 

= llwl li + 2cr < w,u >v +cr2 iluii?, 
2 2 < w,u>v <w ,u.>\1 2 

{ 
o } = llullv " + 2cr~ + -¡¡;;-¡¡r- + d -

2 <w,u.>v 2 <w,u> v { }
2 2 

= llullv cr +~ +d - ~. 

Luego, tomando cr : = - <~~~~v se sigue que 

2 2 <w, u>?, 
d ~ d -~ 

lo que implica que< w, u >t $ O Vu f' O, y por lo tanto < w , u >v= O Vu E U. 
Ahora 1 si x = v1 +w1 con v1 E U y w 1 E u .i, entonces v + w = v1 +w1 , de donde 

v - v1 = w1 - w E U n LJ l. = {0} 1 y en consecuencia v - v1 = w - w1 = O. Esto 
completa la demostración. • 

Un simple corolario del teorema anterior queda dado por lo siguiente. 

Lem a 6. 7 . Sea U :f. <P un subespacio cerra.do propio de un Hilbert V . Enton ces, 
existe !i E\/ , !i #' 0, tal que ii E U~. 

Con los resultados anteriores estamos en condiciones de demostrar a continuación 
el Teorema de Representación de Riesz. 

Te roem a 6 .8 (Teorema de Representación de Riesz) Sea (V1 < ·, · > v) un espacio 
de HUbert . Entonces, para cada F E V ' exis te un ún ico y E V tal que 

F (v) =<y,v>v V u E V 1 

-~~~~~~~-
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y además 

llFllv• = llY llv · 

Demostración. Si F(v) =O para todo v E V, entonces Fes el funcional nulo y en 
tal caso basta tomar y =O. Sea U := {v E V F(v) = O} y supongamos que 
U ¡. V. Por la linealidad y acotamiento de F es fácil ver que U es un subespacio 
cerrado de V. 

De acuerdo al Lema 6.7, existe y E V, y~ O tal que y E UJ.. Es claro entonces 
que y'/. U y luego F(Y) ~O. 

Por otra parte1 para cada v E V tenemos 

F ( F(Y )v - F(v)Y) = F(Y)F(v) - F(v) F(y ) = O, 

lo cual muestra que F(Y )v - F(v)y E U. Puesto que y E UJ. se deduce que 

O =< y,F(y)v - F(v) ii > 'lv E V , 

o bien 
< jj , F(y)v >v= < y,F(v ) ii >v= F {v) llii lli, 

de donde 
F(v ) = < y ,v >v 'l v E V , 

con y := fiWt· Para la unicidad de y, sean y¡ , Y2 E V tales que 

F(v) =<y1 ,v >v =< yz,v>v 'lv E V . 

Se sigue que y¡ - yz E V J. = {O} , y por lo tanto y¡ = Y2· 

Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene 

IF(v)I = 1 <y, v >v 1 S llYllv llvllv , 

y luego 
IF(v)I 

llFll v• := o!~kv -¡¡;;-¡¡;;- S llYl lv. 

En particular, para v = y se tiene 

IF (v)I llYlli 
-¡¡;;-¡¡;;- = ~ 

y en consecuencia llF llv• = llYllv. • 

llY llv , 
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Para continuar nuestro análisis, se introduce ahora el concepto de operadores. 
Dados (V,< ·, · > v) y (W, < ·, · >w) espacios de Hilbert reales, toda aplicación (o 
transformación ) T V --+ W se llama operador . En particular 1 todo fun cional es 
un operador. 

DEPI NICION 6.9. Un operador T V ~ W se dice lineal si T(0tv + /Jw ) 
aT(v ) + /J T(w ), para todo Oi , fJ E R , v , w E V. 

DEFINICION 6.10. Un operador lineal T V ~ W se dice acotado si existe una 

constante M > O tal que llT(v) llw S M llvllv \fv E V. 

El espacio de todos los operadores lineales y acotados definidos sobre V con valores 
en W se denota .C(V, W). Al ínfimo de todas las constantes M > O que satisfacen 
la definición anterior se llama norma del operador T 1 y se denota llTILccv,w)- Notar 
que 

llT(v)l hv 
l ITI lctv,w) = 0~~rv ¡¡;;¡¡;;-

El Teorema 6.8 induce la definición del siguiente operador, llamado aplicación 
de Riesz , 

R V'~ V 
(6.1 ) 

V' 3 F ~ RF E V , 

donde RF es el único elemento de V tal que 

F(v) = < RF,v >v \f v E V. 

Es claro que R es un isomorfismo isométrico ya que es lineal 1 biyectivo y además 
llRF llv = llFllv• para todo F E V'. En realidad, estas propiedades de R consti­
tuyen una forma equivalente de enunciar el Teorema de Representación de Riesz . 

6.2 Lema de Lax-Milgram 

El único propósito de esta sección es probar el Teorema 3. 2, el cual se enuncia aquí 
nuevamente previo a su demostración. 

Lema de Lax-Milgram. Sea (V, < ·, · >v ) un Hilbert y sea A V x V - R 
una forma büineal acotada y V -elíptica. Entonces, para cada F E V1, existe un 
único u E V tal que A(u,v) = F(v) 'lv E V. Además, 

llullv $ 2. llFllv•, 
a 
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donde a > O es Ja constante de V-elipticidad de A. 
Demostración. Puesto que A es acotada podemos introducir el operador lineal A 
V-+ V 1

1 tal que para cada v E V, Av E V' se define como 

Av(w) := A(v ,w ) 't w E V . 

Claramente A es acotado ya que 

IAv(w)I JA(v, w) I 
llAvllv· = 0~~~v ~ = 0~~v --¡¡;;;rr;;- <;:; M llvllv , 

lo cual indica que llAllccv,v•¡ <;:; M. Luego, si R V' - V es la aplicación de lliesz 
definida en (6.1 ), el problema que nos interesa equivale a: Hallar u E V tal que 

Au (v) = < RF,v >v 't v E V . (6.2) 

Es claro que (6.2) puede reformularse como: Hallar u E V tal que 

donde A 
diagrama 

Au = RF , 

RA \1 -+ V denota el operador lineal que se ilustra en el siguiente 

A 
V V' 

A '-,, R 

V 

De este modo, la presente demostración se reduce a probar que .A es un operador 
biyectivo con inversa acotada. Para este efecto, notamos primero que .A es acotado 
y que llAllc(v,v¡ <;:; M. También, por la V-elipticidad de A , se tiene 

a JJvJJi <;:; A(v , v) = Av (v ) <;:; IJAvl lv• Jlvllv , 

esto es 

<> llvllv <;:; IJA vJlv• = llRA vllv = llAvJJv, 
o bien 

" llvllv <;:; llA vllv 'tv E V . (6.3) 

La inyectividad de A es inmediata a partir de (6.3). Para mostrar que A es so­
breyectivo procedemos de la siguiente manera. Primero probamos que A (V ) es 
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un subespacio cerrado de V , luego que A(V )~ = {O} y por último aplicamos el 
Teorema de Descomposición Ortogonal (cf. Teorema 6.6). 

Sea {vn}nEN ,;; V tal que A(vn ) ~ w E V cuando n ~ +oo. Usando (6.3) se 
obtiene que 

lo cual indica que {v11}11eN es de Cauchy en V y por lo tanto convergente a un 
elemento v E V. En virtud de la continuidad de A se sigue que A(vn) ~ A(v) 
cuando n ~ +oo, y por la unicidad del límite se concluye que w = A(v) E A (V ). 
Esto prueba que A(V) es cerrado. 

Sea v E A(V) ~. Entonces< w, v >v = O para todo w E A(V). En particular, 
para w = A(v) = RA(v) se obtiene 

O = < A(v),v>v=< RA(v),v> v= A v (v ) = A(v,v) 2: allvlli, 

de donde v = O. Esto prueba que A(V )~ = {O}. En consecuencia, la sobreyectivi­
dad de A resulta de una aplicación directa del Teorema 6.6. 

Por otra parte, de (6.3) se deduce que 

149 

a llu llv ~ llAullv = llRFllv = llFllv• , 

y por lo tanto llullv ~ ~ llF llv" Esto completa la demostración. • 

7 La ecuación de Poisson 

En esta sección se considera el problema de Poisson con condiciones de contorno 
de DirichJet. Se muestran algunas características de la formulación variacional , y 
se ilustra. la aplicación del método de elementos finitos a través de un ejemplo bi· 
dimensional. 

En lo que sigue, n denota un abierto acotado de RN con frontera r := an 
de clase C 1. La definición precisa del grado de suavidad de la frontera, incluyendo 
ciertamente C 1 y otras clases de funciones , puede verse en [ l], [ 3] o [ 7]. 

7.1 Iden t ida des de Green 

Con el objeto de derivar posteriormente las formulaciones débiles respectivas1 se 
deducen a continuación las identidades de Green. Para ello 1 recordamos primero 
e.\ Teorema de la Divergencia de Gauss, el cual dice que para un campo vectorial 
G E (C 1 (O) n C(CT)]N se tiene 

fo div G dx = fr G · v ds , 
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donde div G := ~1 ~ y V := (111 , ... , llN )Tes el vector normal unitario exterior 

a 11. En particular, si G := (O, .. ., O, ~i. O, .. ., O) con u , v E C 1(l1) n C(ñ), entonces 
se obtiene 

{ && ( UV) dx = { UV V; ds , 
Jn Xi lr 

es decir 

f v 8"dx = - f u~dx+ f uvv;ds Vi=l,. . .,N. 
Jn axi Jn 8xi Jr 

Ahora, reemplazando u = ~ en la ecuación anterior, resulta 

r &2w ¡&w&v ¡ &w 
Jn v &x¡ dx = - Jn &x; &x; dx + Jr &x; v v; ds Vi = 1,. . ., N , 

y luego, sumando sobre todos los índices i, se concluye la primera identidad de 
Green: 

fo vLl.wdx = - fo 'Vw· 'Vvdx +ir :~vds, (7.1) 

la cual es válida para todo v E C 1 (l1) n C(ñ) y para todo w E C2 (l1) n C 1(ñ). Aquí, 
~ := ~1 ~ 111 es la derivada normal sobre r. 

Intercambiando los roles de v y w en (7.1) y luego restando la ecuación resultante 
a (7.1 ) se obtiene la segunda identidad de Green: 

fo [ v Ll.w - w Ll.v] dx = r [v &w - w &v l ds' Jr &v &v 
(7.2) 

para todo v , w E C2(l1) n C 1(ñ). 

7.2 Un problema de D irichlet 

Dada una función f E C (S1), nos interesa el siguiente problema de valores de con­
torno: Hallar u E C 2 (l1) n C (ñ) tal que 

-Ll. u f en n , 
(7.3) 

u o en r . 

Ahora, considerarnos nuevamente el espacio C¡f(O)i cuya definición en el 
caso N-dimensional es idéntica a la dada en la Sección 2 para un abierto f2 de R . 
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Multiplicando Ja ecuación diferencial parcial de (7.3) por una función <P E C,j"' (fl ), 

aplicando la primera identidad de Green (7.1), y usando el hecho que "'Ir = O, 

resulta 

Ín 'Vu · 'ii'<{JdX = fn f <P dx 'l<P E C,j"'(fl). (7.4) 

DEFI ICION 7.1. Dada v E L2(fl), se dice que ~ E L2(fl) en el sentido distribu­
cional, si existe z; E L2(fl) tal que 

V<P E C0(f!). 

En este caso , se escribe ~ = Zi· 

De acuerdo a la definición anterior, podernos introducir el espacio de Soboleu 
análogo al dado en (2.2), 

H 1(f!) := { v E L 2 (f!) ~ E L 2 (fl) Vi = 1, ., N} , (7.5) 

el cual también es un espacio de Hilbert provisto del siguiente producto escalar 

< v, w > H'(n) := Jn [ 'Vv · 'Vw + v w J dx 

Entonces, la norma de H 1(fl) está dada por 

Vv, w E H 1 (fl). 

11 · llH'(O) H 1(fl) - R 

llvl lu>¡n) := { lv lj,. '(n) + llv llr'<nl } 112 Vv E H 1{fl), 

donde 1 IHt(O) es la semi-norma asociada definida como 

1/2 { N 11 av 11' }
11

' lvlH'(n) == { [ ll'Vvll' dx} = L: -8 . Jn i=l x, L2(íl:) 
Vv E H 1{fl). 
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Al igual que en la Sección 2 se introduce ahora la adherencia de C,j"'{fl) en H 1{fl) y 

se denota por Hó(n) . Puede probarse (ver [ 7, Capitulo l J)que Hó(fl) coincide con 
el subespacio de elementos de H 1{fl) que se anulan en la frontera en el sentido de 
trazas , esto es 

HÓ([l) := { v E H 1{fl) : V= Q en 8fl} . 

------~-
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En virtud de la ident idad (7.4) y de la densidad de CQ'(íl) en HÓ(íl), la formulación 
débil del problema de valores de contorno (7.3) se reduce a: Hallar u E Hó (íl) tal 
que 

in \7u·\7vdx = intvdx VvEHÓ(íl). (7.6) 

Sea V H Ó (íl) y delinamos la forma bilineal 

A VxV~R 

A(w,v) :=in \7w · \7vdx '>lw, v E V, (7.7) 

y el funcional Uneal 
F v~R 

F(v) := fn fvdx '>lv E V (7.8) 

Con estas notaciones, (7.6) se reescribe como sigue: Hallar u E V tal que 

A(u, v) = F(v) '>lv E V. (7.9) 

Nuestro siguiente propósito es demostrar que (7.9) verifica las hipótesis del Lema 
de Lax-Milgram (cf. Sección o.2). En efecto, utilizando la desigualdad de Cauchy­
Schwarz en L2(n) y luego en RN, se obtiene 

~ { 11ow11 11 ov 11 } IA(w,v)I $ ¿_, - -
i=l 8xi L2(n) 8xt l?(n) 

{ 
N 2 }1/2 { N 2 }1/2 

$ {; 11~:.IL(n) {; 11::,IL(n) 
= lwls•(n) lvls•(n) $ llwllH'(O) llvlJH'(O), 

lo cual prueba que A es acotada con constante M = l. También, usando la desigual­
dad de Cauchy-Schwarz en L2 (.rl), se muestra fácilmente que F es acota.do. 
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Para ver que A es \/-elíptica, probamos a cont inuación que la norma y la semi­
norma de H 1{n) son equivalentes en HJ (n), resu ltado que se conoce con el nombre 
de Desigue.lde.d de Poince.ré (ver [ 7, Teorema. 1.2-51). 

Lema 7.2 . Sea n un a.bierto de R N, el cual es a.cota.do en alguna dirección co­
ordenada. E ntonces, exis te una constante o > O, que depende sólo de 0 1 tal que 

Vu E H/;(íl). (7.10) 

Demostración. Sin pérd ida de generalidad , supongamos que n es acotado en la 
di rección :t 1. Análogamente a la demostración del Lema 3.1, basta mostrar aquí que 
(7.10) se satisface en el subespe.cio denso de H/; (íl) de.do por C8" (íl). En efecto, 
dada "' E C8"(íl) y X E n, notemos primero que 

Puesto que sop <Pes un compacto contenido en n, existen ªti bi E R , i E {1 1 . .. 1 N }, 
tales que sop <P C [a 1, bi] x [a,, b2] x · · · x [aN , bN ]. Además, en virtud del supuesto 
inicial sobre el acotamiento uni-direccional de n , ª1 y b1 pueden elegirse independi­
entes de <p. Luego, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene 

1 1
2 1 .. ª"' l2 

•• Iª"' l2 <p(x,, x) = !., 8t (t , x) dt '.> (x¡ - a¡ ) !.. 8t (t, x) dt' 

donde i := (x2 , "'"1 XN) E R N - l. Ahora, integrando sobren a ambos lados de la 
estimación anterior y utilizando el Teorema de F\J.bini para intercambiar el orden de 
integración, resulta 

= J.'.' (x1 - •1) dx , f ··· J.~-~· J.~ { t l ~(t, x) l
2 

dt } dx 

~(b1 - a1)2 In l ~(t , x)r dtdx '.> ~(b¡ - •1)2 lo ll'V'P[l2dx , 

V<p E C0 (íl). 
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Por lo tanto, se concluye que 

ll'l'll~• cnJ = l'l'l~ •cni + ll'l'lli>cnJ S. [1 + ~ (b, -a, )2] l'l'l~•cn i 'l<p E CQ' (O), 

lo cual termina la demostración. • 

El análisis an terior permite la aplicación del Lema de Lax-Milgram 1 y en conse­
cuencia la formulación débil (7.6) (o (7.9 )) posee una única solución u E HÓ (O). 

7.3 Un m étodo de elementos finitos 

En esta sección se considera el caso bi-dimensional y se presenta un método de 
elementos finitos para la formulación débil (7.9) asociada al problema de valores 
de contorno (7.3). El procedimiento que se describe a continuación constituye la 
extensión natural a R 2 del esquema dado en el EJEMPLO 4.l (cf. Sección 4) para el 
problema uni-clirnensional (3.3). 

En lo que sigue, se asume que n es un dominio poligonal de R 2, lo cual sig­
nifica que la frontera an esta dada por una union finita de trazos de rectas. Sea 
T : = { K 11 K 2, ... , K P } una familia de p t riángulos contenidos en ñ. Se dice que T 
constit uye una triangulación del dominio n si 

1) fi = ~=¡Kk. 

2) Para k , r E {1 , .. , p}, k ~ r , se tiene sólo una de las t res posibilidades siguientes: 

a) Kk n Kresvacio. 

b) K k n K r es un vértice de ambos triángulos. 

e) K, n Kr es un lado común de K, y Kr. 

Un ejemplo de t riangulación se observa en la Figura 7.1 más abajo. Denote­
mos por {X1 , X21 • . • 1 Xm} los vértices (o nodos) de Ja triangulación T . Suponga­
mos que el conjunto de nodos {X1, ... , Xn} está contenido en el interior de n y que 
{Xn+li Xn +2 1 ••• , Xm} ~ 8.0. Entonces definimos el subespacio Vn de HJ (O) dado por 

Vn := { vEC (fi):vlK,EP1(K, ) 'lk=l';P, v(x; )= O 'li=n+ l ,m } . 

Además, para cada j E {1 , ... , n) se introduce la funci ón <p; E\/" tal que 'l';(x;) = 1 
y 'l';(x;) = O para todo i f' j. Se sigue que sop 'I'; es la union de todos los triángulos 
de T a los cuales pertenece el nodo Xj. 

De acuerdo a la defin ición de Vn se deduce fácilmente que { cp 1 , ... , !f>n} es una 
base de \In y que 

n 

V= ¿ v(it;)'I'; 
j = l 
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De este modo 1 si la solución de Galerkin Un E Vn se escribe Un = L:j=1 µj <{Jj 1 con 
µj = un(X;), entonces el esquema asociado se reduce a: Hallarµ := (µ1, ... , µn) E 
Rn tal que 

Aµ= F, (7.11) 

Figura 7.1: Una triangulación típica. 

donde la matriz de rigidez A := (a¡; )nxn y el vector de carga F .- (/;)nxl están 
dados por 

y (7 .12) 

Ahora1 puesto que ñ = U~=i Kk 1 podemos escribir 

y f ; = L:~= l f;,k ' (7.13) 

donde 

ªii,k : = l,. V CfJi,k · V CfJJ,k dx !;.• == L, Í'I';,, dx . (7.14) 

y VJ i,k es la restricción de la función base VJ¡ al triángulo Kk de T. Note que cada 
uno de los sumandos en la ecuación (7.13) contiene un gran número de términos 
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nulos. En efecto, puesto que 'Pi,k -::¡f O sólo si X.¡ E K k , se observa que a.1;,k = O 
para todos aquellos triángulos K k a los cuales no pertenecen ambos nodos X. 1 y X; . 
Esto implica que, para i ':/; j, a;.;,k es distin to de cero sólo para dos triángulos Kk. 
Similarmente, a;i,k y fJ,k son eventualmente distintos de cero sólo para los triángulos 
Kk que conforman sop <p;, vale decir, para aquellos que tienen a X; como uno de sus 
vért ices. 

El objetivo siguiente es obtener fórmulas más explícitas para el cálculo de a.1;,k 

y J;,k , y por consiguiente de aij y f;. Para este efecto, sea K k un triángulo genérico 
de T y sean i 1 j , l E {1 1 ... 1 m} tales que X¡ , X; y X.1 constituyen los vértices de 
Kk. Dada una función arbitraria g E C(I<k) , utilizaremos la siguiente fórmula de 
integración numérica: 

L, g dx = ~ IK•I { g(x,1) + g(xü) + g(x;1)} + O(h~), (7.15) 

donde hk es el diámetro de K ki !K kl es el área de K k , y X.¡1 es el punto medio entre 
X.¡ y x.1 (idem para X.¡z y X;I). 

Puesto que 'Pi,k1 'PJ, k1 'Pl,k E P1(Kk )1 existen (a\ k 1 /3i, k , /"i,k) 1 (a;,k1f3J,ki'T'j,k)1 
(cx1,.,fJ1,., -y1,.J E R 3, tales que\lx .- (x , y) E K., 

'P<,k (x) 
'i'J,k (x) 
'i' t,k (x) 

O'.i,k + /3i,k X + /"i., k Y 1 

O'.j,k + f3; ,k X + / j ,k Y 1 

Cl¡,k + /Jt,k X + 'Yt ,k Y 

{ 1 sir ::::::: s 
Así, dado que 'l'r,k(x,) = 0 si r ~ 8 , para todo r , s E { i , j , l}, resulta 

X¡ y, Ó'.i,k CX.j,k <:xt ,k o o 

Xj Y; /J;,k /!j,k f!t ,k 

X¡ Yt /i, k / j,k / l ,k 

donde X:¡ (:x¡, y¡ ), X; = (x;, YJ) Y x1 = (x1,y1 ). Se sigue que 

Oi,k CXj,k CX.t ,k 

r: 
X¡ ·r /J;,k /Jj,k f!t,k = x; Y; 

1 i ,k "'/j ,k / l ,k X¡ Yt 

(7.16) 

(7.17) 
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Dtj l 
Yi - YI YI - y, Yi- YJ (7.1 ) 

X t - Xj X¡ - X1 Xj - X¡ 

donde D1;1 := XJY1- XtY; +x1y1- X¡y¡ +x¡y¡- XJ!Ji · Esto muestra que las restricc iones 
de las funciones base lfJii <PJ 1 <p¡ a Kk quedan determi nadas explícitamente por las 
coordenadas de los nodos que conforman este triángulo. 

Ahora, es fáci l ver de (7. 16)-(7.17) que 'PJ,>(x u) = O y que 'l'J,•(x,;) = '1';,•( f<;1) = 
!. Luego, usando (7.15) podemos aproximar el cálculo de f j, k por medio de la 
Siguiente fórmula: 

!;.• := [, l'P;,.dx "' ~ IK•I {f(x;;) + / (x,, ) } (7. 19) 

Por otra parte, para obtener ª<J,k observarnos primero de (7. 16) y (7.18) que 'V <p;,k 
y 'ilcpJ> están dados por los siguientes vectores constantes en R 2

1 

1 [Yi - Y1 l 
'V¡p¡,k = -

Díjl Xt - Xj 

1 [y' -Y< l 
y 'V <p;,k = ~ 

tJI X¡ - X¡ 

Luego, en este caso no se requiere integración numérica y el cálculo de a1¡,k se reduce 

(7.20) 

De manera análoga se calculan aü,k y a;1,k , lo cual da 

ª•·• := ÍK, 'V'P•.• · 'V <p1,• dx = 1ff, (x1 - x,J · (x; - x,) , (7.21 ) 

~ (x, - x1) . (x; - x,). 
ijl 

(7.22) 

T&mbién, es fácil ver que 

ª"·• = ~ llx1 - x111 2 , (7.23) 
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lfj.JJ [[x; - x1 [[2, 
ijl 

(7.24) 

•11,• = "fJf), [[X. - x;[[2 . (7.25) 

Esto induce la definición de la matriz de rigidez local Ak, la cual es simétrica, y 

cuyos coeficientes están determiFla<!los por (7.20)-(7.25) , esto es 

(7.26) 

También , se define el vector de carga local Fk como 

f;,k 

!;,k {7.27) 

h.• 3xl 

Naturalmente, si alguno de los no<!los Xt, Xj, X¡ pertenece a 8rl, entonces se debe 
eliminar la fila y la columna respectiva de Aki y la fila correspondiente de Fk. 

El análisis previo sugiere, e:r-J. virtud de las expresiones dadas en (7.13), que el 
cálculo de la matriz de rigidez global A y del vector de carga global F puede hacerse 
triángulo por triángulo a través de las respectivas fórmulas locales dadas por (7.26) 
y (7.27). Este procedimiento recibe el nombre de ensamblamiento. 

En relación a lo anterior, es importante observar, sin embargo, que si el sistema 
lineal (7.11 ) se resuelve utilizando el Método del Gradiente Conjugado, entonces 
no es necesario obtener explícitamente la matriz A. En efecto, puesto que 
este método se basa principalmente en multiplicaciones de A por un vector dado 
z E R '\ todo lo que se requiere es un algoritmo que permita calcular estos productos 
de manera eficiente. A continuación mostramos que esto también puede hacerse 
localmente. 

Sea w = Az, conw := (w1,w2 1 ... 1 wn)Tyz := (z 11 z2, ... , zn )T. Entoncespara 
todo r E {1 , ... , n} se t iene 
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y puest.o que a.r,,k = O si X, rJ. K k i resulta 

Wr = t { ¿; a-..,k :, } , 
k=l aE{ij,I) 

o bien 

1 donde Wr,k = L•E{iJ,1) •r.,k Z, · (7.2 ) 

Es claro que si r '/. { i, j 1 l}i equivalentemente i.r ~ K ki entonces Wr,k = O. Por 
lo tanto, para identificar aquellos Wr,k no nulos y calcular así las componentes de 
w mediante (7.28), basta recorrer los triángulos Kk y efectuar la multiplicación de 
la matriz de rigidez local Ak por el vector (2¡ 1 2 1 , z1)T E R 3 . Es decir1 para cada 
triángulo K k, cuyos vértices son X¡ , X; y X1 , se realiza el siguiente producto 

z; (7.29) 

au,k a jl ,k au,k Z¡ 

y luego se suman Wi,ki Wj,k y W t,k a las expresiones de W¡ 1 Wj y wz, respectivamente. 
Esto completa el análisis matricial para el cá.lculo de un a través del sistema 

lineal (7. 11 ) . 
Para ñnalizar esta sección, recordemos que el error de la solución de elemenLOs 

finitos u,, queda acotado por la estimación de Cea (cf. (5.3) en Lema 5. 1), la cua l, 
en este caso, se reduce a: ll u - unllv S ~ inf.,,, Ev. ll u - vn llv. Al igual que 
para el caso unidimensional (cf. Sección 5.3), aquí también puede demostrarse que 
inf .. , v. llu - Vnllv '.':; Ch, donde Ces una constante positiva que depende de u , y 
h := max{h• I k = l , ... ,p) (ver [ 3], [ 7]). 

7.4 El caso no-homogé n eo 

Dadas f E C(l1) y g E C(8!1) , nos interesa ahora el siguiente problema de valores 
de contorno: Hallar u E C2(!1) n C(fi) tal que 

f en n, 
(7.30) 

u en r . 

Siguiendo el mismo análisis de la Seccion 7.2, puede probarse que la formulación 
débil de (7 .30) está dada por: H aliar u E H 1 (!1) tal que u = g en r y 

159 



160 Gabriel . Gatica 

in V'u · V'vdx = in fvdx Vv E HÓ (0) . (7.31) 

Ciertamente1 no podemos aplicar el Lema de Lax-M ilgrarn 1 al menos directamente, al 
problema (7.31 ). Para remediar esta situación , se considera un elemento 9 E H 1(n) 
tal que g = g en r. La existencia de tal g está garantizada por el Teorema de 
Trazas (ver 1 7, Capítulo l]). 

Introduciendo la nueva incógnita ü := u - g, observamos que ü E HJ (n), y 
luego (7.31 ) es equivalente a: Hallar u E V := Hó (O) tal que 

A (u, v) = F(v) Vv E V , (7.32) 

donde A es la forma bilineal usual (cf. (7 .7)) y F V - R es el fun cional 

F(v) =in fvdx - A(g ,v) Vv E V 

Utilizando los resultados obtenidos en la Sección 7.2 y aplicando el Lema de Lax­
Milgram, se conc1uye que (7.32) tiene una ún ica solución U E HJ (O). De este modo, 
u := ü + 9 es la única solución de la formulación original (7.3 1). 

Para ilus t rar el esquema de Galerkin en este caso no-homogéneo , consideramos 
nuevamente el ejemplo bi-dimensional de la Sección 7.3. Además de la triangulación 
T y del subespacio Vn, se introduce ahora la función 

m 

Yn := L g(x;) 'P;, (7.33) 
j = n+l 

donde, para j ~ n + 1, !pj se define de manera idéntica a corno se hizo anteriormente 
para las funciones base de Vn. Entonces, la solución de Galerkin asociada a Vn está. 
dada por 

(7.34) 

donde ~ E \l'n es la única solución del problema: 

A(Ün, Vn) = in Í Vn dx - A (gn , Un) (7.35) 

Note que el lado derecho de la formu1aci6n anterior se obtiene reemplazando 9 por 
9ri en la expresión de F. 
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Puestoqueü." E V,., existeµ:= (.il1 1 [l.2 1 ••• ,µ.n) E R " tal que Ün 

Luego, (7.35) se reduce a: Hallarµ, E Rn tal que 
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(7.36) 

donde la matriz de rig idez A .- (a¡j )nxn y el vector de carga F .- (fj)nxl están 
dados por 

a,, = fn 'V <p; · 'V<p; dx y (7.37) 

Aquí, la expresión de a,; es válida para todo i E{! , ... , m) y para todo j E {1 , ... , n). 
El análisis matricial y los procedimientos incticados en la Sección 7.3 siguen siendo 

válidos, con algunas modificaciones menores , para el presente sistema (7.36) , y por 
lo t.anto se omite cualquier comentario adicional al respecto. 

Ahora1 con el objeto de deducir una estimación tipo Cea para el error 
llu - un l\ H• (n)> se necesita el siguiente subconjunto de H 1(D), 

Wn := {v E C (ñ) : vlK, EP1(K,) Vk = J.1i , u(x,)= g(x,) Vi = n+l ,m } . 

Lema 7.3 . Sea u E H 1(D) Ja solu ción de (7.31 ) y sea Un E Wn su aproximación de 

Galerkin dada por (7.34) . Entonces existe C > O tal que 

(7.38) 

Demostración. Notemos primero que U n pertenece efectivamente a W n ya que Ün E 
V" y 9n E Wn. También, dado que en general g #:- 9n en r , es preciso enfatizar que 
(u - un ) '/. HJ (D), y por lo tanto la presente demostración difiere de la dada para 
el Lema de Cea (ver Lema 5.1 ). 

Observemos, sin embargo, de (7.31), (7.34) y (7.35), que la relación de ortogonalidad 
aún se cumple, esto es 

(7.39) 

Entonces1 puesto que para todo tun E Wn se tiene (un -wn) E Vn ~ HJ (f2) 1 podemos 
aplicar la desigualdad de Poincaré (7.1 0), y luego usar (7.39) y el acotamiento de A, 
para concluir que 

Q Jl un - Wnl l~•(n) :5 A (Un - W n , Un - Wn ) = A(u - Wn - (u - Un ), Un - Wn ) 
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ll un - Wn llH•(n) :S ~ llu - w,.llH' (O) · 
CL 

Finalmente, usando la desigualdad triangular y la estimación anterior, se obtiene 

llu - un llH•(n) :S ll u - wnl lH• (n) + llun - WnllH'(O) 

'.S [1 + ~] llu - Wn[IH• (n) 'lwn E Wn , 

lo cual completa la demostración. • 

Es posible demostrar también que infw. EW. llu - w,. llH•(n) :S eh, donde e y h 
tienen el mismo significado dado al final de la Sección 7.3 (ver [ l]). 
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