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1 Int rodu cc ión 

Unn cons t.an1 e preocu¡;nción del hombre hn s ido la de ron1 rolllf lo evo lució n en el 
tiempo de ciertos disposit.ivos o mecun ismos por 1 mam¡mlodos , n co ncordancin con 
normas precstablecidns . J\ilccnnism.o!:I d es te tipo hM sido conocidos desde tiempos 
remotos; ya en e.I código de l·hunurnb i (tLproxim a.d nruent e, 2200 AC) se m ncionnn sis­
temas de regadio utilizados en hl u.ntiglm r-.<1csopotam1n para regar los \l&lles cu lt ivab les 
optimizando el uso de las tigm\s dispon ibles. 

Au n así, el concepto de sis1.cm iu. de control no surge s ino hastn el Siglo XV III , con 
los trabajos de Huggens y Wu.t.t. sobre lu. estabilidad de un s is tema ( reoclo por Wa1.1) 
paro. co ntrolar In velocid tLd en un ingenio de vapor. 8st.os 1rnbnjos fuero n el punto el e 
pa rt ida de una irnpor!.nnt.c y prolfficn invest igación que perdura hMtu nues1,ros días, y 
q ue originada por un problenrn concreto se ha t ra nsfo rmado, con el paso d 1 t. iempo, 
en uan invest igación ubsl.ru.cl.a que, enunciada en nuestro lengunje moderno, consis le 
en el estud io de la est.ab ilidu.d de un osci lado r sometido a perturbaciones . 

Con los trabajos de Huggens y Wat.t se desencadena el es1.udio de una avalan­
cha de s istemas de cent.rol , pero sólo en 1868 J . C . Maxwell' presen tó In primera 
fundament.acióo ma1.emáticu. de un sist.ema de co ntrol , dando inicio a lo que a.hora 
conocemos como Teor íu. Mu.1·,emát.icn. de Control. 

A pesar de est.o, dumnt.e muchos años , inexplicablemeni e, las ideas de Maxwell 
perm anecen ignoradas y no se vuelve a ins isti r en el análisis rn a1emát.ico de sis lemu.s de 
cent.rol . Dura.n i.e est.e período lu.s técnicas empleadas para el estud io de los mecanismos 
de control fueron desarro lladas ptiru. cada caso part icula r , y el diseño d s is temas 
automáticos de cent.rol eru. escncinlment.e un arl e. 

8special mención debemos hucer del esp el.acu lar ava nce, qu en lus dos décadu.s 
previas a la Segunda G uer ra Mu ndi1.d t.uvo el disef10 el sis temas au1o má ticos el con1.rol 
utilizados en la navegación u.éreu y en los procesos químicos indus tri al s . Des1trrollo 
que s61o fue posible grncius u.! not1ible progreso que s imultáneam nt e experimentó Ja 
teoría de circui1 os elecf,rónicos lo q ue 1 entre otrns cosas. perm itió In co nstrucción el 
computado ras a ná.Jog1tS 1 verdu.dcru.s 11lmns de los mecanismos de con! rol. 

Es: solo duran te In Segu nd u G uerrn ri.fo udi nl, que con Is ere i n! c n ccsidnd el e 
s is temn.s n.utomá licos c1Lda vez más so fis ticados y las :tig nciBS d predecir el com­
por1 a miento d inámico de complejos sistemas, c¡u s imcie el d o.rr llo d una 1codn 
sis tem á tica de los mccnn ismos de contro l, lo qu rnp1dement d rí v en cs tubl r 
In Teor ía de Conl rol como u11u ciencia en sf misma , con sus propios fundtun 11 1os1 
m todos, resultados y, por a11pucs10 1 prob lcnH\s . 

Este desar rollo se vo lió1 on un a primera e tapa , d e IR a phCAC'16n de m~1 odos 01> ro~ 

cionnl , conocidos por los rn ut rnú.ti c s desd e los 1111c1os de M s iglo , a los si111emas 

IJ (' ~ l a..o~ ll . "011 go\•crnor11", Proc. Hoynl oc. oí London \'ol Ui (l ?GH), 270·283 
n '"gt"~rno r· m uun pntt c do 1111n 111 c111 h111 po r u1 t"dlo dr 1A nwJ la ''"k>cid M.I dt' 1111 m&qniua AC 

manllrm• aproJCim&dame111 r co m1ln11Lo, n1111 c11 lll prt"'C'll('h' Je.o .. _... ~ 1 u1l111do11 
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d control d ritos nrn.t.omá.t.icamenle por ecuaciones diforencinles lineo.les con un 
mimcro 6nho d varinbles. Esta técnica permite transformar un problemn en 1 do­
mmlo ck-1 llempo en un problema cquivnlent.e en el dominio de In frecu ncitl . Varios 
contt!plos, rcsulLnclos y t.écnicl.LS importo.ni.es para el esrndio y diseilo de s ist.omn.s de 
control fu ron es! u.bl idos ut.iliznndo el o.uó.lis1s eu el dominio de \u fre uencin. Sin 
embargo, los m todos opc.rn ional no basLaron para uabajar con sist.ema.s más com­
pl ~OI. bncumdo n osario que el estudio de tales SISU?Dl8S se reo.Hznrn diroctnm nte 
N1 l'I domlmo el l lie.mpo. 

Para la dC$Cripci6n de s ist mas en el domimo del 1iem1>0 so requiero disponer 
dt mfonnl\Cion que Cllrncteriz n In cstru turn intero.a del sist. ma . 8stt~ clificu ltnd 
condUJO a uHroducir n In teoría de conlrol el concep10 d " 1:11.udo'' , imporLuntc 
uonón qu d minn In 1.corfo de s is temas hnsto. hoy, y qu hnbín. s ido studindn 0 11 el 
mb1lo d(' lns ma.1 mdticu.s por H. Poinco.ré. 

La rormulnclón por Eva.ns en l 948 del método de " Root.-Locus", fu un pus 
d('('L!l\"O <'n cscn dir ción , pue1:1 en lo.ió magisLralrueme los métodos do lUló.lls ia en l 

dom1nt0 dl' In ír u nciu.. y del t iempo. Esln técnica combina.da con lus cu.pucidudcs 
compu1ac1ona.les nct.utdes, ha s ido uno de los más poderosos insLrnmont.01:1 pum In 
aín1 . de sistemas do control lineales. 

Aá b tn 1965 nproximndamento, e l R\l&.nce de In. 1.eorfo esl,uvo conLro.do en uquc-­
llo. 1tmas cuyo modelo mu.temático consiste en una ecuación d iferencial linea l, con 
uo oúmcro flnilo do vo.riabl !'1. Por este motivo, los íuodamentos mo.Lomó.t.icoa rcquori­
d<Mt para trabajar n cst.o. Leorfn se limilnban al o.nü.isis clásico y ni ó.lg brn lineo.\. En 
h~ artuahdad, sin mbu.rgo , los problemas que se cs1é.o abordando 11 ccsil,nn d un 

(u"ne: 90portc mnl mú.t.ico en goomet.rfa, álgebm abs1rac1n y /\nó.li1:1i1:1 funcional. 
Por otrn purt.e, desde los inicios de la teoría de con1rol, se Sl~be c¡uo d mo.nern 

t:tponi.ne.a surgen 11 IR no.~urnlczo sistemas de control que no es posib le modolMlos 
roalcm'-haunente on un nlnu ro finito de variables 

Eato hft mo1.ivndo n los (llLimos "einLe a.ñas, un intenso Lmbnjo el i11vcs1,ignci6n 
Ktbre emns de cont,rol descritos por ecuaciones con varitthl ·8 en un cspncio d 
dJm,.nuón mfiniln1 proforentomonte cspa ios de HdbcrL o de Bnnuch. 

t.. mú IUll ígun mo l,ivución pllrn el cs1udio de si.st.einas con cstndos n un espacio 
dr dtmrmHSn mfini1.u proviene de r nómenos fisicos descri tos mnt. mllt.icnmont por 
CC"UaaOn d1f ren \fllcu parcial s. 

l:oo dr- los j mplos más est.udindos corresponde a le dist. ribución d • te111pcr1Lturns 
n un .S.ltdo conli11uo homogéneo eu unn diruensión El modelo mo.t enut i.lco en csLe 

e cunupond o. lo. cuncióu de difusión 

doode •(~,,), O S e :S: l y t _ O, representa la 1.cmpemt.uru. n lu. pos ición e 
) ,., d 11rmpo t; ¡• es un coc.6 iente y las funciones 11,(t) reprcsentlul ill ncc16n 
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d control Nuestro prob l mn de co111,ro l en cs1,c C&SO ¡>Ucd con ist ir en mruu.cmer In 
tempc.ralurn w((, t) n ulgtín wdor pre-o.signado. 

Los modelos mni.?m(\t.icos de pi·occsos fisicos, b1ológ1cos, cconómi os, etc., son 
s.impli6cac1ones d lu r iliidud . Unu ele las s1mphfi ncioned más co1m'111 es supon r 
que el proceso cst ñ. regido por un principio de cnu.sahdad, to es, qu 1 indo 
fu turo es de1.e.rminad únic1lmen1.e por el presenw e andep nd1en1 e del pu.sndo. Sm 
embargo, un ami.lisis mils cuid(ld08U nos llavn n conchur qu po.rn muchos pr eso.• 
cstn nprox1mación es insufici nt.e. 

Sólo parn ilus1 ro.r esl.11 idon con uml ailllnc.ión muy simple, m n Ion mos qu 
l<olccki (16) ob1u"o como lllodclo poro lns ' 'urh\Ciones de c:a.pnnJ J< (t) n unn indua­
trio In ecuaoón 

.'.!_!((t) = n 1<(1) + b K(t - h) + < u(r) 
d i 

donde o.b y e son const.an!.es y ol r l nrdo h >O rc¡>resenia el ti mpo 1.rn.ns urrido 
cntr el momcn1.o en que se 1.01mt ln de isi n d~ 111\•er11r y el instant e de \lb rar 1 
cnpiutl El probl mn el e co111,rol es tilconznr un d 1 rminado nivel K11 do cn pi1 n.I n 
un mtcn lo lti.1 1 + 11) . 

Eu los ejemplos, co111 0 011 muchos otros problemas concrc1.os 1 poaibl , a Lro.\• 
de una trau.sformnción de vlll'illblo, re- scribir el mod lo como unn unción dif rencioJ 

·"'(1) = A.r(I) + 8u(I) (1.1 ) 

dond la\'lt.riabl r( l) , q11 rep rcsc11! n"l ~tndodl sistcma nel timpo t , prtn e 
n un pac10 de Bflnoch X y 11 (1), qu indi n In acctón d co111 rol, p r1 •11 
B uu H"pocta de Bano.(;h U y, LClnt A como 8 son o¡>crndor s !in al , en 
g ncrnl no acote.dos. Est.os ::1h:1Lon1tl8 los d nomi11n.r mos d~ t n u idos, en oposici n n 
la l nninologfft d s1s10111 M co ri c 111.mdos que se ut1Uza para los sis1 mns con s!Bdo 
en cspnoos d(' duu nsión fl ni l.l\. 

En cl pruu r c1LSO 111mdo1mdo tul! rlorm nt , correspondi 111. 1tl 0 111 rol d t. m-
pcn~tura, el ~tt1.do .t(t) es In función de tc.mpenuura w(·, t) , 11 1 cspncio 
X .• L1 ((0, l)) y 1 OJ) rnclo r /\ se el fine por Jo xprcsión 

D' 
Aw(C t ) • µ IJ(2 w{(, 1) 

El cspano dC' com rol U orrcsponcl c n ll"' y el O¡M!rador B quedo dcfimdo por 

/Ju = f>,(Ou, 

'"' 
TlUlto 1 esp11c-io el es111do X como el de com roles U _. C!IC'Og •11 cons1d ro.ndo 

lAnlO upcclos prácticos com t ricos, los cual se pK"Cl.AJ'"ÚI J>08ICnorme11 • En 
l& segwld uuac16n roneidcrndn, suele cscog rsc como ~('to d todo X :• n 
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L'(( h.O)J El Indo x(I) :• (1{(1), /(,), dond• "" "'l rosc111n In "hi,.oriu" dt' 
h antts de t d11mn1c un inlcrvnlo de tH.'mpo de long11ud 11 ( s decir, K, (O) 
/\ (1+1) h S. O S. O), )' 1 operador A 5" dofin• por 

A(<p(O) ,'P) • (o<p{O) + I>,>{ h) ') 

En 1 C'MO, <'I pn i ele · nt.r le~ U :- n y el operador 

N•&Ur lmcnw también cx isl n ¡>r cesos qur lo pueden dl.'s rlbirsc fi trnv s dr 
rcu "'°" d1f('rcn 1olcs de scguudo ord n dt'l l tpo 

x "(t) = Ar{I).,. Bu(I) 

Co t)' mplo bu.' n 0 11 cido t(ln mos lu unción de- onda 

con cond1r1011 1111C'rnlcs y de borde npropmdas 
U ll'OriA m1d6, como es mu uro.1 , con el CSlUd10 d(' los sis1cmM el scrltos por unn 

... , u n d1f rrncittl de> primer rdcn, 1>cro r 1en1c10 0 1c se hun com nzndo a U1\'Ctf.­

t1gar d mM 1unpllua do i;istemns, llcgá.nd05e incluso a rtlgun s aistcmns el finidos 
por «U.M"1on 1111C'gro-difcrondolcs de Voherra-St1 hJ 

Eo d c:MO 1mrlk11lar el los sist mns de control dCIC'nl s l)OT cun Iones diícren­
cl&lei dt pnmrr ordci1, oni lnu1lndo con IM ideas de Fat i.un ni [SJ, 1 princlpnl 11111tru 
ml'nlo m 1,.anft11co 11Hll:mdo hn sido In 1corío de aem1grupos fucrlcmcntr cout inunft dr 
optotadomt 1guif:'nd un curso po..rnl lo o lo Leorf en dun nslón finito., In tcorh\ dt• 
coaool m dimensión lnflidt l\ se ha d~rroll do ráp1damC'ntc, rs1nblC>c1óndo:i<· t()ntO 

una 1 ria a.btUrncll\ en spncios arb1trnr1os, que mduyc un grlrn núm ~ro d<' rw 
ptt'l.6 Además 1od s los conccpt de la Leoría n dimensi n finí1n pueden •r 
t~ ('n d11ncnsl611 infinit o., rcqum ndOM' m ('.mba..rgo d hipótesis ndldonn.I< 

PM la. gl n ra.h7.t\C'lóu de lo. mn rCn de los r uh dos 
l."J.\J.almtnl , s lo descri pción d1nám1ca ( 1 l) ac agregan v(l.r\nbles ob · rvnda.s v(·). 

prr1f'OrC"1 n14."S a un cspo io Y, y \'1\fl bl de conuol :(·), en un SJ>llCIO 7., 
n..d al cs1nd x( ·) por ctlll\t1oncs del opo 

~(1)-Cr{I), 

={1) - Dx{t), 

doadr C \' Y y 0 X Z 900 O¡>cr&dores 

{l 2) 

(1.3) 



262 

En sistcmf\S dis1ribuidos cst.o es cspccialmenlc un1>0r1ruH<>. yn que 1>or 1> n •neccr 
el estado z o uo espncio de dimensión infinita , no es pos1bl C:6pemr obhcr\lttrlo o 
ontrolarlo dirccuun 111.e. 

El objeto de este 1 robnjo es prcsentllí los resultados cscncittles reJnt.ivos n.1 J)ro­
blemn de estabilidad nsintót.icn parn sis t, mas lineales imw11u1LeS, in luy ndo des<I 
los sisl mas de dim n ión finita hust:n sis temas descritos por ecuaciones di f. ren lale:s 
pnrcilllcs con retArdo fin it.o. Pnm munt:cncr el te.\'.IO n una ex·1ensión r8..7,011nblc1 omi~ 

tiremos el problemo de est.nbilidod en 1.érminos de hl salids observadn y( ·), conocid<>tt 
como problc.mu de compensación cst.ó.t,icn y diuám1ca, y cl probl me rclot1,10 n con­
seguir que In \Wi11.bl cont.rolndn z{ ·) t. iendn n un valor de refo.renci o. , conocido como 
problc.rnn dcl regulador , los cunles se pueden es1udiar con lo.s t.&c:nicas que s desR­
rrollantn. El ll'CIOr intcresndo pucd cons ultar las referencias indicadas en lfonrfqu z 
¡121. 

2 S i-t m a de contro l d e pará m etro ence nt r ados. 

Ente:ndercmos por sistcmu do co 11 trol de parámelros conoom rados o de dim ns1ón 
finun un !i.s1cm1t. cuyo mod lo mtltcmát.ico pued describirse media.n1c una un ión 
difor ntial hnea.l 

x '(t) = Ax(t ) + 8u (t), (2. 1) 

e.o In cuaJ .r(t) e €" r ¡> rcsoniu el cs tndo d 1 s ist.cma; u(t) E C"' r pr nin el 
com rol y 1an10 A como J3 son 1nut. r ic~ de dimens1oncs apropittd f\S . 

ConStde:rc1nos ini ln.lmen1.e un sisL mo. no comrolodo, es10 es un s1s1 mn cuy1t 

C\'O)ue1611 se dcscnbc por \u ecuución di ferencial 

X '(t) = Az(t) (2.2) 

i f>MI\ t iz O es!e sist. mn es l\cvudo n un eslado x(O) = .r0, el comport.am1en1 0 
íuluro d 1 sl.5l~me se dcj rmi un por lu solución ele In ccueoón di f r ncinJ ('2 .2) , que 
comosalx-:mos 

x(I) = eA 1xo, t E ll 

El problema de In s1 nbi\idnd d 1 sis tema ('2.2) colWSle u dc1e rm i11ar bajo qué 
cond1t1onct: la *Olud n :c(I) convergen cero cuando t - · + . El s1g111 ni rC11uh 1.tdo 
(Hm1ch y Smalo (ISJ) bi n conocido . 

T oremn 2. l en ;1 una nwt.r1 z rt.:111 u <"tm1plc-1a de. n n Entonce.., la..1 s1g111cnl c.'f 
mnd1r1011cc. ~on cqv111alc11t c.~: 

(o) 1...4 (ofunón :z:( t) - 0, 1 - · , 1mm todo .ro E C ,, 

(b) Lo~ 1'0lart.' propw.' de A 1.1wt: 11 parle rrol ncqolu'O 



(e) fn•tcn ron-donlr_. M ~ 1 y w <O tal que '",u ~ .\f i::'" 1 , t ~ O 

(d) Poro ruolqu1cr matn.: auto-nd1urita definido po..'tlt•'>fl Q In ftunr1ór1 

J\ "P+PA --Q 

lltnc una úmro .!Olur 16r1 P a11to-ad1unla 1J dcfimdo po.<trlwn . 
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(2.3) 

dtduC"t' de C8te rcsulrndo que pn.rn estos 1.!ncm la labilidad nsinl t.iru es u1rn 

propt('(ftd de I" mn1ni A y no ele cuda solución p&rundu Es10 motivo. In sigui •nLc 
ddiwn6n, n Is cual , nsl como en todo el d a.rroUo qu sigue, utilizamos el t.érmino 
t'9lab1bd1d par" rcf rlrnos n t abilidnd nsmtóllca 

O ftnidón 2. 1 Una mahu A Jie llama e table 1 l-enfica !'un./qmcrY1 de las cond1· 

"º"" · ""' ttorcma prcr.cdcmte. 

Eo la 1roria que prcscntMcm s a contmuac16n el OODJunto de los valores proptm 
clr ,'4 twnc uno figurad n r lcvontc. Este conJUDlo llamo espect.ro dC' A y Jo 
drnot..n-tnOI por a(A). A vcces1 sin peligro de coohw6o, modificar 111 s 1 vcmcnt 

I• nol.at"1ón y a(/\ ) será unn u-tupln formada por los \'a.lores propios de A repetidos 
""«"" u muh•plit •d11d. S 11 •(A) :• sup(R<{~) ~ E a(A)} . Gnt.onccs, de 1 
propll'dadca de IM norm1.UJ en matrices, se obl1 ne la sagu1<>ntC' igualdad <1uc l'Clllcionn 
k>I '.Jo'" propioe d A cou lo. onst.a.nlc w del Toorema 2.1 

Propo iclón 2. 1 En las corHt1r1oucs preccdenJe., s(A). hm In llcA'U 
,_ 1 

1( \) uilont"t'. crr.~ re una. constante Al ~ 1 tal qu<" ll'"'ll S /11 e¡.,¡', 
1~0 

1/ .H l.J 

vam todo 

W('('\IM'"tón matricial (2.3), conocidn como ecuación d Linpun v, es poco util1zad11 
pata \""'1.ÍIC&f Ja rnbilidnd el unn mntnz pe.ro t1ent?- gran 11nport.1lncln e n cpt.uol C'n 
relad6a n problemas de optimizoción 

Rdomtmos &.l sistcmn cont.rolndo {2 1 ). El ob1em"O d la cxist. ncia de control 
m~JOHr el C'Ompor1nrn lon1. del sistema Por lo uuuo. ("n rclnción ron el problcmu df' 

••blbd&d. podemos csp ru.r que on unn eleccwSn ad~&do de 11• función de control 
• wa '"m• mcsts.blc se transforme en uno table 

COOMdt"Bndo lo hu portnncil\ de los controles ttalnn<.'ntndos1 sup ngumos que 
un conlrol 11(-} de In forma u(t) • f".r (I) v(t} 1 po.ru cicrt 1t nHLtnz F 

or*o m n y unn función de control admblbl" 11(·) Re mplnznnd C'n (2 1) 
obt.lf'O(ltD(J rl 11gnil'1\lc s ls tcmn de control 

z'(t) - {A + 8 F )z{t) + B<(t ), {2 4) 

lo qair moc.n-a h' slgmcme defink.160 



De finic ión '2 .2 El sist.enw (!l. 1} .~e il11ma eslahrlt.:.ablt! H en.si~ una maln.: F t.al 
que J1 + 8 F es estnbll!. . 

Pa.rn carnc1e.riza_r los sist,cmns cs l,nbiliznbles introduciremos 1 noción de control"'" 
bilidad, que es uno de los conceptos fundo.mt"ntales d In t00ria. 

Defin ic ión 2 .3 El .111stcma de control (2. 1) e llama controlahl.e .<;1 paro Lodo pnr d 
estados ::ro, z1 E €" u 1mm t.odo par de tiempos t-o < 11 < 1 cnste una fun ción de 
control adm1 1bl.e 11( ·) definida en lt.o, td que lmn.s/icrt. el estado x 0 an el tiempo 
l o , al e.fiado z1 en el l.icm7io 1.1 . 

Considerando como cont.rolelJ l\dmisib les u funciones al menos intcgrnb lcs, In soluc1611 
{2. l ) se expresa por In fórmula de vnri ncíón de consta.Oles 

de lo que se deduce que el sis l.enm (2.1) es controlabl s i, y sohunente ai, In npli ación 
r de l 1((to, t 1); €"') en C" defin idn por 

es epiycctiva. 
n problema relncionndo con In cont.rolnbilidud y la enabilidod es corlo Ido como 

problema de reubica ión de polos (como también se denomina los vnlores propios 
de lo. matriz del sist. mn) . 

Dc.finici6o 2.4 ¡.; ¡ srsl.cmn. de. co 11lrol (2 . 1} uenficn la proprulod ti c. rcub1coc1ór1 d 
polos si pam lodo A d:" c:i;i.~t. e P tnl que o( A + BF) = J\ 

tihzando un poco de ó.lgcbrn lineal y lus propiedades de In nrntrli. x¡>on nchtl, 
KaJman. Haurns y Wo nlrnm consigui ron rclncionnr estos concept.os (ver Wonhn.m 
127)). En 1 .sigui nt rcault.ndo h · mos resumido los pnncipaJes rcla.ciones cntr ellos. 

T o r UH \ 2.2 Consrdcrcnsc las .'1"igu1cnte.s ofirmac1onu : 

{o) El .:u.slcm.a (2. 1) es controlable; 

(b) p(B. AB, · ·, A"- 113] = ,, ,. 

(e) p(M - .-1 , BI= ,, , pnm loclu >. e a: ; 

(d) El <L.41Cmo (2. 1) 11cnjico /n propiedad de reuó1cnc1tin d< polln1; 

(•) p(M - JI BI • '" ¡mm t.odo >. E f' , Ro(>.) <: O, 
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(I} i·1 "''""" (t J) •• e.<tabollzablc. 

fnlon .,, (•) <> (b) <> {<) <> (d) <> (•) <> (/). 

fA decir. todo 11u1tenrn controla ble es cstab1hzable Pucd 1 ambi n corac1 crizursc lo 
111tabibubilidMI ut11lzando lo ecuación (2.3), o mis preclSa.JUent.e, en t.énnh10 d una 
1,.0,.rahaac1ón de ella dru10milrndn ecuación a.Jgebra.ica de rueca.ti. En csio texto no 
dflllll0llarrm08 l'titC 1nétodo ya qu cstumos interesados en result ados gencraliztlblcs 
~ de Banac.b. Obscrvcsc tambón que la.s coodu:'lones (e) y (e) son de tipo 

f"lpt'l'Ual, >"ª qu es evldcnt.e que nmbo.s se rna.nuencn pars 1odo .>. que no es valor 
proptO dt' A y. por tnnt.o, pllra tlplicar el teorema 961o nccesirnmos voriíicnrlns pnrn 
1 \a)ono.9 propios de A . Est tipo de condiciones aerán las qu podemos g ncrnlizn.r 
pal• l~IUM dlst ribuld 8. 

3 m igrupos fue r tem e n te continuos. 

Como hemos mencionado n In introducc16n, eJ con pto fu ndtu:nent.o.l paro studín.r 
1nnaa de control dlsl,rlbuidos es In noción d sem1grupo d op ro.dores. Por este 

moh\'O dtd1c&.mos 1.1\ sección a presentar los ISp<!ClOS (.'.:!;(!ndolcs ele In 1.eorfn de sc-­
mi¡rupc11 La rnayorfo. do los resultados 111clu1dos se encucn1.mn en Nog 1 [201 o PI.U 

1n1 
Ea f'!lt.1.1. ""«Ión e 1110 tnmbi 11 en lo.s s1gm otcs denotaremos por X u. un pne:10 

d Oaa.ach. ron normn 11 · ll y por C(X) ftl CS"puK> dl' los 01>erndor s lin oles n oLndos 
M .\ f1l \' dotado 11 h~ uormu. de operadores Otru 0011.\.don s son los usuu.1 sen 
lt'Ofla, d optrAdores. En pnrticul1u, rcpr ntaremor por X' • C(X,lf') ul 8pllcio 
d..J d• \ y 11 A : D(A) >;; X X es un operador hneal d not.nr mos por p(A), 
Ua.madot"OnJunto resolv ni.o de A , a l COOJUnto formado por los núm roa). e U) tn.l que 
\1 - -t ttcne IO\fCr8& en C(X). En est aso, R(..\, A) = (,,\/ - A)- 1 se 111\mll op rndor 
r 1" dt A Además, 1 conjunto a(..\)• C \ p(A.) se lhmrn csp ctro do A . Unn 
p..rt"' drl r.oiprc:1ro está íormndn por los \'1\.lorcs propios de A . Esl. conj unto se llcuno. 

ptictro puotua.l de A y lo dcnotn.rcmos 1>0r o,(A). fmalmente, utilizaremos 'R. po.rn 
md.1i., la imagen dC' 11n op rndor. 

O 6nte16n 3.1 llo111a1-c11w.• scm1grupo fucrlcmcnk mnl11uw de ovcmc/cm;it lmcolt 
... o1. (ahrc1•1a.do, .'fem19ru1>0 ) en X o uno opl1coc1ón T : jO, + ) - · C{X) que 
'4tL• ~ ' hu 'r9u1cntc., corld1r-wnc3: 

(•) Tlr + •) • T(1)0T(a), pam lodo 1,• ~O; 

lb) T(O) • 1 

(e) IA jt.n~tón 1 · 'f(l ):r. c., contmu.o, poro cada z e X . 
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Pn.m relacionar con lo so ción 1lnt.orlo r obsl!n-cmos qu s1 X un ~ ¡>nc.10 normtldo 
de dí.mcnsióll finirn y A .· X - • X uno nplkac:ión lmco.J. ctUo nccs T(I} :• e"' 
un scmlgrupo fuen mcnt.o cont,inuo. 

Propos ic.ión 3. 1 Si {T(t.) : t. 2: O} es un scnugrupo tnlon,(C..l, aa.stc-n r.onstar1' c_, 

M 2: l y E 11 l.nl qu e JIT(t.)JI $ M e"', 1 2: O. 

En el res10 de esl,n sección supond remos que cl semigrupo T y las consl flntes M y 
w" rifican lo desigu11ldnd unl.erior . El semigrn po T se Jl&mn uniforru ment n.cotodo 
si es posible C"SCOgcr w = O y cont.rncti vo si es posible escoger w = O y M = l. Es1n 

¡>ro ¡>icdnd ju.s1ifica lu sigu ic nt.e de finic ión . 

De fin ición 3.2 Llonw.rcnws Upo (n constante de crec1m1enlo} del sem.igrupo T(-) o 

In con Ion/e definido ¡>or wo(T) = lim In JIT( tJll, 
1-+ ' 

Se deduce de In Proposición 3.1 que - :S: wo(T) < + y de la definición 
anterior sigue que pa ro t.odo w > wo(T) existe una consllllll M pnrn In uR.I se 
satisface In. desiguald nd indictld u. de lu. Pro posi ión 3 .1. 

Definic ión 3 .3 Se llnmn. f¡enemdor ill/irul.esrnrn/ de un cmr.gnipo {T(t) : t ~ O) al 
operador ;t : D(A) - X definid o medrnnle la expresión 

ll x = lim T( t )z - 7 

r-o... t 

en l.odos aquellos efcm.enl.08 :e E X donde el lim1le ex1.1k 

A dif re.ocia de lo cfect.uudo en lu. sección 2, en el desarrollo qu sigue dcno t nr mos 
por A n un operador linenl usunlmente no acotado. Algunas propiedndes del gen rndor 
infi.111Lcs1maJ son las siguient.es: 

Propos ició n 3 .2 Sen 7'(-) rm scm:igrupo en X con gen.crodar mfi111tc.t11no/ A t.nl 
que ft7'(t) ft :S ¡\/ e..11 , I ~ O. E1llrmr.e.'l: 

(n) El aperador A es /1.11.enl, r;e1·rndo y ,\U domm10 D(;I) es denso cm X . 

(b) 1 z. e D(A) entonces la funció11 7"(1)x es conlmuam.c:nt e dcn11(Jblc parn t. ~ O, 
T(t)z E D(A) 11 

tlT( t )z 
- rl-t - = AT(t)z = T(t)Az 

(e) t Re(.\)> w entonces). E p(A), 

11(>., A)x = r. .-"r(t)zdl , re X 

,1/ 
llR(.I, A)il $ Re(.\)-_ 
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~ Propoidclón 3.2 pod mos reinlcrpr tarta eo térmmos de ecuncion di fe rencin­
k'll U&mattmOI problom l\ do Cnuchy nbstrncto al problema de v1.tlores in iciales 

% '( t ) • AL(t ), 1 ~ O, r(O) =ro, (3.1) 

dondt' .r(l) e De In Proposición 3.2 parte {b) , se dedu que si A es el gonerndor 
lnfio.ilf!UmA.I de un 8Cmigrupo T(·) en X y .ro E D(A), entonces ill función 
.r(I) • T(t).ro es unn solución del problema (3.1). Puede mos1rnrso t.ftmbién qu esta 

i. úo,.. aolucióu de (3. 1). 
C«wdt'n:.mos nhorn el ¡>rob! mn de Cauchy no homogéneo 

r '( t) • Ax(t) + / (1) , t ~O, r(O) = ro, (J.2) 

r(t) e X y f es unn íun ión d ¡o, ) en X 

Propo.klóo 3.3 t lo f101.cHfo f : IO, + ) - X es contú111 amerlle derumble y 

"• O(A) cntonce1 lo ftm ció11 

x(t) • T(t)•o +J.' T(I - •)/(J}d• (3.3) 

r.• &. 11ri1t"O -~Olut1ó11 dd ¡11'oblcma (8.2) . 

Como 1 miembro derecho do {3.3) C:SL bien dc6mdo aun cuu.ndo zo r/. D(A) y 
/ no_... con1munm nt.o deri vnble, es más írecucn1e u1ilizar el siguiente conce pLo de 
IOlun6a 

0 6old6n 3.4 t / : [O, ) - X e~ una /unción loarimcnl.c 1.111.t:.!Jrriblc // ..co e X, 
1• llttnto .1.0/11("1Ón drfb1/ de (:J.H) a lo función definida en (3.,'1). 

El ptobt ma do In st,abH\dnd n.sinL6t1co. en espacios de 811no. h ~8 mM complico.do 
qUf' m dpaCIOd d d!mousi6n finito. , yn que o cs&e ca.so surg n varios conc pLos no 
tqtU\aln:ll.c"S de csLabilldncl 1 los cuales son uliliudos a m nudo. Los principo.I de 

..a '°9 s1guio111 cs. 

O Baldón 3.5 Un ,.,1mugru110 T(.) en X ~e llama 

(•) L"mfonn<mcutc <.•tr.ble ., llT(t)ll O, 1 - + 

(b) F a1<mrnfc c~table .H T(t).t: - O, t - + . prorn lodo X e X . 

(e) l>r.,1Jmcnlr t.Atnblc ,.,, < x', T(t)z >- O. I - + , prm1 todo x e X y Lodo ,. \ ' 
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Se puedo "erifitllf fd ilm nl qu (• ) => (6) => (e) l' qu 
débil1Dente estable es uniform mcnt.e o otado. Adcn.1 , t 11 

grupos son d iforentes, lo que ilusLroromos pos1cnonncn1e: " tr ,1 d cj mplos. Ma 
numerosos unbajos dedicodos n esl.udinr la cstab1lidad de sc.m1gni¡>os. 811 lo mayorín 
de el.los se busca re.la ionar alg\m concepto de cs1sb1bdn.d con unn propicdod pcctrlll 
del generador infini1 esinrn.I del semigrupo. o pret.cndcmos luu:u uno lísrn xhnusli\11\ 
de rcfor ocios. M ncionemos sohunent c¡u p&.n\ f\Spectos g n n.\les pued onsullnrso 
Nagcl [20J y Pritcbard y Znbczyk [231, resultados específicos pn.ra. semigTUpos positivos 
se encucmnu1 en Nngcl \20], Cloment. y Hcijmans IS) y Arendt (IJ y paro e.st.abilldad 
íuertc puede consull.arse BaJ,t.y y P hóng j3J y sus reforcncio.s. 

En nuest ro trabajo cst.nntos especiuhnentc interesa.dos en 1 conc pto d estabilidad 
unlform . La. siguiente cn.rncterizlldón (Ontko fi l) es íundo..ment.n.I. 

Propo5i ión 3.4 co T(·) rm. ,,cmi!Jru¡10 t n X Enlonct!s T es 1.m1fon111:mcrilc 
eJlablt! .H . y <10lomcnl,c ·'' • wo(?') < O. 

Esta carac1criz.B.Ción t.icnc el i11co1wnnicnLc que rcqui re est imar el tipo do.I ml­
grupo pero usualm nt.c solo so t.ienc infonunción sobre cl g n rndor in6ni1 hnnJ 
A Comparando con el dcsurrollo cfcc1 undo parn mntnccs csp ri.uuos pod r retln­
c1onar In estab1l.idn.d del s migrupo con el cs¡>cctro d ;t. Con est objeto de11-
nlmoo <(JI ) o= sup{ /le(A) ,\ - u(A)} . Oc In Pro po51c1ó n 3.2{c) se dcdu que 
s(A) S. w0(T). Si, 11d omo ocurro pnrn In mnt riz exponencial , se mont.uvi ru In igual· 
dad s ( ..t ) = 0(T ) c.nt.onc-cs puru concluir lo es1obllidod uniforme d 1 scmigruJ>O T 
bastarla \-Cnficar q ue -'(JI) < O. Sin embnrgo, In igualdad am erior no vil.lid 
goneml P""' scmigTupos (Z11b zyk j29J). Es1<> 11 ,.ó n 'l'hggill.lli [26J n introdu Ir lo 
aigu1cm c clll5C: de scmlgrupos. 

O o.6nic i6 n 3.6 Drrcmos que rm s m1grupo T (·) 1•c.n/itn l.n Co11drcufo de Crcr1· 
mic.nto E..•p«lrol Dc.tcnn.inn<lo ( DG'A ) M ool In igualdad (A)= w0(T). 

Aíonuoadament. Jo nmyodn d Jos scmigrupos qu surg n n IM Bpli ncloncs 
\"CllfiOUl S OGA. Tant ¡)(u·n p r •ci:mr un poco la a6nnac16 11 como paro. nu l rOIJ 

obj ll \"08 futuros, introducir mas 11lgunas cln.scs particulares de scmigrupos. 

O e8nición 3 . 7 co T un .se111i9ruvo fucrtr.mr:.nte continuo en X 

(n) El •cm1grvpo r .fC llrmrn 1m1/ormemr:.ntc continuo poro J > 1) $ 1 lo /tlflf'IÓll T(-) 
a c:onlmu.o en In normn ele opcmdore5 poro t > a 

(b) El~ ·mtgrupo T .~e llomtt r:om11arto 1H1m t > a s i lf» opcro.d'1rc.1 T (t ), 1 > a, ~uri 

comporta !/ 7' "'e llamn rom1m,.to _, , lo e.T para t > O 

Es f cil \'mlficar qu 1.odo s migrupo com¡>nclo ~ ' > a es uniíorm mcnt, 
con11ouo ptUll I > o. De mrw c.m similar, loe: sermgrupos d1í~c1"'bl , o pn.rt1culn.r 
los holomo rfos, aon unlform monLc ontinuos p!U'l' aJgUo o > O. La. rcl11CJón d cs1,oa 

conccp109 con cl p roblcmo el CSI nb11idnd «' rcsumr f'D d .IJ&Uirn1 ulLn.do 



269 

Prop klón 3.5 1 1m !101111gn1po a un1/onucmcn1C contmuo ¡mm l > n enton r.es 

"' "~"' lo DCA . 

Le. ·mlg.rupos compnotos Licn n p ropiedades ad1c:ionalcs muy importantes e n 
rtil.c'6a con lft es1nbilldocl. A coni.lnunción mencionamos .Ugunns do oll n.s. 

Propo.1clón 3.0 Sea 7' un ·"em19n1po compacto con gcncmdor 111finit.esimnl 1\. 611· 
l1mtr~ •C l'C'n jico11 fa; .Tl!JUiCrllCS /}ro¡H cdadeir: 

(>) fil o/IC'°dor /!(A, A) es r.om¡mcto, paro todo A e p(..t) . 

(e) t T cf d(lnlmcnt t: a:ftabfo e11lonce& T C-'! umformcmcnfr: a..'l f.ablc. 

p.,. dr6nl r con1,rolcs ro1tllm nt.ndos se.r6. fu.odame:n1aJ pert.urbn.r el generador in-
6rult"&.maJ de un scm igrupo. El sigui nlc resultado establece que esto es pos ible. 

Propotklón 3.7 Sr 7' es 1m Bemigrupo con generador rnjinitesimál A y D E .C(X ) 
cnlcmtt-~ A+ D fM el generado,. ir1fimtes1mn/ de un $etm9rupo fu erlcm cute contmuo 
en.\· 

A coo1muAcJón ilus i.mromos estos concep1os con dos jernplos direcl.tlment.c r In· 
cioc.wlm con OuC81 ros objetivos do cslnbiliznción de sas1.emas dcl:lcritos 1>o r ccu1lcioncs 
thfrn11oa.I01 func.lonalCH. 

EJ.oniplo 3 . 1 Sea X ol ospnclo Li'(ll} , 1 < p < y T {r) el opcrndor defin ido por 

T(t)JW := J(( + 1) , J e l'(ll). 

E:ntcmc'CW T un 1um1igrupo fuort mo.nt con1inuo en X, conocido como scmigrupo 
d .. •1..WOOne1. Adcml'U:t, '!' .a d bilment estable pero no e.s fucrt.cmcnt.o est.nbl . 
Ea o , ., / E U'(Dl) 011to11 tQS llT( t)f ll, = 1/ (( + t.)11,, = 111111, de modo c¡uc 
r ,111 DO tom"t.rgc (l coro cunndo L - • Se deduce también do In iguoJclnd anterior 
tl'M T(l )I • 1, pn.rn t,odo t ~ O. Sin mbn.rgo , T es d b il rn ent.c cst.nblo1 ytl qu si 
li E v• • L'(fl) , con q uxpon nt. conjugado de. p, e.monees< 't( t)f , 9 >-· O, l.-· 
to tJc.c:10, ricJI V rificn r que CS S\lfi icnLC most rar est.8 propícdt1d CUlLll dO j y g 
PfCI~ • ubtotlj\mlos d nM.>S de [)'(ll) y L•( R ), respe t.lwunont.c. Si eHcog mas 
I )" f CIDCDO hrncioncs contlnuM con soport compac10, lo afirmn Ión es cons cuc.nclo. 

l 1 ana d~ convcrg 11 in domiund n de Lcbcsgu . 
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Ejemp lo 3.2 Sea X un espacio de Hil bert separab le con base ortonormal {en : n E 
DV}. Sea (>.n)n una sucesión de números complejos y definamos el operador A por 

en el dominio 

~ 

Ax= L ,\n < x,en > en 
n = l 

D(A) = {x E X> f: l-' .. 12 1<x,en>12 < oo ). 
n= I 

Si SU PneN Re(>. 11 ) < oo ent.onces A genera un semigrupo fuertemente continuo T 
definido por 

T(t)x = f. eA .. i < x , en > e". 
n=I 

Si SUPneN Re(>.n) < O entonces Tes uniformemente estable. Sin embargo, en el caso 
en que cada Re(>. 11 ) < O, n E IN , y sup,,eN Re(>.n) = O entonces Tes fuertement.e 
estable pero no uniformemente est.able. Por otra parte , s i Re( .>.n) - -oo, n - oo, 
entonces Tes un semigrupo compacto y si A,, son números reales entonces Tes auto. 
adjunto. 

Un caso particular de este ejemplo se obtiene en el espacio X = L2([0 , 11']) pa.ra. el 
operador A definid o por 

AJ({)>=/"(<) 

con dominjo 

D (A) ={!E L2([0,•)) >/" E L2([0,•)) , / (O)=/(•)= O} . 

Es bien conocido que A t.iene sólo espectro puntual, los valores propios son - n 2 , n E 
IN, con vectores propios normaliza.dos z11 (~) = (2/11') 112 sin (nO. El co!junto {zn: n E 

IN} es una base ortonormal de X y si f E D(A) entonces AJ= - Ln2 < / , Zn > Zn · 
n = I 

De la.s observaciones previas deducimos que A genera un semigrupo compacto, auto­
adjunto y unifo rmement.e estable. 

Comparando con el concepto de estabilización introducido en la sección anterior 
para sistemas concentrados, podemos esperar que si un semigrupo T con genera· 
dar infinitesimal A no es estable, es posible que exista un operador lineal acotado 
D tal que el semigrupo generado por A + D sea estable. El siguiente Teorema 
(Henríquez [13J), que ext iende un resul tado previo de Gibson [9] establece que pa.ra 
sist.ema.s distribuidos la est.a.bilización es difícil de conseguir. 

Teore ma 3.1 Sea T un semigrupo débilmente estable con generador infinitesimal 
A y sea D un opero.dar lineal compacto. Si el semigropo S generado por A + D 
es uniformemente estable entonces T también es uniformemente estable. 
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Para nuestros fines de estabilización , la forma negativa del resultado anterior es 
más significativa. Es decir, si un semigrupo débilmente estable no es uniformemente 
estable entonces es imposible que el semigrupo generado por A+ D, con D compacto, 
sea uniformemente estable. 

Para el desarrollo que efect.uaremos posteriormente ciert.as formas especiales de 
semigrupos nos serán de gran utilidad. 

Si X1 y X 2 son espacios de Banach entonces el producto X= X 1 x X2 es un 
espacio de Banach. Si Au: D(A 1 ) - X 1 y A22: D(A22) - X2 son generadores 
infinitesimales de los semigrupos T1 y T2 , respectivamente, y A12: X2 - X 1 y 
A21 : X 1 - X2 son operadores lineales continuos, entonces el operador A : D(A} ~ 
X_. X con dominio D(A) = D(Au) x D(A22 ) y definido por la expresión 

es el generador infinitesimal de un semigrupo T en X. Cuando el operador A tiene 
forma triangular, es decir A12 =O o A2t =O, entonces es posible obtener buenas 
estimaciones para el t.ipo del semigrupo T. 

Proposición 3.8 Si A11 y Ai2 son generadores infinitesimales de los scmigrupos 
Ti y T2, respectivamente, y si Ai 1 : X 1 - X 2 es un operador lineal acotado, 

entonces d operador lineal A = [ ~~: ~22 l es el generador infinitesimal de 

un semigmpo T en X . Además wo(T) = m.ax{wo(T¡) , wo(T2)} 

~,(t ) l 
donde T21(t.) es el operador definido p01· la expre.sión 

La demostración de este resulta.do se encuentra en Schumacher [24]. 
Una situación muy frecuente es el problema inverso, es decir, disponer de un semi­

grupo T definido en X y con generador infinitesimal A y buscar una representación 
de A en forma. t.riángula.r. Con este objeto introduciremos la siguiente definición. 

Definición 3.8 Un subespacio vectorial cerrado V de X se llama invariante ba30 
T so T (t)(V) \; V, para todo t ~ O. 

En este caso, S(t) = T(t)lv define un semigrupo en V con generador infinitesimal 
A definido en D(A) = D(A) n V por Ax= Ax. Nat,uralmente el operador A lo 
denotaremos por A 1 v. 
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Supo ngamos que es posible descomponer el espectro de A en dos conjuntos 
disjuntos a 1 y a 2 de forma tal que 11 1 está contenido en el int.erior de una curva 
cerrada , simple y rect ificable r mientras que u2 esta contenido en el exterior de r . 

En este caso podemos definir el operador lineal acot.ado 

P := _!__, { R (.1 , A)d.\. 
27ri Ír 

La demostración de las siguientes pro piedades está en Ka to [17]. 

(a ) La aplicación P es una proyección en X que conmuta con T(t) y con A, es 
decir PD(A) >;; D(A ) y A Px = P Ax, para todo x E D(A). 

(b) Si X 1 := R(P) y X2 := R(/ - P) entonces X = X 1 El) X2 es una descom­
posición topológica de X en espacios invari antes bajo T. 

(e) Si T¡ := T lx; y A¡ es el generador infinitesimal de T¡, i = 1, 2, entonces 
u(A 1) = u 1 y u( A2) = u, . 

(d) El operador A 1 es lineal acot.ado1 D(A 1) = X 1 y T1(t) = e A it. 

4 Sis t emas dis tribuidos. 

Los sist.emas de control bajo consideración serán aquellos que pueden se modelados 
por 

x'(t) = Ax(t) + Bu(t), (4. l ) 

donde el est.ado x( t) pertenece a un espacio de Banach de dimensión infi ni ta X , 
A es el generador infini tesimal de un semigrupo T en X y B : U - X es un 
operador li neal cont inuo. Consideraremos como controles admisibles a las funciones 
u( ·) localmente integrables en sent ido de Bochner y como trayect.orias admisibles a 
las soluciones débiles de (4. 1). Es decir 

x( t) = T(t) xo + J,'r (t - s)Bu(s) ds 

representará a la t.rayectori a que se inicia en xo con función de contro l u(-). 
Los aspect.os generales de Ju. t.eoría de control para este t ipo de sistema se encuen­

t.ran en Curt.ain [6]. En este trabajo sólo estudiaremos la es tabilizabilidad en sent.ido 
uniforme. Para result.ados generales rela t ivos a estabilizabilidad en sent ido fuerte en 
espacios de Hilbert puede consulta rse Balakrishnan [2j, Levan y Rigby !IS] y Levan 
[19), mient ras que Ja relación ent.re cont rolabilidad y estabilizabilidad en sentido débil 
en espacios de Hi lbert. fue es tud iada por Bench.imol j4]. 

.. 
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Definición 4.1 Diremos que el liistema (4. 1} es {tm1furmem ente ) c.~labtlnublc -~' 

~lte un opemdur lineal acula.do F : X - U tnl que d ... emi,qru¡w ,r¡eucmdo por 
A + 8 F es uniformemente estable. 

Como aplicación del Teorema 3 .1 podemos afi rmar que si Tes un semigrupo débil· 
mente estable pero no uniformemente estable y B es un operador compacto ent.onces 
el sitema (4.1) no puede ser est.abilizado. Como en problemas concretos el espacio de 
controles U es un espacio de dimensión finita , e l o perador B es compact.o de lo que 
se deduce que este t.ipo de sistemas no puede ser estabilizado, lo que constituye una 
diferencia hmdament.a l con los sistemas concentrados t.ratados en la sección 2. 

Para los sist.emas de control (4. 1) existen también d i,1ersos conceptos de controla· 
bilidad . Si I¡ > O, denotaremos por r a la aplicación d efinida por la expresión 

r(u) :=fo'' T (1 1 - s)Bu(s) ds 

de LP(IO, t1J,U) en X, l s p $OO. Naturalmente la aplicación r depende de l.¡, 
pero omitiremos esta dependencia para no recargar la notación y designaremos por 
'R.(11) a la imagen de r. 

Definic ión 4.2 El sistema (4. 1) se llamn eznctamente cuntrnlnblc tm el mlcrnafu 
[O, t1J sr r es epiyectiva y dirernos que (4.1) es controlable en ticm7io finito bt. 

u,, 0n(1) = x . 

A cont.inuación establecemos un par de resultados que ilustran el hecho que los 
sistemas distribuidos no suelen ser exact.ament.e controlables (Henríquez [13J). 

Teorema 4.1 Se.a p > l . Si el operador T (t) B es compacto, para todo t > O . 
entonces r también es compacto y si B es compacto entonces r es compacto en 
L1{[0, 11], U) . 

Como un operador con valores en X no puede ser compacto y ep iycctivo s i· 
mult áneamenle, bajo lu.s hipót.esis del teorema anterior e l sistema no puede ser exnc· 
tamente controlable. Otro resulta.do de falta de cont.rolabilida.d exacta. para est.e t.ipo 
de sis1cmas de cent.rol se cst.ablece en el siguiente teorema. 

Teorema 4.2 Sea p > 1 Si el semigropo { T (t) l ~ O} es diferenciable para 
t > a :;:: O y si r es un operador epiyectivo, entonces A es un operador lineal 
acotado. 

Ya hemos mencionado que usualmente el espacio de controles U es <L'"' por lo cual 
B es compacto. Veremos en las secciones s iguientes que también es muy frecuente 
que el scmigrupo T sea. compact.o. En todos estos ca.sos e l sistema no puede ser 
exaclamente cont rolable. Por este motivo para sis temas distribuidos es más útil un 
conceplo más débil de controlabilidad. 
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Definición 4.3 El sistema (.f.l} se llama aproximadamente controlable en el inter­
valo [O, ti] si el espacio R(t1) es denso en X y, nproximadamente controlable en 
tiempo finito si Ut>o'R.(t) es denso en X . 

En Curt.aiu y Pri tchard [6] se encuent.ran caracterizaciones de la cont.rolabilidad apro­
ximada para d iversos t.ipos de sis temas. En pa rt icula r, el s iguiente resu ltado general 
ha s ido obtenido por Fat t.orini. 

Proposición 4.1 Las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) El sistema (,/. 1) es aproximadamente controlable en [O, ti). 

(b) Si x' E X ' es ta.l que B'T(l.)'x' = O, po.m todo O ~ t $; f.1, entonces x' =O. 

La siguient.e aplicación de es ta Proposición será muy importante para nosotros. 
Supongamos que existe una descomposición topológica X = X 1 $ X 2 donde X 1 

es un subespacio invariante bajo T. Sea P1 la proyección sobre X 1 con núcleo 
X 2 , T 1 := T ]x 1 y A 1 el generador infinitesimal de 1'1. Entonces podemos considerar 
el sistema de control 

x 1 '(l.) = A 1x 1(t) + P18,, (t ) (4.2) 

con espacio de estado X 1 . 

Corolario 4 .1 Si el sistema (4. 1) es aproximadamente controlable en [O, t¡J o a­
proximadame11te controlable en tiempo finito entonces lo mismo ocurre con el sistema 
(4.2) . Además, si X 1 es un espacio de dimensión finita entonces (4.2) es exactamente 
controlable 

Retornando al problema de la estabilización de sistemas lineales, ha sido de­
mostrado por Trigg iani que no existe una relación direc ta entre controlabilidad aproxi­
mada y estabilización. Sin embargo, es posible reestablecer dicha relación para una 
clase de sistemas que incluye a la mayoría de los sistemas de interés práctico. Con 
este objeto introducimos el sigl¡jent.e concepto. 

Definíción 4 .4 Diremos que el generador infinitesimal A satisface la Condición de 
Descomposición Espectral (SDA) si existe una constante ¡ > O tal que el conjunto 

u 1 '= {.I E u(A)' Re(.\ )> --y) 

es compacto. 

Si definimos el conjunto 

u 2 '= {A E u(A)' Re(.\)$ --y) 

entonces o(A) = 11 1 U112 y esta descomposión del espectro satisface las condiciones 
es tudiadas en la sección 3. Por lo tanto, la descomposición de o(A) induce una 
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descomposición del espacio X = X 1EB X2 con las propiedades ya conocidas. Conside­
remos los subsistemas (;4.2) y 

x2 '(t ) = A,x,(t ) + P,8,,(t ) (4.3) 

entonces el siguiente resultado ha sido establecido por Triggiani [26). 

Teorema 4 .3 Su¡JOngase que el opemdor A satisfa ce la Condición de Descomvos1c1ó11 
Espectml y que se verifican las sigu·ientes propiedades: 

(n) El stst.ema de contrnl (4.1} es aproximadamente cont.rolable en tiempo finito; 

(b) El .~rstema (4.3) .~atisface la Condu1ón de Crecimiento Espectml /Jeternmrndo; 

(e) El espa.cio X 1 tiene dimens·ión finita. 

entonces el sis tema ( 4. 1) es estabilizable. 

Demostración El sist.ema (4.2) result.a ser controlable y como es de dimensión fin ita, 
aplicando el Teorema 2.2 se deduce la exist.encia de una realiment.ación P1 : X 1 - U 
tal que el semigrupo S 1 (t) generado por A 1 + P1 B F1 es estable. Se define F : X - U 
por Fx = F1P1x. Es fácil verificar que el semigrupo S (t) generado por A + B F es 
S(t)x = S 1(t)P1x + T2(t)P2x, lo cual muestra que Ses uniformemente estable. • 

Si bien este resultado es muy simple, es apHcable a gran cantidad de sistemas 
concretos. La condición (c) se obtiene , por ejemplo, cuando u 1 es un conjunto finito 
de valores propios de A con multiplicidad geométrica finita_ En las secciones siguien~ 

tes trarnrcmos con det.alle sistemas con retardo. ~fost.raremos que estos sistemas 
,·erifican las hipót.esis del Teorema 4.3 y que pueden ser estabilizados con controles de 
dimensión fin it.a. 

5 Ecuaciones Diferenciales Funcionales con R etardo. 

En esta sección presentamos un breve resumen de lo..s propiedades espectrales de 
las ecuaciones diferenciales funciona les con retardo. 

La generalización inmediata de la ecuación diferencial vectorial 

x '(t) = Ax(t ) + f (t) 

para incluir retardos es la ecuación 

x'(t) = A0x(t ) + A 1x(t - r) + f(t) , 

con x(t) E q;n, A y B mal.rices de n x n y donde ,. > O indica el retardo de la 
ecuación Para resolver esta ecuación a part ir de t = O se requiere conocer los valores 
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x(O), con -r :S O :'.S O. Esto lleva a estudiar este problema en el espacio de las 
funciones continuas e:= C([-r,O];CC"). Se introduce la notación Xt: [-1·,0] - CC" 
para representar la función definida por Xt(O) := x(t +O). Con estas notaciones la 
ecuación anterior es un caso part.icular de la ecuación 

x'(t.) ~ L(x,) + /(1) (5.1) 

1 donde L : C - CC" es una aplicación lineal cont.inua. La aplicación L puede ser 
· representada por una int.egral de Riemann-St.ieltjes 

L('I') ~ l, doN(O)'l'(O) , "'E e, 

donde N : [-r, Oj --+ IR.:1xn es una función matricial de variación acot.ada. A este tipo 
de ecuaciones las denominaremos ecuaciones diferenciales (ordinarias) funcionales con 
retardo , que abreviaremos por RFDE. 

Consideremos inicialmente el problema homogéneo 

x'(t) 

Xo 

L(x,), l. 2: O, 

"' 
(5.2) 

(5.3) 

cuya solución la denotaremos por x(-,rp). Se define el operador V{t): C - C, 
denominado operador de solución, por 

El siguient.e result.ado se encuentra en Hale [10), Hale-Lunel [11] . 

Teorema 5 .1 En las condiciones precedentes: 

(a) La aplicación V es un semi_qrupo fuertemente continuo en C cu.yo generador 
infin'itesimal Av es d operado1· definido ¡wr 

Avrp := rp1 

en el dominio D(Av) ~ {'I' E C ',,,,E C, 'l''(O) = L('I')). 

(b) El semigrupo V(t.) es compacto ¡mm l ~ 1· y diferenciable para t > r 

(e) El espec tro de A1, coincide con su especfro puntual y,\ E u(Av) si, y solamente 
si, det . .6.(,\) =O, donde .6.(,\) es la matriz 

l'>(.X) = ),/ - L(e" /) . 
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(d) S1 >.E a(Av) entonces el espacio de vectores propios generalizados 

M ,(Av) '= u:;:,K.,(M - Av)' 

t iene dimensi.ón finita, el ascendente de ,\ / - A v es finito ( = k) y 

C = Ker(!.J - Av)' e 'R(; / - Av )' 

(e) Paro todo~ E Ul el conjunto {; E u(Av) ' Re(;)<::~} es finito . 
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Se observa fácilmente que la matriz ó (,\) es la generalización de la matriz carac­
terfstica ). / - A para el sistema (2.2). Las propiedades (b) , (d) y (e) garantizan que 
el sistema (5.2) sat.isfnce las condiciones SOGA y SDA estudiadas en las secciones 
anteriores. Por el Teorema 4.3 la posibilidad de estabilizar un sistema modelado 
por una RFDE dependerá. de la controlabilida.d aproximada del sistema. Para evitar 
esta condición se necesita. una buena caracterización de los espacios que figuran en la 
descomposición est.ablecida en (d). 

De la afirmación {d) se deriva la siguiente propiedad de descomposición. Sean 
>.., 1 = 1, · · · , l , va.lores propios de A v con multiplicidad geométrica d¡. Sean 
t\ := {>.1 ,· ·· , >.1} y PA := E0~"" 1M,\;{Av ) - La dimensión de PA es d = :Lt .. 1 d¡. Si 
4> := !IP i. · · · , <Pd} es una base de PA , entonces se deduce de la invariancia de PA bajo 
Av que existe una matriz H con a(H ) = A tal que 

Av<I> = <l>H. 

De esta igualdad y de la definición de Av resulta que 

<1> (0) = <l>(O)eH8 , -r ~ O ~ O, 

y que 
V(t)<I> = <l>e1" , t 2:: O, 

Es decir, en el subespacio PA el semigrupo V(t) actúa como una exponencial usual. 
Del Teorema 5.1 (d) se deduce que podemos descomponer C en la forma 

(5.'1) 

donde QA es invariante bajo V(l) . Denotemos por Vp(t) y Vo(t) las restricciones de 
V(t) en P11 y QA, respectivamente. En particular, fijemos ¡ E IR y escojamos como 
A el conjunto{>. E a(Av) : Re(,\)~ ¡} . De los resultados anteriores se obtiene la 
siguiente propiedad de acotamiento : existe una constante M 2:: 1 t.al que 

llVq(t)il ~ Me'' , L 2:: O. 
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En consecuencia, si a(Av) ~ q; - podemos escoger Q11 = C de lo cual se deduce que 
existen constan t.es M ;:: 1 y "I > O t.al que 

es decir el sist.ema es asintóticament.e est.able. 
Retornando al caso general, la determinación del espacio Q11 es esencial en los 

resul tados que siguen. Con est.e objeto, se introduce la ecuación diferencial funcional 
adjunta form al de (5.2) 

y'(s ) = - l, y(s - 0) d0 N(O) , s ~ r , y(s) E ([)'" , 

donde ([:"' denota el espacio de vectores fila , la cual se resuelve en el espacio e· := 

C(IO, rJ; <I: " º) con result.ados similares a los mencionados para (5 .2). En particular , 
se definen V ' (t.) y Aj,.. Se obtiene a,(Aj,.) = a(Aj,.) = a(Av), e· = PÁ ffi Qi, y 
dim( Pi,, ) = dim(P11 ). Para relacionar Jos diferentes espacios de es tas descomposiciones 
se define la forma bilineal 

en e· X c. Se escoge una base 111 = [Vi1,. 'Vid]1 de PÁ tal que < 111 , <I> >= l . 
Entonces 

PA {,,EC"p =<l>a, a= < •I',,,> ). 

QA ¡,, E e:< <1> , ,, >=o¡ 

y 

(5.5) 

Una consecuencia de la descomposición (5.4) y de la caracterización ant.er ior es la 
fórmula de variación de const.ant.es en PA . Sea x(-) la solución de la. ecuación (5. 1) con 
condición inicial (5.3). Si xf es la proyección de X t en P11 entonces xf = <I> < '1J , x, >. 
Denot.ando por c(t ) :=< W, x i >, de las propiedades de la ecuación adjunta form al 
se obtiene que 

c'(I.) 

c(O) 

fl c(t) + <l> (O)/ (t) , 

< '11 ,ip > 

que es una ecuación dife rencial ordinaria en q;d_ 

(5 .6) 

(5 .7) 
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6 Estabilización de sistemas descritos por ecu a­
ciones diferenciales funciona les con r etardo . 

Los resultados de la sección anterior permiten caracterizar la propiedad de esta­
bilización de Jos sistemas de control descritos por RFDE. Consideremos el sisrema. 
descm o por la ecuación diferencial funcional con retardo r > O 

x'(t) = L(x,) + Bu(t) (6. 1) 

donde l : C - ~" es una aplicación lineal cont inua y Bes una mat.riz den x 1n . 

Definición 6.1 EL sistema {ú. I) t;t:. Llnma cstnb1ltzable sr existe ·unri nplir;ru;ión lmcal 
ro11tmun /( : e _, q;m tal que el .o;istemn 

x '(t ) = (L + BK)(x, ) (6.2) 

e.\ e.\lable. 

A cont inuación utilizaremos Jos símbolos V, Av, ó. , et.e. introducidos en la 
sección anterior en relación a l sistema homogéneo 

x '(t) = L(x ,). 

El problema de est.abilización está relacionado con la siguiente versión del problema 
de reubicación de polos. Supongamos que los valores propios de Av son ,\ 1, .-\2, · · ·, A1, 
.\11' 1 , • • • con ascendentes k¡ y mult iplicidad geométrica d; , respectivamente. Sean 
IJa. µ2, · · ·, µ1 E fC \ ü(Av). El problema de reubicación de polos consist.e en carac­
tenzar los pares (L, B) para los cuales existe K de modo que los polos de (6.2) 
sean µ 1, , , ,,. ··, Jt¡, A1+1, Es inmed iato que si la reubicación de polos es posi· 
ble entonces el sistema es estabilizable. En efecto, bast.a escoger l de modo que 
sup•>hl .\, < O. Sea A := {,\ 1, A2 , · · · , ,\1 } . El siguiente result.ado ha sido est.ablccido 
Por Pandolfi l2!J. 

Teore ma 6.1 Si p¡ó.(A), Bj = n, para todo ,\ E A entonces el sistema (6. 1) i:.~· 
t3tab1luable. 

Demostración . Sean H , Pt.. , Q,.., , d, etc. asociadas al conjunto J\ como en la 
sección 5. Sea x(-) solución de (6. 1). De la fórmula de variación de constantes en 
P11. se deduce que la función c(t) en la expresión xi= <I> < \f1 , Xt >= <l'c(t.) verifica la 
ecuación 

c'(t) = Hc(t ) + >l< (O)Bu(t) (6.3) 

la cual represent.a un sist.erua de cont rol con es1a.dos en U:11 y polos ,\ 1, • • ·, A1. Las 
ideas esenciales de la demost.rnción son las siguientes: 
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(i) Un vector v E {;d• es vector propio izq uierdo de H con respecto a,\ si, y solamente 

v >V (O) = v >V (O)e-"", O ~ O ~ c. 

En efecto , de (5 .5) se obt.iene 

v 'lt (O) = ve- H"W(O) = v lll (O)e-.\•, O ~ s ~ f', 

si, y solament e si, v /-1 = >. v . 

(ii ) Utilizando el res ultado anterior puede veri ficarse que 

P[L'> (.1 ), Bj = n <> p[.\ I - H , >V (O)Bj =d. 

(ii i) Reunjendo el res ultado precedent.e con el Teorema 2.2 , se ded uce que s i p[L\ (>.),B] 
= n entonces para el sis tema de pa ráme tros concentrados (6.3) se verifica la propiedad 
de reubicación de polos. En consecuencia, s i escogemos µ 1, · · • , µ 1 < O exis te F tal 
que u(H + >V (O)BF) = {µ 1, ,µ1}. 

(iv) Se define 
K (<p) := F < >V ,<p > 

Sean L = L + BI< y V(I,), con generador infinitesimal Av, el semigrupo solución 
del sistema homogéneo 

x'(t) = L(x,) . (6.4 ) 

(v) Si '{J E QA entonces V(t.)¡p = V (t.)¡p. En pa rticular, el espacio Q tr, es invariante 
bajo V(t). 

(vi) De la propiedad anl.erior se deduce que a(Av) = {µ 1,· , µ 1, >.;: i :2'.: l + 1} 
lo cual, por los result.ados de est.abilidad establecidos en la sección 5, implica que el 
sistema (6.4) es estable. 

7 E cuaciones diferenciales funcionales parciales con 
r e tardo . 

La clase de ecuaciones dife renciales fun ciona les es tudiada en la sección 5 no incluye 
ecuaciones integro-diferenciales parciales que surgen en el estudio de problemas tales 
como conducción de ca lor en materiales con memori a o di námica de poblaciones pa ra 
poblaciones con distribución espacial. Como modelo podemos considerar el sis t.ern R 

a2 rº ae w(C 1.) + J_/oN(O)w(€,t + O) + /(€, t), O ~€~ 1, 1. 2: O, 

w(0, 1) w( l , 1) = O 
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donde r > O, la función escalar N(·) t iene variación acotada en (- 1·, Oj y f es una fun­
ción apropia.da. Usualmente estas ecuaciones surgen por linealización de una ecuación 
semi-lineal. Considerando x (t) := 'W(·, t ) esto nos lleva a es tudiar ecuaciones en las 
cuales los ,ialores x(t.) pertenecen a espacios de Banach X de dimensión infinit a. 

Por este motivo, en esta sección estudiaremos las ecuaciones diferenciales fun­
cionales que pueden ser modeladas en la forma 

x '(t) = Ax(t ) + L(x,) + f (t ), t ~ O. (7.1 ) 

donde A : D(A) ~ X - X es el generador infinitesimal de un semigrupo de ope­
radores lineales acot.ados T(I.) en X y L : C - X es una aplicación lineal acotada 
definid!\ por 

L(<P) :=l. doN(O )<P(O) 

donde por C denotamos el espacio C(¡- 1-, OJ; X} y N [- r, O] - .C(X} es una 
aplicación de variación acotada. 

Estas ecuaciones las denominaremos ecuaciones d iferenciales funcionales a bstrac­
tas con retardo, lo que abreviaremos por ARFO E. Una presentación bastante completa 
de la teoría para el caso semi-lineal, incluyendo numerosos ejemplos, se encuentra en 
el reciente libro de Wu ([28]) . 

En part.icular , comparando con el concepto de solución débil del problema de 
Caucby abst racto estudiado en la sección 3 una función x = x(-. tp) se llama solución 
débil del problema homogéneo 

x '(t) 

xo 

Ax(t) + L(x,), t ~ O 

"' 
(7.2) 

(7.3) 

si :I : IO, ) - X es continua 1 x(O) = tp(O), -r ::; 8 ::; O, y se verifica la siguiente 
ecuación integral 

x( t) = T(t)<P(O) + J,' T (t - s)L(x,) ds, O ~ l.< oo. 

Para cada tp E C existe una única solución débil de (7.2)-(7.3). El operador de 
aoluci6n V(t) definido por 

V(t)<P = x.h<P) 

es un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales en C . Representaremos 
por Av su generador infinitesimal. 

En esta sección mostraremos que los resultados básicos relativos al comportamiento 
a.smt6tico de V(t) estud iados en la sección 5 para RFDE se mant ienen, con hipót.esis 
apropiadas, para ARF DE. 
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Para establecer nuest.ros resultados es convenieme int.roducir algunas notaciones. 
Para,\ E q; denotaremos. por L>. : X - X y .ó. (,\) : D(A) - X a los operadores 
lineales definidos por 

L>.x := L(e>.0x ), x E X, 

6(!.)x := !. x - A x - L;x, x E D (A) . 

En el siguiente result.ado reunimos las principales propiedades espectrales de Av. 

Teorema 7 .1 Si T( ·) es un semigni.po compacto entonces se verifican las siguientes 
propiedades: 

(a) El operador Av se define por Avlf' := i.p' en el dominio 

D (Av) = ¡ ,,E e:,,, E e, ,,(o) E D(A) , ,,'(O)= A,,(o) + L(,,)) . 

(b) El operador V(t) es com¡¡aclo ¡iara todo t > r. 

(e) El operador t. (!.) es cerrado y t.(!.) - 1 E C(X) para Re(!.) suficientemente 
grande y si .6.(..\)- 1 E l(X) entonces es compacto. 

(d) Para!. E í: , ), E p(A + L;) si, y solamente si , ), E p(Av). 

(e) El espectro de A v coincide con el espectro puntual de Av. Además, ,\E a(Av) 
si, y solamente si, existe O# x E D(A) tal que 

t.(!.)x =O. 

(f) Si >..E a(Av), entonces el espacio de vectores propios generalizados de Av con 
respecto a>.., es decir, 

M>.(Av) := U~1 J< er( ,\/ - Av)' 

tiene dimensión finita, el ascendente de )..J - Av es fini to ( = k) y 

C = Ker(M - Av)' $ 7?. (M - Av)'. 

(g) Para eoda 'Y E IR el conjunto {!. E o(Av): Re(!.)<'. -y) es finito. 

D em ostración. Para demost.rar la afirm ación (a), consideremos inicialmente i.p E 
D(Av) y sea x( t.) la función definida por x( t ) = \?(t) , -r $ t $ O, y x(t) = x(t,\?), 
para t '2: O. Por la defin ición de dominio del generador iofin it.esimal de un semigrupo 
sabemos que 

Av\?= lim V(<)<¡> - \? = 1" E C 
1-0+ l 
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donde el límite indicl\do existe en la norma de C. Se deduce de esto que 

Avl'(O) = lim V(t,Jl'(O) - 1'(0) 
r-o+ t 

lim <(t ,,. 9) - x(O) = x',¡(O) = ,P(O) 
i-o+ t 

donde :z:j¡ denota la derivada por la derecha de x. Se concluye de est.a igualdad que 
i:'R es continua, lo que implica. que cp es de clase C 1 y que Avtp = cp'. Además, para 
O= O y de la definición de solución débil, se obtiene 

x(t) - 1'(0) = T (t)l'(O) -1'(0) + ~ (' T(t - s)L(x,) ds 
t l. t Jo 

y como el segundo t.érmino del segundo miembro converge a .L(cp) cuando l - o+ 
entonces tomando límite en la igualdad anterior cuando t - o+ obtenemos que cp(O) E 
D(A) y que cp'(O) = Acp (O) + L(cp). Recíprocamente, si cp es una función de clase C 1 

tal que 1'(0) E D(A) y I' '(O) = Al'(O) + L(I') de las igualdades anteriores se obtiene 
que 

lim x (I, +O) - x(9) = 1' ' (9) 
t-o+ t 

y como cp ' es cont.inua 1 la convergencia anterior es uniforme en [- r, O] lo cua l muestra 
que I' E D(Av ), 

Para mostrar (b), debemos verificar que el conjunt.o {V(t.)cp l!cpll 5 1} es 
relati\'amente compact.o e11 C, para t > , .. Utilizando la definición de solución débil 
podemos escribir que 

r'+s V(t)l'(O) = x(t, +O, 'P) = T(t + 0)1'(0) + Jo T(t + O - s)L(V(s)l')ds, 

para -r ~ O ~ O. Como l.+ O > O, de la igualdad anterior se obtiene fácilmente que el 
conjunto {V(t)cp(O): llcplJ 5 1} es relativamente compacto en X y que las funciones 
V(t)'P son equicont.inua.s, por lo que la com pacidad del operador V(t.) es consecuencia 
del teorema de Ascoli-Arzelá. 

Para demost.ra r (e), observemos previamente que si Re(A) ~ O entonces 

llL;ll = sup llL;xll = sup sup llL(e,.x)ll ,<; llLll , 
llxll9 llzll~l -r~8~0 

Como A es cerrado, es inmediato que .ó.(A) también es cerrado. Además, de la Pro· 
posición 3,2(c) se deduce que >. E p(A) paro Re(>.) grande y que llll(>., A)ll ~ O, 
cuando Re(,\) - oo. Por lo t.anto, podemos suponer que 

llR(>., A)L; ll ,<; ll ll(>., AJllllL;ll < 1 

)'de 

t.(>.) = >.i - A - L; = (>. I - A) ji - R(>., A)L;j 
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obtenemos que .ó. (,\) t. iene inversa en .C(.\') y c¡ue 

ó (-1) - 1 = [/ - R(>., A)L,r' /! (>.,A). 

Est.a fórmula y la P roposición 3.6 mues tran que 6 (,\)- 1 es compacto para Re(,\) 
grande. Por ot ra parte , si lt E () es cua lquier número ta l que .ó.(µ) - 1 E L: (X) y 
escogemos>. E q; con Re(>.) sufi cient.ement.e grande, podemos est.ablecer 

lo que muest ra que ó. (¡t) - 1 t.ambién es compac to. 
La condición (d) caracteriza p( A 11). Por defin ición, >. E p(Av) si, y solament.e si, 

para cada~ E C cx ist.e un úni co <p E D(Av ) tal que 

(,\/ - Av)"= ,P. 

Utilizando la defi nición del operador Av establecida en (a), es fácil verifi car que la 
igua ldad anterior se mant.icne si, y solamente si, ex iste un único x E D(A) ta l que 

,\ x - Ax - L,x = 1"(0). 

Es decir, >. E p(Av) si, y sola men!.e si, 6. (,\)- 1 E C(X). 
Para mostrar (e) observamos que , por Jo establecido en (d), si ,\ E a(Av) entonces 

,\ E 11(A + L;i.). Como A es un operador con reso lvente compacta., escogiendoµ E ~· 
con Re(µ) suficientement.e grande, de la relación 

(p i - A - L,)- ' = [/ - R(µ, A)L,r' R(µ , A) 

se deduce que A + L>. t.ambién es un operador con resolvente compac t1;L. Por lo t.anto 
,\ E ap(A + L>.). Por otra parte, ,\ E ap(A + L>.) si, y so lamente si, ex iste O :f; x E D(A) 
ta l que Ax+ L;i.x = ,\x, lo cual es equi valente a .6. (,\)x = O. Además, si defin imos 
rp(O) = e>JJx es fáci l comprobar aplicando la caracterización eslablec ida en (a) que 
tp E D(Av) y que Avip = ,\rp si, y solamente si, x = tp{O) satisface la cond ición 
!>(A)x =O. 

FinaJment.e, las afi rmaciones (f ) y (g) son consecuencia direct.a de la propiedad 
(b), del Teorema B-IV,2.1 en Nogel [20] y del Teorema 5.8-A en Taylor [25] . • 

Se deduce de este result.a.do que, a l menos cuando Tes com pacto, el sis tema. (7.2) 
también sat isface las cond iciones SOGA y SDA. Esto permite, proced iendo de manera 
similar a lo efec tuado por Pandolfi [21], estud iar la estabilizabi lidad de un sistema de 
control modelado por una ARFOE del t. ipo 

x '(I) = Ax(!)+ L,(x , ) + Bu(t) 

El lec1or interesado puede consultar Hcnríquez jl4] . 
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