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1 Introduccién

Una constante preocupacién del hombre ha sido la de controlar la evolucién en el
tiempo de ciertos dispositivos o ismos por él ipulados, en concordancia con
normas preestablecidas. Mecanismos de este tipo han sido conocidos desde tiempos
remotos; ya en el cédigo de Hamurabi (aproximadamente, 2200 AC) se mencionan sis-
temas de regadio utilizados en la antigua Mesopotamia para regar los valles cultivables
optimizando el uso de las aguas disponibles.

Aun asi, el concepto de sistema de control no surge sino hasta el Siglo XVIII, con
los trabajos de Huggens y Watt sobre la estabilidad de un sistema (creado por Watt)
para controlar la velocidad en un ingenio de vapor. Estos trabajos fueron el punto de
partida de una importante y prolifica investigacién que perdura hasta nuestros dias, y
que originada por un problema concreto se ha transformado, con el paso del tiempo,
en una investigacion abstracta que, enunciada en nuestro lenguaje moderno, consiste
en el estudio de la estabilidad de un oscilador sometido a perturbaciones.

Con los trabajos de Huggens y Watt se desencadena el estudio de una avalan-
cha de sistemas de control, pero sélo en 1868 J. C. Maxwell! presenté la primera
fundamentacién matemética de un sistema de control, dando inicio a lo que ahora
conocemos como Teorfa Matematica de Control.

A pesar de esto, durante muchos anos, inexplicablemente, las ideas de Maxwell
permanecen ignoradas y no se vuelve a insistir en el andlisis matemdtico de sistemas de
control. Durante este perfodo las técnicas empleadas para el estudio de los mecanismos
de control fueron desarrolladas para cada caso particular, y el disefio de sistemas
automaticos de control era esencialmente un arte.

Especial mencién debemos hacer del espectacular avance, que en las dos décadas
previas a la Segunda Guerra Mundial tuvo el disenio de sistemas automaticos de control
utilizados en la navegacion aérea y en los procesos quimicos industriales. Desarrollo
que sélo fue posible gracias al notable progreso que simultdneamente experimenté la
teoria de circuitos electrénicos lo que, entre otras cosas, permitié la construccién de
computadoras andlogas, verdaderas almas de los mecanismos de control.

Es solo durante la Segunda Guerra Mundial, que con la creciente necesidad de
sistemas automdticos cada vez mds sofisticados y las exigencias de predecir el com-
portamiento dinamico de complejos sistemas, que se inicia el desarrollo de una teorfa
sisteméatica de los mecanismos de control, lo que rapidamente derivé en establecer
la Teoria de Control como una ciencia en si misma, con sus propios fundamentos,
métodos, resultados y, por supuesto, problemas.

Este desarrollo se valié, en una primera etapa, de la aplicacién de métodos opera-
cionales, conocidos por los matemdticos desde los inicios de este siglo, a los sistemas

"1J.C. Maxwell, “On governors”, Proc. Royal Soc. of London, Vol. 16 (1968), 270.283
Un “governor™ es una parte de una méquina por medio de Ia cusl Ia velocidad do la méquina e
mantiene aproximadamente constante, atn on I presencia de algunss perturbaciones
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de control descritos matemdticamente por ecuaciones diferenciales lineales con un
niimero finito de variables. Esta técnica permite transformar un problema en el do-
minio del tiempo en un problema equivalente en el dominio de la frecuencia. Varios

1 & importantes para el estudio y diseno de sistemas de
conu'ol fueron establecidos utilizando el andlisis en el dominio de la frecuencia. Sin
embargo, los métodos operacionales no bastaron para trabajar con sistemas mis com-
plejos, haciendo necesario que el estudio de tales sistemas se realizara directamente
en el dominio del tiempo.

Para la descripcién de sistemas en el dominio del tiempo se requiere disponer
de informaciones que caracterizen la estructura interna del sistema, Esta dificultad
condujo a introducir en la teorfa de control el concepto de “estado” | importante
nocton que domina la teorfa de sistemas hasta hoy, ¥ que habia sido estudiada en el
ambito de las matemdticas por H. Poincaré.

La formulacién por Evans en 1948 del método de "Root-Locus”, fue un paso
decisivo en esta direccién, pues enlazé magistralmente los métodos de andlisis en el
dominio de la frecuencia y del tiempo. Esta técnica combinada con las capacidades
computacionales actuales, ha sido uno de los mds poderosos instrumentos para la
sintesis de sistemas de control lineales.

Asi, hasta 1965 aproximadamente, el avance de la teorfa estuvo centrado en aque-
llos sistemas cuyo modelo matemédtico consiste en una ecuacién diferencial lineal, con
un nidmero finito de variables. Por este motivo, los fundamentos matemdaticos requeri-
dos para trabajar en esta teorfa se limitaban al andlisis cldsico y al dlgebra lineal. En
la actuslidad, sin embargo, los problemas que se estan abordando necesitan de un
fuerte soporte matemdtico en geometrfa, dlgebra abstracta y andlisis funcional.

Por otra parte, desde los inicios de la teoria de control, se sabe que de manera
espontanea surgen en la naturaleza sistemas de control que no es posible modelarlos
matematicamente con un nimero finito de variables.

Esto ha motivado en los tltimos veinte anos, un intenso trabajo de investigacion
sobge sistemas de control descritos por ecuaciones con variables en un espacio de
i infinita, prefer espacios de Hilbert o de Banach.

La més antigua motivacién para el estudio de sistemas con estados en un espacio
de dimension infinita proviene de fendmenos fisicos descritos matemdticamente por
ecuaciones diferenciales parciales.

Uno de los ejemplos més estudiados corresponde a la distribucién de temperaturas
en un sélido inuo 1 é en una di ion. El modelo matemdtico en este
caso corresponde a la ecuacién de difusion

%“’“'” agn“’(‘ 1) + > bil&ui(t)

=1

donde w(£.1), 0< €< 1 y t>0, representa la temperatura en la posicién &
¥ en ol tiempo {; p es un coeficiente y las funciones u(#) representan la accién
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de control. Nuestro problema de control en este caso puede consistir en mantener la
temperatura w(£, 1) en algin valor pre-asignado.
delos matemati de | fisicos, 1 ete., son
simplificaciones de la realidad. Una de las simplificaciones mds comin es suponer
que el proceso estd regido por un principio de causalidad, esto es, que el estado
futuro es determinado \ini por el p e independi del pasado. Sin
embargo, un andlisis mds cuidadoso nos lleva a luir que para |
esta aproximacion es insuficiente,
Sélo para ilustrar esta iden con una situacién muy simple, mencionemos que
Kalecki [16] obtuvo como modelo para las variaciones de capital K(f) en una indus-
tria la ecuacién

r;—I’K(f) =a K(t)+bK(t - h)+cult)

donde a,b y ¢ son constantes y el retardo h > 0 representa el tiempo transcurrido
entre el momento en que se toma la decisién de invertir y el instante de liberar el
capital. El problema de control es alcanzar un determinado nivel Ky de capital en
un intervalo [ty ty + h).

En estos ejemplos, como en muchos otros problemas concretos, es posible, a través
de una transformacion de variable, re-escribir el modelo como una ecuacién diferencial

a'(t) = Az(t) + Bu(t) (1.1)

donde la variable z(1), que representa el estado del sistema en el tiempo ¢, pertenece
a un espacio de Banach X y w(t), que indica la accién de control, pertenece
a un espacio de Banach U y, tanto A como B son operadores lineales, en
general no acotados. Estos sistemas los d i jistribuidos, en icion a
Ia terminologfa de sistemas concentrados que se utiliza para los sistemas con estado
en espacios de dimension finita,

En el primer caso mencionado anteriormente, correspondiente al control de tem-
peratura, el estado x(¢) es la funcién de temperatura w(-, ), en el espacio
X = L*([0,1]) v el operador A se define por la expresién

Aw(E,1) = pemgw(§, 1).

ﬂ(?
El espacio de controles U corresponde a R™ y el dor B queda definido por

m
Bu =Y bi(&)us
i=1
Tanto el espacio de estado X como el de controles U/ se escogen considerando
tanto aspectos practicos como tedricos, los cuales se precisardn posteriormente. En
Ia segunda situacién considerada, suele escogerse como espacio de estado X = R x
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L¥([~h.0]). Elestado z(t) := (K(t),K,), donde K, representa la “historia” de
K antes de ¢ durante.un intervalo de tiempo de longitud h (es decir, K,(0) =
K(t+8), -h<8<0),y el operador A se define por

A(p(0), ») = (ap(0) + bp(=h),¢")

En este caso, el espacio de controles U := R y el operador

a..=(;)u

Naturalmente también existen procesos que sélo pueden describirse a través de
. diferenciales de segundo orden del tipo

z"(t) = Az(t) + Bu(t)

Como e

id

plo bien la i6n de onda

o* b -
gru6n) =cgmuE ) +u(§n, €20,
con condiciones iniciales y de borde apropiadas.

La teoria se inici6, como es natural, con el estudio de los sistemas descritos por una
ecuacion diferencial de primer orden, pero reci se han lo a inves-
tigar clases mds amplias de si llegéndose incluso a algunos sistemas definidos
por ecuaciones integro-diferenciales de Volterra-Stieltjes

En el caso particular de los sistemas de control descritos por ecuaciones diferen-
clales de primer orden, continuando con las ideas de Fattorini 8], el principal instru-
mento matematico utilizado ha sido la teoria de semigrupos fuertemente continuos de

d Siguiendo un curso paralelo a la teoria en dimension finita, la teorin de
control en dimension infinita se ha desarrollado rapidamente, estableciéndose como
una teoria abstracta en espacios arbitrarios, que incluye un gran nimero de casos
especificos. Ademds todos los conceptos de la teoria en dimensién finita pueden ser
estudiados en dimensién infinita, requiriéndose sin embargo de hipétesis adicionales
para la generalizacién de la mayorfa de los resultados

Usualmente, a la descripcion dindmica (1.1) se agregan variables observadas y(-),
pertenecientes a un espacio Y, y variables de control :(-), en un espacio Z, y
relacionadas al estado z(-) por ecuaciones del tipo

y(t) = Cx(t), (1.2)

z(t) = Dx(t), (1.3)
donde C:X —Y y D:X — Z son operadores
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En sistemas distribuidos esto es especialmente importante, ya que por pertenecer
el estado = @& un espacio de dimensién infinita, no es posible esperar observarlo o
controlarlo directamente.

El objeto de este trabajo es presentar los Itad ial lativos al pro-
blema de estabilidad asintética para sistemas lineales invariantes, incluyendo desde
los sistemas de dimension finita hasta sistemas descritos por ecuaciones diferenciales
parciales con retardo finito. Para mantener el texto en una extensién razonable, omi-
tiremos el problema de estabilidad en términos de la salida observada y(-), conocidos
como probls de comy i6n estdtica y dindmica, y el probl relativo a con-
seguir que la variable controlada z(:) tienda a un valor de referencia, conocido como
problema del regulador, los cuales se pueden estudiar con las técnicas que se desa-
rrollardn. El lector interesndo puede consultar las referencias indicadas en Henriquez
2]

2 Sistemas de control de parametros concentrados.

Entenderemos por sistema de control de pardmetros concentrados o de dimension
finita un sistema cuyo modelo matemdtico puede describirse mediante una ecuacion
diferencial lineal

a'(t) = Az(t) + Bu(t), (2.1)
en la cual x(f) € €" representa el estado del sistema; u(f) € €™ representa el
control y tanto A como B son matrices de dimensiones apropiadas.

Consideremos inicialmente un sistema no controlado, esto es un sistema cuya
evolucién se describe por la ecuacion diferencial

2'(t) = Az(t). (2.2)

Si para t =0 este sistema es llevado a un estado =(0) = x4, el comportamiento
futuro del sistema se determina por la solucién de la ecuscién diferencial (2.2), que
como sabemos es

o(t) =eMzg, tER
El problema de la estabilidad del sistema (2.2) consiste en determinar bajo qué

condiciones la solucién z(t) converge a cero cuando t — +o0. El siguiente resultado
(Hirsch y Smale [15]) es bien conocido.

Teorema 2.1 Sea A una matriz real o compleja de n x n. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) La solucion z(t) — 0, t — oo, para todo zo € €™

(b) Los valores propios de A tienen parte real negative.
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(¢) Emisten constantes M 21 y w <0 tal que fle™) < Me*, ¢t20.
(d) Pars cualquier matriz auto-adjunta definida positiva Q lo ecuacion
AP + PA=-Q (2.3)
tiene una unica solucion P auto-adjunta y definida positiva.

Se deduce de este resultado que para estos sistemas la estabilidad asintética es una
propiedad de la matriz A y no de cada solucién particular. Esto motiva la siguiente
definicion, en la cual, asi como en todo el desarrollo que sigue, utilizamos el término
estabilidad para referirnos a estabilidad asintética.

Definicién 2.1 Una matriz A se llama estable st verifica cualquiera de las conds-
ciones del teorema precedente.

En la teoria que presentaremos a continuacién el conjunto de los valores propios
de A tiene una figuracion relevante. Este conjunto se llama espectro de A y lo
denotaremos por o(A). A veces, sin peligro de confusién, modificaremos levemente
esta notacion y o(A) serd una n-tupla formada por los valores propios de A repetidos
segin su multiplicidad. Sea s(A) := sup{Re(A) : A € o(A)}. Entonces, de las
propiedades de las normas en matrices, se obtiene la i igualdad que rel
los valores propios de A con la constante w del Teorema 2.1

WAl
Proposicién 2.1 En las condiciones precedentes s(A) = 'lirg’&:|l ysi ow>
s(A), entonces existe una constante M > 1 tal que || < Me*, para todo
t20

La ecuacién matricial (2.3), conocida como ecuacién de Liapunov, es poco utilizada
pars verificar la estabilidad de una matriz pero tiene gran importancia conceptual en
relacién con problemas de optimizacion.

R al sistema lado (2.1). El objetivo de la existencia de controles es
mejorar ol comportamiento del sistema. Por lo tanto, en relacién con el problema de
estabilidad, podemos esperar que con una eleccién adecuada de la funcién de control
u un sistema inestable se transforme en uno estable

Considerando la importancia de los controles realimentados, supongamos que es-
cogemos un control u(-) de la forma u(t) = Fx(f) + v(t), para cierta matriz F
de orden m x n y una funcién de control admisible o(-). R pl lo en (2.1)
obtenemos el siguiente sistema de control

z'(t) = (A + BF)z(t) + Bu(t), (2.4)

o que motiva la siguiente definicién.
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Definicién 2.2 El sistema (2.1) se llama estabilizable si existe una matriz F tal
que A+ BF es estable. .

Para caracterizar los sistemas estabilizables introduciremos la nocién de controla-
bilidad, que es uno de los conceptos fundamentales de la teoria.

Definicién 2.3 El sistema de control (2.1) se llama controlable si para todo par de
estados zq, xy € €™ y para todo par de tiempos ty < ty < 0o, exziste una funcion de
control admisible u(-) definida en [to,t)] que transfiere el estado zo en el tiempo
ty , al estado x, en el tiempo ty .

Considerando como controles admisibles a funciones al menos integrables, la solucién
de (2.1) se expresa por la férmula de variacién de constantes

‘
z(t) = eAlt-to)g, +/ A" B u(s)ds,
to

de lo que se deduce que el sistema (2.1) es lable si, y sol si, la aplicacio
I' de L'([to, t:);@™) en €" definida por

3
I(u) 1= L, M= By(s)ds

es epiyectiva.

Un problema relacionado con la controlabilidad y la estabilidad es conocido como
problema de reubicacién de polos (como también se denomina a los valores propios
de la matriz del sistema).

Definicién 2.4 El sistema de control (2.1) verifica la propiedad de reubicacion de
polos st para todo A € €" emiste ' tal que o(A+ BF) = A

Utilizando un poco de dlgebra lineal y las propiedades de la matriz exy inl
Kalman, Hautus y Wonham consiguieron relaci estos P (ver Wonl
[27]). En el siguiente resultado hemos r ido las principales relaciones entre ellos.

Teorema 2.2 Considerense las siguientes afirmaciones:

(a) El sistema (£.1) es controlable;

(b) p[B.AB, ---, A"'B] =n;

(¢) p[A — A, B] =n, para todo \ € T;

(d) El sistema (2.1) verifica la propiedad de reubicacion de polos;

(e) p[M — A, B] =n, para todo \ € T, Re()) 2 0;
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(f) El sistema (2.1) es estabilizable.
Entonces (a) < (b) ¢ (c) & (d) = (¢) & (f).

Es decir, todo sistema controlable es estabilizable. Puede también caracterizarse la
estabilizabilidad utilizando la ecuacién (2 3) o mh precisamente, en término de una
[ lizacion de ella d inad gebraica de Riccati. En este texto no
d (1 este método ya que dos en resultados generalizables
a espacios de Banach. Observese tambén que las condiciones (c) y (e) son de tipo
espectral, ya que es evidente que ambas se mantienen para todo A que no es valor
propio de A y, por tanto, para aplicar el teorema sélo necesitamos verificarlas para
los valores propios de A, Este tipo de condiciones serdn las que podemos generalizar
pars sistemas distribuidos,

3 Semigrupos fuertemente continuos.

Como hemos ionado en la introduccién, el concepto fund tal para estudiar
sistemas de control distribuidos es la nocién de semigrupo de operadores. Por este
motivo dedicamos esta seccién a presentar los aspectos esenciales de la teorfa de se-
migrupos. La mayoria de los resultados incluidos se encuentran en Nagel (20] o Pazy
(22}

En esta seccién como también en las siguientes denotaremos por X a un espacio
de Banach, con norma |||l y por £(X) al espacio de los operadores lineales acotados
de X en X, dotado con la norma de operadores. Otras notaciones son las usuales en
teoria de operadores. En particular, representaremor por X' = L(X, ) al espacio
dual dn X V si A: D(A) € X — X es un operador lineal denotaremos por p(A),
I | de A, al conj fi do por los niimeros A € € tal que
M~-A umeinveru en £(X). En este caso, R(\, A) = (A/ — A)~" se llama operador
resolvente de A, Ademds, el conjunto o(A) = € \ p(A) se llama espectro de A, Una
parte del espectro estd formada por los valores propios de A. Este conjunto se llama

P lde Ay lod por o,(A). Finalmente, utilizaremos R para
Indxu I imagen de un operador.

Definicién 3.1 Llamaremos semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales
aeotados (abreviado, semigrupo ) en X a una aplicacion T : [0,+00) — L(X) que
satisface las siguientes condiciones:

(a) T(t+s) = T(t) o T'(s), paratodo t,s >0;

(b) T(0) = 1;

(€) La funcidn t — T(t)z es continua, para cada = € X
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Para relacionar con la seccién anterior observemos que si X un espacio normado
de dimensién finita y A .. X — X una aplicacién lineal, entonces 7'(t) := e es
un semigrupo fuertemente continuo.

Proposicién 3.1 Si {T(t) : t > 0} es un semigrupo entonces existen constantes
M>1yweR tal que ||T(t)] € Me™, t>0.

En el resto de esta seccién supondremos que el semigrupo 7' y las constantes M y
w verifican la desigualdad anterior. El semigrupo 7" se llama uniformemente acotado
si es posible escoger w = 0 y contractivo si es posible escoger w =0 y M = 1. Esta
propiedad justifica la siguiente definicién.

Definicién 3.2 Llamaremos lipo (0 constante de crecimiento) del semigrupo T(-) a

. In||7T(¢
la constante definida por wo(T) = L_lfme I 1( )"'

Se deduce de la Proposicién 3.1 que —oo < wy(T) < +o0o y de la definicién
anterior sigue que para todo w > wo(7’) existe una constante M para la cual se
satisface la desigualdad indicada de la Proposicién 3.1.

Definicién 3.3 Se llama gencrador infinitesimal de un semigrupo {T(t):t > 0} al
operador A : D(A) — X definido mediante la expresion
T(t)r — z
t
en todos aquellos elementos © € X donde el limite existe.

Az = lim
=0+

A diferencia de lo efectuado en la seccién 2, en el desarrollo que sigue denotaremos
por A a un operador lineal usualmente no acotado. Algunas propiedades del generador
infini 1 son las siguient

Proposicién 3.2 Sea T(:) un semigrupo en X con gencrador infinitesimal A tal
que [|T(t)]l € Me**, t > 0. Entonces:

(a) El operador A es lincal, cerrado y su dominio D(A) es denso en X.

(b) Sixz € D(A) entonces la funcion T(t)x es continuamente derivable para t > 0,
T(t)x € D(A) y
dT(t)x
dt

(c) St Re(\) > w entonces A € p(A),

= AT(t)z = T(t)Ax.

R(,\.A);=/:°c-“ru);a. r€X

M
1R Al < i) —
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La Proposicién 3.2 podemos reinterpretarla en términos de ecuaciones diferencia-
les. Llamaremos problema de Cauchy abstracto al problema de valores iniciales
z'(t) = Az(t), t>0, z(0) =z, (3.1)
donde =(t) € X. De la Proposicién 3.2 parte (b), se deduce que si A es el generador
infinitesimal de un semigrupo 7(:) en X y x5 € D(A), entonces la funcién
2(t) = T(t)xy es una solucién del problema (3.1). Puede mostrarse también que esta
e la dinica solucién de (3.1).
Consideremos ahora el problema de Cauchy no homogéneo
z'(t) = Az(t) + f(t), t>0, x(0)= =0, (3.2)
donde z(t) € X y [ es una funcién de [0,00) en X

Proposicién 3.3 Si la funcion [ : [0,+00) — X es continuamente derivable y
xy € D(A) entonces la funcidn

o(t) = T(t)zo + [: T(t — 5)f(s)ds (3.3)

e la wmica solucion del problema (3.2).
Como el miembro derecho de (3.3) estd bien definido aun cuando xo ¢ D(A) y
/ 5o sea continuamente derivable, es mds frecuente utilizar el siguiente concepto de

solucién.

Definicién 3.4 Si [:[0,00) = X es una funcion localmente integrable y xg € X,
s llama solucion débil de (9.2) a la funcidn definida en (3.9).

El problema de la estabilidad asintética en espacios de Banach es mds complicado
que en espacios de dimensién finita, ya que en este caso surgen varios conceptos no
equivalentes de estabilidad, los cuales son utilizados a menudo. Los principales de
ellos son los siguientes.

Definicién 3.5 Un semigrupo T(:) en X se lama:
(a) Unsformemente estable si ||T(t)]| = 0, ¢ — +oco.

(b) Fuertemente estable si T(t)x — 0, t — +o0, para todo = € X.

(€) Débilmente estable si < =, T(t)x >— 0, t — +o00, paratodo z € X y todo
fex'.




268 Estabilidad de Sistemas

Se puede verificar fécilmente que (a) = (b) = (c) ¥ que todo semigrupo
estable es unifor do. Ademds, estas tres clases de semi-

grupos son diferentes, lo que ilustraremos posteriormente a través de ejemplos. Hay
numerosos trabajos dedicados a estudiar la estabilidad de semigrupos. En la mayoria
de ellos se busca relacionar algin concepto de estabilidad con una propiedad espectral
del gene:ndor mﬁmteslmnl del semigrupo. No pretendemos hacer una lista exhaustiva
de ref M 1 que para asp les puede 1
Nagel [20] y Pritchard y Zabezyk (23], resultados especificos para semigrupos positivos
se encuentran en Nagel [20], Clement y Heijmans [5] y Arendt [1] y para estabilidad
fuerte puede consultarse Batty y Phéng 13 y sus referencias.

En nuestro trabajo estamos especi dos en el pto de estabilidad
uniforme. La siguiente caracterizacién (Datko (7)) es fundamental.

Aéhil

Proposicién 3.4 Sea T(:) un semigrupo en X. Entonces T es uniformemente
estable si, y solamente si, wo(T') < 0.

Esta caracterizacion tiene el inconveniente que requiere estimar el tipo del semi-
grupo pero usualmente solo se tiene informacién sobre el generador infinitesimal
A. Comparando con el desarrollo efectuado para matrices esperamos poder rela-
cionar la estabilidad del semigrupo con el espectro de A. Con este objeto defi-
nimos s(A) := sup{Re(\) : X € o(A)}. De la Proposicién 3.2(c) se deduce que
s(A) < wo(T). Si, tal como ocurre para la matriz exponencial, se mantuviera la igual-
dad s(A) = we(T) entonces para concluir la estabilidad uniforme del semigrupo T
bastaria verificar que s(A) < 0. Sin embargo, la igualdad anterior no es vilida en
general para semigrupos (Zabezyk (29]). Esto llevé a Triggiani [26] a introducir la
siguiente clase de semigrupos.

Definicién 3.6 Diremos que un semigrupo T(:) wverifiea la Condicion de Creci-
miento Espectral Determinado (SDGA) si vale la igualdad s(A) = wo(T).

Afortunadamente la mayorfa de los semigrupos que surgen en las aplicaciones
verifican SDGA. Tanto para precisar un poco esta afirmacién como para nuestros
objetivos futuros, introduciremos algunas clases particulares de semigrupos.

Definicién 3.7 Sea T' un semigrupo fuertemente continuo en X

(a) El semigrupo T' se llama uniformemente continuo para t > a si la funcion T(:)
es continua en la norma de operadores para t > a

(b) El semigrupo T se llama compacto para t > a si los operadores T(t), t > a, son
compactos y T se llama compacto si lo es para t > 0

Es facil verificar que todo semigrupo compacto para ¢ > a es uniformemente
continuo para ¢ > a. De manera similar, los semigrupos diferenciables, en particular
los hol fos, son unifor continuos para algin @ > 0. La relacién de estos
conceptos con el problema de estabilidad se resume en el siguiente resultado.
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Proposicién 8.5 Si un semigrupo es uniformemente continuo para t > a entonces
verifiea la SDGA.

Los semi 08 P tienen iedades adicionales muy importantes en
P y imp

Prop

relacion con la estabilidad. A continuacién mencionamos algunas de ellas.

Proposicién 3.6 Sea T un semigrupo compacto con generador infinitesimal A, En-
tonees se verifican las siguientes propiedades:

(a) Bl operador R(A, A) es pacto, para todo \ € p(A).

(b) Bl espectro de A consiste s6lo de valores propios de A.
(€) Si T es deébimente estable entonces T es unsformemente estable.

Para definir les realimentados serd fund al perturbar el generador in-
finitesimal de un semigrupo. El siguiente resultado establece que esto es posible,

Proposicién 3.7 Si T es un semigrupo con generador infinitesimal A y D € L£(X)
entonces A+ D es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo
en X,

A continuacion ilustraremos estos conceptos con dos ejemplos directamente rela-
clonados con nuestros objetivos de estabilizacién de sistemas descritos por ecuaciones
diferenciales funcionales,

Ejemplo 3.1 Sea X cl espacio LP(R), 1 < p < oo y T(1) el operador definido por
T(L)f(€) = f(§ +1t), [ € LP(R).

Emnntu 7 es un semigrupo fuertemente continuo en X, conocido como semigrupo

1 Ademds, T es débil estable pero no es fuertemente estable.
En electo, i f € LP(R) entonces [|T(t)f[l, = [£(€ + D, = |If]l, de modo que
T(#) wo converge a cero cuando ¢ — co. Se deduce también de la igualdad anterior
que |[T(1)) = 1, para todo t > 0. Sin embargo, T es débilmente estable, ya que si
§ € X' = LY(R), con q exponente conjugado de p, entonces < T'(1)f, g >= 0, t — co.
Eln efecto, es ficil verificar que es suficiente mostrar esta propiedad cuando f y ¢
pertenecen & subconjuntos densos de LP(R) y LY(R), respectivamente, Si escogemos
[ ¥ g como funciones continuas con soporte compacto, la afirmacién es consecuencia
del teorema de convergencis dominada de Lebesgue.
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Ejemplo 3.2 Sea X un espacio de Hilbert separable con base ortonormal {e, : n €
IN}. Sea (An)n una sucesién de niimeros complejos y definamos el operador A por

oo
Az=Zz\,,<z,e..> en

=
en el dominio up
D(A)={z e X : Y \l*| < z,en > [* < 0}
=

Si sup,cy Re(An) < oo entonces A genera un semigrupo fuertemente continuo 7'
definido por

oo

(@)= Ze”\"' SR S

n=1
Si sup,cn Re(An) < 0 entonces 7' es uniformemente estable. Sin embargo, en el caso
en que cada Re(A,;) < 0, n € IV, y sup,ey Re(A,) =0 entonces T es fuertemente
estable pero no uniformemente estable. Por otra parte, si Re(A,) = —00, n — 00,
entonces T es un semigrupo compacto y si A, son nimeros reales entonces T' es auto-
adjunto.

Un caso particular de este ejemplo se obtiene en el espacio X = L*([0,]) para el
operador A definido por
AF(©) = £"(©)

con dominio

D(A) ={f € L*([0,n]) : f" € L*([0,7]), £(0) = f(m) =O}.
Es bien conocido que A tiene sélo espectro puntual, los valores propios son —n? n €
IN, con vectores propios normalizados z,(€) = (2/)/ sin (n€). El conjunto {z, : n €
oo

IN} es una base ortonormal de X y si f € D(A) entonces Af = — an Sl

De las observaciones previas deducimos que A genera un semigrupo"cémpacto, auto-
adjunto y uniformemente estable.

Comparando con el concepto de estabilizacién introducido en la seccién anterior
para sistemas concentrados, podemos esperar que si un semigrupo 7 con genera-
dor infinitesimal A no es estable, es posible que exista un operador lineal acotado
D tal que el semigrupo generado por A + D sea estable. El siguiente Teorema
(Henriquez [13]), que extiende un resultado previo de Gibson [9] establece que para
sistemas distribuidos la estabilizacién es dificil de conseguir.

Teorema 3.1 Sea T un semigrupo débilmente estable con generador infinitesimal
A ysea D un operador lineal compacto. Si el semigrupo S generado por A + D
es uniform te estable ent T también es unifor te estable.

Y N
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Para nuestros fines de estabilizacién, la forma negativa del resultado anterior es
mds significativa. Es decir, si un semigrupo débilmente estable no es uniformemente
estable entonces es imposible que el semigrupo generado por A+ D, con D compacto,
sea uniformemente estable.

Para el desarrollo que efectuaremos posteriormente ciertas formas especiales de
semigrupos nos seran de gran utilidad.

Si X; y X, son espacios de Banach entonces el producto X = X; x X, es un
espacio de Banach. Si Ay : D(A;) = X, y Az : D(A») — X, son generadores
infinitesimales de los semigrupos Ty y T,, respectivamente, y Ay : Xp — X, y
Az : Xy — X, son operadores lineales continuos, entonces el operador A : D(A) C
X — X con dominio D(A) = D(Ay) x D(Az) y definido por la expresion

An Arz
A=
[ Az Axn

es el generador infinitesimal de un semigrupo 7' en X. Cuando el operador A tiene
forma triangular, es decir Ajp =0 o Ay = 0, entonces es posible obtener buenas
estimaciones para el tipo del semigrupo 7.

Proposicién 3.8 Si Ay y Agy son generadores infinitesimales de los semigrupos
Ty y T, respectivamente, y si Ag : Xy — X, es un operador lineal acotado,
An 0 A

e A es el generador infinitesimal de

un semigrupo T en X. Ademds wo(T) = maz{wo(T), wo(T2)} y

4(t) 0
o= [ e T ]

donde Ty (t) es el operador definido por la expresion

entonces el operador lineal A =

t
Ty (t) = /‘; To(t — s)Ay Ti(s)z ds, z € X,.

La demostracién de este resultado se encuentra en Schumacher [24].

Una situacién muy frecuente es el problema inverso, es decir, disponer de un semi-
grupo T definidoen X y con generador infinitesimal A y buscar una representacién
de A en forma tridngular. Con este objeto introduciremos la siguiente definicién.

Definicion 3.8 Un subespacio vectorial cerrado V. de X se llama inwariante bajo
T si T(t)(V) €V, para todo t > 0.

En este caso, S(t) = T(t)|v define un semigrupo en V con generador infinitesimal

A definido en D(A) = D(A)NV por Az = Az. Naturalmente el operador A lo
denotaremos por Aly.

|
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Supongamos que es posible descomponer el espectro de A en dos conjuntos
disjuntos oy y o2 de forma tal que o, estd contenido en el interior de una curva
cerrada, simple y rectificable I' mientras que o, esta contenido en el exterior de T

En este caso podemos definir el operador lineal acotado

i
o= == A, A) dA.
27ri.[‘R( )

La demostracién de las siguientes propiedades estd en Kato [17].

(a) La aplicacién P es una proyeccién en X que conmuta con T(t) y con A, es
decir PD(A) C D(A) y APz = PAz, para todo x € D(A).

(b) Si X;:=R(P) y X;:=R(I - P) entonces X = X; ® X, es una descom-
posicién topoldgica de X en espacios invariantes bajo T.

(c) Si T;:=T|x, y A; es el generador infinitesimal de Tj, ¢ = 1,2, entonces
o(A) =01 y o(As) =02

(d) El operador A, es lineal acotado, D(4;) = X, y Ti(t) = e/t

4 Sistemas distribuidos.

Los sistemas de control bajo consideracién seran aquellos que pueden se modelados

por
@'(t) = Ax(t) + Bu(t), (4.1)

donde el estado x(t) pertenece a un espacio de Banach de dimensién infinita X,
A es el generador infinitesimal de un semigrupo T en X y B : U — X es un
operador lineal continuo. Consideraremos como controles admisibles a las funciones
u(-) localmente integrables en sentido de Bochner y como trayectorias admisibles a
las soluciones débiles de (4.1). Es decir

x(t) = T(t)zo + /;T((. — s)Bu(s)ds

representara a la trayectoria que se inicia en xo con funcién de control w(:).

Los aspectos generales de la teoria de control para este tipo de sistema se encuen-
tran en Curtain [6]. En este trabajo sélo estudiaremos la estabilizabilidad en sentido
uniforme. Para resultados generales relativos a estabilizabilidad en sentido fuerte en
espacios de Hilbert puede consultarse Balakrishnan [2], Levan y Rigby [18] y Levan
[19], mientras que la relacién entre controlabilidad y estabilizabilidad en sentido débil
en espacios de Hilbert fue estudiada por Benchimol [4].
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Definicién 4.1 Diremos que el sistema (4.1) es (uniformemente ) estabilizable si
existe un operador lineal acotado F : X — U tal que el semigrupo generado por
A+ BF es uniformemente estable.

Como aplicacién del Teorema 3.1 podemos afirmar que si T' es un semigrupo débil-
mente estable pero no uniformemente estable y B es un operador compacto entonces
el sitema (4.1) no puede ser estabilizado. Como en problemas concretos el espacio de
controles U es un espacio de dimensién finita, el operador B es compacto de lo que
se deduce que este tipo de sistemas no puede ser estabilizado, lo que constituye una
diferencia fundamental con los sistemas concentrados tratados en la seccién 2.

Para los sistemas de control (4.1) existen también diversos conceptos de controla-
bilidad. Si t; > 0, denotaremos por I' a la aplicacién definida por la expresién

() [:' Tty — s)Bu(s) ds

de LP([0,t;),U) en X, 1< p < oco. Naturalmente la aplicaciéon I' depende de t,,
pero omitiremos esta dependencia para no recargar la notacién y designaremos por
R(t;) alaimagen de T'.

Definicién 4.2 El sistema (4.1) se llama ezactamente controlable en el intervalo

0,t)) st T es epiyectiva y diremos que (4.1) es controlable en tiempo finito si
UsoR(t) = X.

A continuacién establecemos un par de resultados que ilustran el hecho que los
sistemas distribuidos no suelen ser exactamente controlables (Henriquez (13]).

Teorema 4.1 Sea p > 1. Si el operador T(t)B es compacto, para todo t > 0,

entonces ' también es pacto y st B es pacto entonces I' es compacto en
LY([0,ta), U).

Como un operador con valores en X no puede ser compacto y epiyectivo si-
multd e, bajo las hipétesis del teorema anterior el sistema no puede ser exac-
tamente controlable. Otro resultado de falta de controlabilidad exacta para este tipo
de sistemas de control se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.2 Sea p > 1. Si el semigrupo { T(t) : t > 0} es diferenciable para

t>a>0 ysi I' es un operador epiyectivo, entonces A es un operador lineal
acotado.

Ya hemos mencionado que usualmente el espacio de controles U es @™ por lo cual
B es compacto. Veremos en las secciones siguientes que también es muy frecuente
que el semigrupo 7' sea compacto. En todos estos casos el sistema no puede ser
exactamente controlable. Por este motivo para sistemas distribuidos es mds 1til un
concepto més débil de controlabilidad.
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Definicién 4.3 El sistema (4.1) se llama aprozimadamente controlable en el inter-
valo [0,t1] si el espacio R(t;) es denso en X y, aprozimadamente controlable en
tiempo finito si UpsoR(t) es denso en X.

En Curtain y Pritchard [6] se encuentran caracterizaciones de la controlabilidad apro-
ximada para diversos tipos de sistemas. En particular, el siguiente resultado general
ha sido obtenido por Fattorini.

Proposicién 4.1 Las siguient dici son equivalentes:

(a) El sistema (4.1) es aprozimadi te controlable en [0,1).

(b) Si a2’ € X' es tal que B'T(t)'a" =0, para todo 0 <t <ty, entonces a’=0.

La siguiente aplicaciéon de esta Proposicién serda muy importante para nosotros.
Supongamos que existe una descomposicién topolégica X = X; & X, donde X,
es un subespacio invariante bajo 7. Sea P; la proyeccién sobre X, con nicleo
Xo, T\ :=T|x, y A; el generador infinitesimal de 7;. Entonces podemos considerar
el sistema de control

21'(t) = Ayzy(t) + PyBu(t) (4.2)
con espacio de estado Xj.

Corolario 4.1 Si el sistema (4.1) es aprozimadamente controlable en [0,t) o a-
prozimadamente controlable en tiempo finito entonces lo mismo ocurre con el sistema
(4.2). Ademas, si X, esun espacio de dimension finita entonces (4.2) es exactamente
controlable .

Retornando al problema de la estabilizacién de sistemas lineales, ha sido de-
mostrado por Triggiani que no existe una relacién directa entre controlabilidad aproxi-
mada y estabilizacién. Sin embargo, es posible reestablecer dicha relacién para una
clase de sistemas que incluye a la mayoria de los sistemas de interés préactico. Con
este objeto introducimos el siguiente concepto.

Definicién 4.4 Diremos que el generador infinitesimal A satisface la Condicion de
Descomposicion Espectral (SDA) si existe una constante v > 0 tal que el conjunto

a1 :={X € a(A) : Re(\) > —7}
es compacto.
Si definimos el conjunto

oy :={X € a(A4) : Re(\) < —7}

entonces o(A) = oy Uay y esta descomposion del espectro satisface las condiciones
estudiadas en la seccién 3. Por lo tanto, la descomposicién de o(A) induce una




N —

<)
3
o

Herndn Henriquez M.

descomposicién del espacio X = X, @ X, con las propiedades ya conocidas. Conside-
remos los subsistemas (4.2) y

25/ (t) = Agza(t) + PaBu(t) (4.3)
entonces el siguiente resultado ha sido establecido por Triggiani [26].

Teorema 4.3 Supongase que el operador A satisface la Condicion de Descomposicion
Espectral y que se verifican las siguientes propiedades:

(a) El sistema de control (4.1) es aprozimadamente controlable en tiempo finito;
(b) El sistema (4.3) satisface la Condicion de Crecimiento Espectral Determinado;
(¢) Elespacio X, tiene dimension finita.

entonces el sistema (4.1) es estabilizable.

Demostracién El sistema (4.2) resulta ser controlable y como es de dimensién finita,
aplicando el Teorema 2.2 se deduce la existencia de una realimentacién Fy : X, — U
tal que el semigrupo S)(t) generado por A, + Py BF) es estable. Se define F': X — U
por Fx = F\Px. Es fécil verificar que el semigrupo S(t) generado por A + BF es
S(t)z = Sy(t)Pyx + Ty(t) Pox, lo cual muestra que S es uniformemente estable. m

Si bien este resultado es muy simple, es aplicable a gran cantidad de sistemas
concretos. La condicién (c) se obtiene, por ejemplo, cuando ¢ es un conjunto finito
de valores propios de A con multiplicidad geométrica finita. En las secciones siguien-
tes trataremos con detalle sistemas con retardo. Mostraremos que estos sistemas
verifican las hip6tesis del Teorema 4.3 y que pueden ser estabilizados con controles de
dimensi6n finita.

5 Ecuaciones Diferenciales Funcionales con Retardo.
En esta seccién presentamos un breve resumen de las propiedades espectrales de

las ecuaci diferenciales funcionales con retardo.
La generalizacién inmediata de la ecuacién diferencial vectorial

z'(t) = Az(t) + f(t)

para incluir retardos es la ecuacién

z'(t) = Ao (t) + Ax(t—r) + f(1),

con z(t) € €™, A y B matrices de n x n y donde r > 0 indica el retardo de la
ecuacion. Para resolver esta ecuacion a partir de ¢ = 0 se requiere conocer los valores

=
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z(f), con —r < 6 < 0. Esto lleva a estudiar este problema en el espacio de las
funciones continuas C := C/([—7,0];C"). Se introduce la notacién z; : [—7,0] — €™
para representar la funcién definida por z,(6) := z(# + 8). Con estas notaciones la
ecuacién anterior es un caso particular de la ecuacién

z'(t) = L(ze) + f(t) (5.1)

idonde L : C — €" es una aplicacién lineal continua. La aplicacién L puede ser
‘representada por una integral de Riemann-Stieltjes

0
L(e) = [ doN(©)e(0), v €C,

donde N :[-7,0] - R™" es una funcién matricial de variacién acotada. A este tipo
de ecuaciones las denominaremos ecuaciones diferenciales (ordinarias) funcionales con
retardo, que abreviaremos por RFDE.

Consideremos inicialmente el problema homogéneo

2'(t) = Lz, t >0 (5.2)
ey (5.3)

cuya solucién la denotaremos por x(-,¢). Se define el operador V(t) : C — C,
denominado operador de solucién, por

V(t)e = (-, ).
El siguiente resultado se encuentra en Hale [10), Hale-Lunel [11].
Teorema 5.1 En las condiciones precedentes:

(a) La aplicacion V es un semigrupo fuertemente continuo en C cuyo generador
infinitesimal Ay es el operador definido por

Avp = ¢’
en el dominio D(Ay)={p € C:¢' €C, ¢'(0)=L(p)}.
(b) El semigrupo V (t) es compacto para t > r y diferenciable para t > .

(c) El espectro de Ay coincide con su espectro puntual y A € a(Ay) si, y solamente
si, detA(N) =0, donde A(XN) es la matriz

A(N) =M — L(eMI).
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(d) Si X € o(Ay) entonces el espacio de vect, propios generalizad

Mj(Ay) = U2, Ker(Al — Ay)

tiene d ion finita, el dente de \I — Ay s finito (=k) y
C = Ker(\ — Ay)* @ R(AT — Ay)k.

(e) Para todo vy € R el conjunto {\ € a(Ay): Re(X) > v} es finito.

Se observa facilmente que la matriz A()) es la generalizacién de la matriz carac-
teristica AJ — A para el sistema (2.2). Las propiedades (b), (d) y (e) garantizan que
el sistema (5.2) satisface las condiciones SDGA y SDA estudiadas en las secciones
anteriores. Por el Teorema 4.3 la posibilidad de estabilizar un sistema modelado
por una RFDE dependerd de la controlabilidad aproximada del sistema. Para evitar
esta condicién se necesita una buena caracterizacién de los espacios que figuran en la
descomposicion establecida en (d).

De la afirmacién (d) se deriva la siguiente propiedad de d

posicién. Sean

Ay, i =11 valores propios de Ay con multiplicidad geométrica d;. Sean
A= {A,--, M} ¥ Pp == @\ ;My,(Ay). La dimension de Py es d = Y d;. Si
® = [p1,-+, pd] es una base de Py, entonces se deduce de la invariancia de Py bajo

Ay que existe una matriz H con o(H) = A tal que
Ayd = ®H.
De esta igualdad y de la definicién de Ay resulta que
®(0) = ®(0)e"’, —r<o<0,

¥ que
V(t)® = deft, t>0,

Es decir, en el subespacio P, el semigrupo V/(¢) actia como una exponencial usual.
Del Teorema 5.1 (d) se deduce que podemos descomponer C' en la forma

C=P,®Qn (5.4)
donde Q, es invariante bajo V (t). Denotemos por Vp(t) y Vg(t) las restricciones de
V(t) en Py y Qa, respectivamente. En particular, fijemos v € IR y escojamos como
A el conjunto {\ € o(Ay) : Re()\) > v}. De los resultados anteriores se obtiene la

siguiente propiedad de acotamiento : existe una constante M > 1 tal que

Vo)l < Me, t>o0.

T
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En consecuencia, si 0(Ay) C €'~ podemos escoger @5 = C de lo cual se deduce que
existen constantes M > 1y v > 0 tal que

IVl < Me™, t20,

es decir el sistema es asintéticamente estable.

Retornando al caso general, la determinacién del espacio Q4 es esencial en los
resultados que siguen. Con este objeto, se introduce la ecuacién diferencial funcional
adjunta formal de (5.2)

0
V) == [ uls=0)dN©), s<r ys)eC™,
—r
donde €"* denota el espacio de vectores fila, la cual se resuelve en el espacio C* =
C([0,7};@™*) con resultados similares a los mencionados para (5.2). En particular,
se definen V*(t) y Aj,. Se obtiene o,(Ay) = o(A}) = o(Av), C* = PR® QLY
dim(Py) = dim(Py). Para relacionar los diferentes espacios de estas descomposiciones
se define la forma bilineal

0 6
<p>=w(0p0) — [ [ (e~ 0)ldoNO)]e(6) de

en C* x C. Se escoge una base ¥ = [¢y, -+, ¥g4)* de P} tal que < ¥, & >= [.
Entonces

Py = {peC:p=®a, a=<T,p>},
Qa {p€C i<V, p>=0}

U(s) = e~ (0). (5.5)

Una consecuencia de la descomposicién (5.4) y de la caracterizacién anterior es la
férmula de variacién de constantes en Py. Sea z(-) la solucién de la ecuacién (5.1) con
condicién inicial (5.3). Si ! es la proyeccién de z, en Py entonces zf = & < ¥, 2, >.
Denotando por ¢(t) :=< ¥, 2, >, de las propiedades de la ecuacién adjunta formal
se obtiene que

S
I

He(t) + (0)f(¢), (5.6)
c0) = <¥,p> (5.7)

que es una ecuacién diferencial ordinaria en .
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6 Estabilizaciéon de sistemas descritos por ecua-
ciones diferenciales funcionales con retardo.

Los resultados de la seccién anterior permiten caracterizar la propiedad de esta-
bilizacién de los sistemas de control descritos por RFDE. Consideremos el sistema
descrito por la ecuacién diferencial funcional con retardo r > 0

z'(t) = L(z¢) + Bu(t) (6.1)
donde L:C — €™ es una aplicacién lineal continua y B es una matriz de n x m.

Definicién 6.1 El sistema (6.1) se llama estabilizable si existe una aplicacion lincal
continua K : C — €™ tal que el sistema

<(t) = (L + BK)(z) (62)
es estable.

A continuacién utilizaremos los simbolos V, Ay, A, etc. introducidos en la
seccion anterior en relacién al sistema homogéneo

z'(t) = L(xe).

El problema de estabilizacién esta relacionado con la siguiente versién del problema
de reubicacion de polos. Supongamos que los valores propios de Ay son Ay, Ag, -+, Ay,
Atsy. -+ con ascendentes k; y multiplicidad geométrica d;, respectivamente. Sean
Sy 2, o+, € €\ o(Ay). El problema de reubicacién de polos consiste en carac-
terizar los pares (L, B) para los cuales existe K de modo que los polos de (6.2)
Sean py, pa, -+, fi, Ai41, * . Es inmediato que si la reubicacién de polos es posi-
ble entonces el sistema es estabilizable. En efecto, basta escoger | de modo que
SUPsay Ar < 0. Sea A= {\y, A3,--+, At} El siguiente resultado ha sido establecido
por Pandolfi [21).

Teorema 6.1 Si p[A(\), B] = n, para todo A\ € A entonces el sistema (6.1) es
estabilizable.

Demostracién. Sean H, Py, Qa, d, ete. asociadas al conjunto A como en la
seccion 5. Sea x(-) solucién de (6.1). De la formula de variacién de constantes en
Py se deduce que la funcién c(t) en la expresién =/’ = & < W, ¢, >= de(t) verifica la
ecuacion

c(t) = He(t) + ¥(0)Bu(t) (6.3)
la cual representa un sistema de control con estados en €%y polos Ay, -+, A Las
ideas esenciales de la demostracién son las siguientes:

Fo—>Y
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(i) Un vector v € €%" es vector propio izquierdo de H con respecto a A si, y solamente
si, v

wW(0) = vP(0)e ™, 0<6<r
En efecto, de (5.5) se obtiene

v0(0) = ve "W (0) = v¥(0)e ™, 0<s <,
si, y solamente si, vH = \v.
(ii) Utilizando el resultado anterior puede verificarse que
p[A(N), Bl =n & p[AI — H, ¥(0)B] = d.

(iii) Reuniendo el resultado precedente con el Teorema 2.2, se deduce que si p[A()),B]
= n entonces para el sistema de pardmetros concentrados (6.3) se verifica la propiedad
de reubicacién de polos. En consecuencia, si escogemos py, -,y < 0 existe F tal
que o(H + U(0)BF) = {1, -+, u}.
(iv) Se define

K(p)=F<¥,p>.
Sean L =L + BK y V(t), con generador infinitesimal Ay, el semigrupo solucién
del sistema homogéneo
a'(t) = L(zy). (6.4)
(v) Si_ ¢ € Q4 entonces V(t) = V(t)p. En particular, el espacio Q4 es invariante
bajo V(¢).
(vi) De la propiedad anterior se deduce que o(Ay) = {ug, -, u, Ai 4 > [+ 1}
lo cual, por los resultados de estabilidad establecidos en la seccién 5, implica que el
sistema (6.4) es estable.

7 Ecuaciones diferenciales funcionales parciales con
retardo.

La clase de ecuaciones diferenciales funcionales estudiada en la seccién 5 no incluye
ecuaciones integro-diferenciales parciales que surgen en el estudio de problemas tales
como conduccién de calor en materiales con memoria o dindmica de poblaciones para
poblaciones con distribucién espacial. Como modelo podemos considerar el sistema

a 5% 0
Fu(ED = (;?w(e,t) + [ daN@w(E,t+0) + f€0, 0<E<1, 120,

w(0,t) = w(l,t)=0
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donde r > 0, la funcién escalar N(-) tiene variacién acotada en [—r,0] y f es una fun-
cién apropiada. Usualmente estas ecuaciones surgen por linealizacién de una ecuacién
semi-lineal. Considerando x(t) := w(-,t) esto nos lleva a estudiar ecuaciones en las
cuales los valores x(t) pertenecen a espacios de Banach X de dimensién infinita.

Por este motivo, en esta seccién estudiaremos las ecuaciones diferenciales fun-
cionales que pueden ser modeladas en la forma

z'(t) = Az(t) + L(z:) + f(t), t>0. (7.1)

donde A : D(A) € X — X es el generador infinitesimal de un semigrupo de ope-
radores lineales acotados T'(t) en X y L : C' — X es una aplicacién lineal acotada
definida por

d L(p) := /_nrdgN(G)g:(H)

donde por C denotamos el espacio C([-7,0);X) y N : [-r,0] —» £(X) es una
aplicacién de variacién acotada.

Estas ecuaciones las denominaremos ecuaciones diferenciales funcionales abstrac-
tas con retardo, lo que abreviaremos por ARFDE. Una presentacion bastante completa

| de la teorfa para el caso semi-lineal, incluyendo numerosos ejemplos, se encuentra en

el reciente libro de Wu ((28]).

En particular, comparando con el concepto de solucién débil del problema de
Cauchy abstracto estudiado en la seccién 3 una funcién = = z(:, ¢) se llama solucién
débil del problema homogéneo

z'(t) = Az(t) + L(z), t>0 (7.2)
T = ¢ (7.3)

si z:[0,00) = X es continua, x(f) = p(f), —r < 8 <0, y se verifica la siguiente
ecuacién integral

t
0

a(t) = T(t)p(0) + / Ti(t = 8)L(za) ds, 0S¢ < 00,

Para cada ¢ € C existe una tnica solucién débil de (7.2)-(7.3). El operador de
solucién V (t) definido por

V(e =zl 9)
€5 un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales en C'. Representaremos
por Ay su generador infinitesimal.
En esta seccién mostraremos que los resultados bésicos relativos al comportamiento

asintético de V(t) estudiados en la seccién 5 para RFDE se mantienen, con hip6tesis
apropiadas, para ARFDE.

i mm—
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Para establecer nuestros resultados es conveniente introducir algunas notaciones.

Para A\ € € denotaremos-por Ly: X — X y A(M) : D(A) — X a los operadores
lineales definidos por

Ly = L(“z), z€ X,
ANz = Xz — Az — Lyz, z € D(A).

En el siguiente resultado reunimos las principales propiedades espectrales de Ay.

Teorema 7.1 SiT(-) es un semigrupo compacto entonces se verifican las siguientes
propiedades:

(a) El operador Ay se define por Ayp :=¢' en el dominio
D(Av) = {p e C iyl € C, (0) € D(4), ¢/(0) = Ap(0) + L(p)}.
(b) El operador V(t) es compacto para todo t > r.

(c) El operador A(N) es cerrado y A(N)™' € L(X) para Re()) suficientemente
grande y si A(M\)™! € L(X) entonces es compacto.

(d) Para A €€, X € p(A+ Ly) si, y solamente si, A € p(Ay).

(e) El espectro de Ay coincide con el espectro puntual de Ay. Ademds, \ € o(Ay)
si, y solamente si, existe 0# xz € D(A) tal que

ANz =0.

(f) Si XA €a(Ay), entonces el espacio de vectores propios generalizados de Ay con
respecto a A, es decir,
My(Ay) == U2 Ker(M — Ay)*
tiene dimension finita, el ascendente de A\ — Ay es finito (=k) y
C = Ker(M — Ay)* ®@ R(AI — Ay)*.
(g) Para cada v € R el conjunto {\ € o(Ay) : Re(\) > v} es finito.

Demostracién. Para demostrar la afirmacién (a), consideremos inicialmente ¢ €

D(Av) y sea z(t) la funcién definida por z(t) = @(t), —r < t <0, y z(t) = z(t, p),

para ¢ > 0. Por la definicién de dominio del generador infinitesimal de un semigrupo

sabemos que

Vitle — ¢
t

Ayp = lim =yeC
ve Pt
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donde el limite indicado existe en la norma de C. Se deduce de esto que

V(t)e(0) - 9 (0) i EE+0) —2(0)
t

= lim T —a0) = w(o)

Avp(6) = lim

donde z; denota la derivada por la derecha de z. Se concluye de esta igualdad que
2y es continua, lo que implica que ¢ es de clase C' y que Ay = ¢'. Ademds, para
0 = 0 y de la definicién de solucién débil, se obtiene

== 00) _ TOXO =00 , 1 f7, y1ie)

y como el segundo término del segundo miembro converge a L(p) cuando ¢ — 0F
entonces tomando limite en la igualdad anterior cuando t — 0% obtenemos que ¢(0) €
D(A) y que ¢'(0) = Ap(0) + L(p). Reciprocamente, si ¢ es una funcién de clase C'*
tal que ©(0) € D(A) y ¢'(0) = Ap(0) + L(y) de las igualdades anteriores se obtiene
que

lim

t—0+

x(t +0) — x(6)
SrA = o)
y como ¢ es continua, la convergencia anterior es uniforme en [—7, 0] lo cual muestra
que p € D(Ay).

Para mostrar (b), debemos verificar que el conjunto {V(t)¢ : |l¢|| < 1} es

relativamente compacto en C, para t > r. Utilizando la definicién de solucién débil
podemos escribir que

V(t)p(0) =a(t+0,0) =T(t+0)p(0) + /otw T(t+0—s)L(V(s)p)ds,

para —r <0 < 0. Como t+6 > 0, de la igualdad anterior se obtiene facilmente que el
conjunto {V(£)e(0) : |le|l < 1} es relativamente compacto en X y que las funciones
V(t)p son equicontinuas, por lo que la compacidad del operador V (t) es consecuencia
del teorema de Ascoli-Arzeld.

Para demostrar (c), observemos previamente que si Re(\) > 0 entonces

lEAll = e | L]l = apEeD OIIL(e“’r)H < L.

EllS |zl|<1 —r<6<

Como A es cerrado, es inmediato que A()) también es cerrado. Ademds, de la Pro-
posicién 3.2(c) se deduce que X\ € p(A) para Re(\) grande y que |[R(), A)|| — 0,
cuando Re(\) — 0. Por lo tanto, podemos suponer que

[IROX, A)LAl < [|IRO ALl < 1
y de
AN =AM — A—Ly= (M — A)[I - R()\, ALy
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obtenemos que A()) tiene inversa en £(X) y que
A= [I = R(A AL R(A, A).

Esta férmula y la Proposicién 3.6 muestran que A(A)~' es compacto para Re())
grande. Por otra parte, si 4 € € es cualquier nimero tal que A(x)™' € L(X) y
escogemos A € ¢ con Re(\) suficientemente grande, podemos establecer

Ap) P =AW =AW T A —p— La+ L) AN

lo que muestra que A(x)~! también es compacto.
La condicién (d) caracteriza p(Ay). Por definicién, A € p(Ay) si, y solamente si,
para cada ¢ € (' existe un tinico ¢ € D(Ay) tal que

(M = Av)p = ¢.

Utilizando la definicién del operador Ay establecida en (a), es facil verificar que la
igualdad anterior se mantiene si, y solamente si, existe un tinico = € D(A) tal que

Az — Ax — Lyz = ¢(0).

Es decir, A € p(Ay) si, y solamente si, A(\)~! € L(X).

Para mostrar (e) observamos que, por lo establecido en (d), si A € o(Ay) entonces
A € 0a(A+ Ly). Como A es un operador con resolvente compacta, escogiendo p € €
con Re(yu) suficientemente grande, de la relacién

(I — A= Ly)™" = [I - R(u, A)Ly) ™" R(u, A)

se deduce que A + L, también es un operador con resolvente compacta. Por lo tanto
A € 0,(A+Ly). Porotra parte, A € 0p(A+ Ly) si, y solamente si, existe 0 # z € D(A)
tal que Az + Lyz = Az, lo cual es equivalente a A(A)z = 0. Ademds, si definimos
¢(8) = e’z es ficil comprobar aplicando la caracterizacion establecida en (a) que
¥ € D(Ay) y que Ayp = Mp si, y solamente si, = = ¢(0) satisface la condicién
ANz =0.

Finalmente, las afirmaciones (f) y (g) son consecuencia directa de la propiedad
(b), del Teorema B-IV,2.1 en Nagel [20] y del Teorema 5.8-A en Taylor [25]. m

Se deduce de este resultado que, al menos cuando 7' es compacto, el sistema (7.2)
también satisface las condiciones SDGA y SDA. Esto permite, procediendo de manera
similar a lo efectuado por Pandolfi [21], estudiar la estabilizabilidad de un sistema de
control modelado por una ARFDE del tipo

a'(t) = Ax(t) + L(z¢) + Bu(t).

El lector interesado puede consultar Henriquez [14].
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