Cubo Matemidtica Bducacional

Vol. 2. MAYO 2000

Métodos Numéricos: un punto de vista dindamico.'

Sergio Plaza S.

Depto. de Matemadticas.
Universidad de Santiago de Chile
Casilla 307 - Correo 2. Santiago. Chile
e-mail: splaza@fermat.usach.cl
Homepage: http://fermat.usach.cl/ splaza

1 Introduccién

En este articulo estudiamos, desde el punto de vista de los sistemas dindmicos,
algunos métodos numéricos para encontrar raices de ecuaciones. Restringiremos nue-
stro estudio a ecuaciones polinomiales en el plano complejo, esto con el objetivo de
usar algunos resultados clésicos de iteracién de funciones racionales de la dindmica
compleja (ver [5], (6], [L5]), que es una drea bastante desarrollada de los sistemas
dindmicos.

En la seccién 2 haremos una revisién breve de resultados de iteracién de fun-
ciones racionales que usaremos en este trabajo. En la seccién 3 enumeramos algunas
propiedades basicas de los conjuntos de Julia y de Fatou. En la seccién 4 estudiamos
la funcién de iteracién de Newton esta es, y quizds, la méds conocida de las funciones
de iteracién usada para encontrar raices de ecuaciones. Siguiendo en el orden de sim-
plicidad, en la seccién 5 estudiamos la funcién de iteracién de Halley. Finalmente, en
la seccién 7 estudiamos las familias de funciones de iteracién de Konig y de Schroder.
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2 Algunos Conceptos Bésicos de Dindmica Com-
pleja

En lo que sigue denotamos por C el plano complejo extendido, es decir, € =
CU {co}. Una funcién racional sobre € es una aplicacién R : C — C de la forma
P(2)

Q(2)
donde P(z) y Q(z) son polinomios complejos sin factores comunes. Se define el
gradode R como grado(R) = max{ grado(P), grado(Q) } . Dada una funcién racional
R(z), denotamos por R®* =Ro:-:oR.

n—veces
Notacién. Denotamos por Rac(C) el conjunto de todas las funciones racionales de
€ en si mismo, y por Racy(C) el conjunto de todas las funciones racionales de grado
d. Para d = 1 se tiene que Rac;(C) es el conjunto de las transformaciones de Mobius,
es decir, transformaciones de la forma z — "u‘:g , las cuales son difeomorfismos si
ad—cb#0.

En nuestro estudio nos restringiremos a funciones racionales de grado mayor o
igual a 2.

R(z) =

Definicién 1 Sea R : © — C una funcion racional. Decimos que zy € T es un
punto fijo de R si R(z0) = zp, y decimos que zy es un punto periddico de periodo
€>1 de R, si R20) =20 y R¥(20) # 2 para k=1,...,6—1.

Definicién 2 Sea 29 € C un punto periddico de periodo ¢ de R. Sea A(z)
(RY)(20) . Decimos que zy es atractor, indiferente o repulsor, si [(z0)| < 1, |A(z0)|
1, |Mzo)| > 1, respectivamente, si A(zp) =0 decimos que z, es superatractor.

Definicién 3 Sea R wuna funcion racional de grado d > 2. Decimos que R es
normal en un punto z € C si existe una vecindad U de z tal que la sucesion de
iterados { R*|U : n €N} es una m de f quicontinuas de U en
C (esto es, dados u,w € U y € > 0 existe § > 0 tal que d(u,w) < § implica
d(R"(u), R™(w)) < & para todo n € N).

Se define los conjuntos de Fatou y de Julia de una funcién racional R, respecti-
vamente, como

F(R)={z€CT: R es normal en z} y J(R)=C- F(R) .

Definicién 4 Decimos que dos funciones racionales Ry, Ry € Rac(C) son conju-
gadas si existe un homeomorfismo h : C — C tal que Ryoh =hoRy.

Note que las propiedades bésicas de la dindmica de una transformacién racional
son preservados por conjugacion.
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3 Algunas propiedades basicas de los conjuntos de
Fatou y de Julia
Daremos ahora un resumen de las propiedades bésicas de los conjuntos de Julia y

de Fatou. Sea R € Rac(C) una funcién racional de grado mayor o igual que dos. Se
tiene

1. El conjunto de Julia J(R) es no vacio. El conjunto de Fatou puede ser vacio,
como muestra el siguiente ejemplo, debido a Lattes, dado por la funcién racional

(22 +1)%
) = Tyl

para la cual se tiene que J(R) = C, por lo tanto F(R) =0.

2. Si 2. es un punto periédico repulsor entonces J(R) = cl{z € € : R™(z) =
2., para algin n € N} = UpsoR™"(2;).

3. El conjunto de los puntos periédicos repulsores es denso en J(R), es decir, cada
punto z € J(R) es limite de una sucecién de puntos periédicos repulsores.
4. Si w € J(R) entonces J(R) = cl{z € C : R"(z) = w, para algin n €

N} = Up>oR"(w).

5. El conjunto de Julia J(R) es totalmente invariante, es decir, R(J(R)) =
J(R) = R"YJ(R)). Lo mismo vale para el conjunto de Fatou.

e

Para cada m € N se tiene que J(R) = J(R™).

7. Si z, es un punto periédico atractor de R entonces J(R) = 8 A(z,), donde
8 A denota la frontera del conjunto A y A(z,) ={z2€C: R™(z) — z,, n —
oo} es la cuenca de atraccién de z, .

e

Si z € J(R) y U es una vecindad de z entonces {R™(U)}men cubre todo C,
excepto a lo mas dos puntos (Teorema de Montel).

9. Si J(R) tiene un punto interior entonces J(R) =C.

Los dos teoremas siguientes son de gran importancia en el estudio de iteraciones
de funciones racionales que trataremos en las préximas secciones, nos referimos a
funciones de iteracién para encontrar raices de ecuaciones polinomiales.

Recordemos que un punto critico de una funcién racional R € Rac(C) es un punto
w tal que R'(w)=0.
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Teorema 1 (Julia-Fatou) Sea R € Rac(C) una funcion racional de grado d > 2.
Cada drbita periddica atractora de R contiene al menos un punto critico en su cuenca
de atraccion.

Por lo tanto, necesitamos conocer los puntos criticos de una funcién racional y la
cantidad de ellos para tener una estimativa del mimero de 6rbitas periédicas atractoras
que puede tener una funcién racional, esto es dado por el siguiente teorema.

Teorema 2 (Fatou-Julia) Sea R € Rac(C) una funcion racional de grado d > 2.
Entonces R tiene a lo mds 2d — 2 puntos criticos, y por lo tanto a lo mds 2d — 2
orbitas periodicas atractoras.

En lo que sigue denotaremos por Pol(C) el conjunto de los polinomios de C, y
por Poly(C) C Pol(C) el conjunto de los polinomios de grado d.

Definicién 5 Decimos que un polinomio p € Pol(C) es genérico si tiene todas sus
raices distintas.

En lo que sigue trabajaremos con polinomios genéricos.

4 Funcién de iteracion de Newton

La funcién de iteracién de Newton, es quizds, la més conocida y estudiada en
métodos numéricos para determinar raices de ecuaciones. Las iteraciones de esta
funcién dan origen al método de Newton.

Sea p € Poly(C). La funcién de iteracién de Newton, N, asociada a p(z), es
definida por
p(2)

P(2)
Es claro que Np(z) es una funcién racional de grado d.
Detallamos a seguir algunas propiedades basica de la dindmica de N, .

Np(2) =2z —

1. Si p(zo) =0 si, y sélo si, Ny(z0) = 20, es decir, las raices de p son puntos fijos
de Np.

2. El punto ze = 0o es un punto fijo repulsor de N,. En efecto, es inmediato
ver que Np(200) = Zoo ¥ que N;(zm) = ﬁ > 1. Por lo tanto, si la sucesién de
iterados { N;'(2)}n>0 de un punto z € C produce un punto en una vecindad de
00 sus sucesivas iteraciones se aproximan a una parte compacta de C.

(AT )
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3. La derivada de N, es dada por

o~

Luegosi zo es unaraiz de p(z) entonces Ny(z9) = 0, estoes, zy es un punto fijo
superatractor de Ny;y N, es conjugada en una vecindad de z, a la aplicacién
2z — 2F en una vecindad de z = 0, donde k > 1 es el primer entero tal que
N{¥)(z0) # 0, genéricamente k = 2.

Observacién. Las raices miltiples de p(z) son puntos fijos atractores pero no
superatractores de N, pues si 2z es una raiz de multiplicidad m > 1 de p(z)

< / —1
se tiene que Nj(zp) = "t < 1.

~

Desde la propiedad 3, tenemos que los puntos criticos de N, son las raices y
los puntos de inflexién de p(z). Los puntos criticos de N, que no son raices de
p(z), esto es, las soluciones de p”(z) = 0 que no son solucién de p(z) =0, los
llamaremos puntos criticos libres.

S

Los puntos criticos de p(z), es decir los puntos zp tales que p'(z9) = 0, son
polos de Ny, y por lo tanto son aplicados en ze, = 00 por Np.

Sobre la localizacién de los puntos criticos de un polinomio tenemos el siguiente.

Teorema 3 (Lucas, 1874) Los puntos criticos de p(z) estdn contenidos en la en-
voltura conveza de las raices de p(z).

Respecto a la conjugacién de las transformadas de Newton, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 4 (Escalamiento) Sean p,q € Poly(C) . Entonces N, y N, son conjugadas
si, y solo si, q(z) = k(poT)(z), donde k € C es una constante y T(z) = az+f3,
con a #0. Ademas, T es una conjugacion entre N, y Ny .

Demostracién. Vamos aprobar que T'o Nyo T~! = N,. La parte restante es un
argumento simple.

ToNoT™(z) = T(N(T7Y(2)))

T
& (r e q'(T-'(z»)

o (T“‘(;) Al @Y + ﬁ)

7(T~1(2))
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= T - )
1 2 «(T7(2))
% (E % E) SRS
. a(T7'(2))
D st ol ET e
o iE)
= 2 O Np(2).

Esto completa la prueba del teorema.

Este teorema es importante, pues mediante una transformacién afin podemos
modificar la ubicacién de las raices de p(z) sin modificar cualitativamente la dindmica
de la funcién de iteracién de Newton.

Por ejemplo, tenemos el siguiente

Teorema 5 Sea p(z) = az*+ bz + ¢ un polinomio cuadrdtrico con raices simples.
Bntonces Nj, es conjugada a la transformacion f(z) = 2%.

Demostracién. Sean a, f con a # f, las raices de p(z). Tenemos entonces
que p(z) = (z — a)(z — B), y sin perdida de generalidad, podemos suponer que
0 < |af < || Sea T(z) = (B ~ a)z + a, entonces po T(z) = p(T(2)) = (B —
@)z((B—a)z+a—B)=(8~-a)?z(z—1). Sean A= —a y g(2) = Az(z - 1),
es decir, gy = poT. Por el Teorema 4, tenemos que T o Ny, o T~! = N,. Ahora,
tomando q(z) = z(z — 1), se ve que N, = N,, . Luego, N, es conjugada a N,.
Finalmente, es fcil probar que N, es conjugada a la aplicacién f(z) = 22, Lo que
termina la prueba.

Otro argumento para demostrar el Teorema 3 es el siguiente. Sean a y f las
raices de p(z), y sea h(z) = £ Tenemos h(co) =1, h(8) =0y h(a) = co . Como
ho Nyoh™ es una transformacién racional de grado 2 que tiene dos puntos fijos
superatractores, uno en z = 0 y el otro en z = oo, y fijaa z = 1, se debe tener
ho Npoh=' =22,

Para polinomios de grado 3, tenemos el siguiente.

Teorema 6 Sea p(z) = a3z’ + ap2® + ay2 + ag es un polinomio cibico con sus tres
raices a, b y c distintas, las cuales sup ordenadas por sus modulos, es decir,
0 < |a| < [b] < le|. Sea T(z) = (c —a)z +a. Entonces N, es conjugada a N, .
Ademds, una conjugacion es dada por T .

Demostracién. Tenemos que ¢(z) =poT(z) = p((c — a)z+a) = Nz(z — 1)(z - p),
donde A =c—-ay p = '::—: Por el Teorema de Reescalamiento tenemos que

213
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ToNgo Tl = Np, en consecuencia las dindmicas de N, y N, son conjugadas. Lo
que termina la prueba.

Para polinomios de grado cuatro tenemos el siguiente teorema.

Teorema 7 Sea p(z) = (z — a)(z — b)(z — ¢)(z — d) un polinomio de grado 4 con
todas sus raices distintas, ordenadas como sigue 0 < |a| < [b] < [c| < |d|. Sea
T(z) = (d —a)z +a ysea q(2) = poT(z). Entonces N, es conjugada a N.
Ademds, una conjugacion es dada por T .

Demostracién. Tenemos que g(z) = Az (2 — p) (z — u) (2—1), donde A = (d—a)?,
p= z:—:, = 5=5, v por el Teorema 4 se sigue que T o Ngo Tt = Ny, es decir, N,
es conjugado a Np (para la eleccién adecuada de los pardmetros). Lo cual completa
la prueba.

En general, dado un polinomio p(z) el conjunto de Julia J(N,) de N, no juega
un rol importante desde el punto de vista numérico, esencialmente por dos razones:

i) En todos los ejemplos conocidos J(N,) tiene medida de Lebesgue cero, y se
conjetura que esto siempre es verdad.

ii) Como [J(N,) es la clausura del conjunto de puntos periédicos repulsores de
N, , puntos préximos a J(N,) son repelidos, y en consecuencia pequefios erro-
res computacionales fuerzan a la mayoria de las érbitas regulares a alejarse de

T(Np)-

Por lo tanto, desde el punto de vista numérico hay que centrar la atencién en
el conjunto de Fatou F(N,) de N,. Evidencias numéricas-computacionales indican
que las cuencas de atraccion de las raices son componentes “relativamente grandes” de
F(Np), pero pueden existir otras cuencas de érbitas periddicas atractoras, las cuales
si existen, no corresponden a raices de p(z), y comenzando con un punto de ellas las
iteraciones del método de Newton no convergen a una raiz de p(z). Para detectar la
existencia de ese tipo de 6rbitas periédicas atractoras usamos el Teorema 1.

Ahora, para un polinomio genérico p(z) de grado d tenemos que

No(z) = 2P (2) = p(2)
»(2) = 7
?'(2)
es una funcién racional de grado d, como p(z) tiene d raices, las cuales son puntos

fijos atractores de Np, nos restan d — 2 puntos criticos, los cuales pueden ser libres
o no.
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5 Funcién de Iteracién de Halley

La funcién de iteracién de Newton, N, asociada a una funcién p(z) puede ser
obtenida de varias maneras distintas, muchas de ellas cldsicas. Ahora veremos como
se obtiene la funcién de iteracién de Halley. Para ellos primero recordemos que la
funcién de iteracién de Halley asociada a una funcién analitica f(z) es dada por

2f(2)f'(z)
2(f/(2))? = f(2)f"(2) "

Una manera de obtener esta férmula es aplicar el método de Newton a la funcién

(2)
9(z) = ,—f U

o otra es considerar el desarrollo de Taylor de f(z) para z, préximo de un cero de
f(z) = 0. Preferimos esta tltima posibilidad. Tenemos entonces

Hy(z) = 2z —

P R e B ) (Z") 2)2 +T.0.5.
donde T.0.S. denotan los términos de orden superior, despreciando estos, nos queda
W= £2) = flen) + £em)c = ) + LG8 (o g2
para obtener z,4; resolvemos la ecuacién

(2n+1 — Zn)z

o)+ () o 20) + L)

= F(om) + (amir = 7m) (f’( Fei ")(znﬂ—zn)),

S
I

de donde,
e 1(zn)
n+l = 2n 7 .
F/(zn) = 52 (2 — 2n)

sz 2
Ahora aproximando z,4+1 — 2, por la correccién de Newton ‘Tn) , nos queda
2n

Zngl = Zn — M
™ 2 (@n))2 — F(20)]"(z0) "

es decir, tenemos la férmula de iteracién de Halley.
Dos propiedades bésicas de la funcién de iteracion de Halley son las siguientes:

Vr i
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1. Si @ esun cero simple de f entonces a un punto fijode Hy. Ademds, Hj(a) =
Hf(a) =0y Hf () # 0 (genéricamente), luego Hy es una funcién de iteracién
de orden menos 3.

2 HY@ =~ (58-31(58)) = -5

Observacién Al aplicar el método de Newton a g(z) = f(z)/f/(z) se obtiene una
funcién de iteracién ;
f(zn)f'(2n)

((2n))? = f(2n) f"(2n)
que corresponde a la funcién de iteracién de Schroder de tercer orden.
Por ejemplo, para f(z) = 2% — 7, tenemos

Zntl = Zn —

(d=1)2 +7(d+1)

21 = S TS

Ahora estudiaremos la funcién de iteraciéon de Halley para algunos casos especiales.
Sea p(z) = az® + bz +c, con a # 0, un polinomio cuadratico. Considerando la
aplicacién 7(z) = 2az + b tenemos

gt o B 2 (1) P (r4(=)
B o D) 2(r @) = p (@) (=)

luego
7o Hyo1 X(2) = 20H, (‘r‘l(z))+b

b etlogae 2 (1 (2) # (r(2)) ) i
( @ e - p i@ )

— g ( m b) o 20 (r () P/ (r7(2)) 6
2a 200 ()" - ()P (=)

i 2p (1 (2) P (171(2))
2(p (r4(2))* = p(r1 () P (r7(2))

1
2a2 — (22 + dac — b?)z
4a

=

222 — % (2% + dac — b%) 2a
a4



Sergio Plaza S. 217

e 22(2% — A)
© 822+ 4

= Hy(2),

donde q(z) =2*— A y A =b*—4ac, esdecir, To Hyor~' = H, y tenemos probado
el siguiente teorema.

Teorema 8 Sea p(z) =az?+bz+c, con a # 0, un polinomio cuadrdtico genérico,
y sea q(z) = 2> — A, donde A = b2 — dac. Entonces H, es conjugada a Hy, una
conjugacion es dada por la aplicacion afin 7(z) = 2az +b.

En consecuencia para estudiar la funcién de iteracién de Halley asociada a un
polinomio cuadrético genérico p(z) = az? + bz + ¢ es suficiente estudiar la dinimica

de la funcién de iteracién de Halley del polinomio g(z) = 2>~ A, donde A = b —4dac.
Maés general, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 9 Sea p € Pol(C) y sea T(z) = az+ B, con a # 0, una transformacion
afin. Sea q(z) = (po T)(z) entonces T o HyoT™' = H,,.
Demostracién. Tenemos que

< ¢ 20(T1() ¢ (T7(2))
Hy (174)) = ) ~ S o = g - ) ¢ TGN

Ahora como g o T~!(z) = p(z) tenemos que (g oT7Y) (2) = ¢ (TX(2)) (T7Y) (2) =
q(T- ‘(z))l de donde ¢ (T-1(2)) = a (g0 T™!)'(2) = ap/(2), es decir, ¢'oT~!(z) =
ap/(z). Luego ap’(z) = (¢ oY) (2) = d (T ()T~ 1) (2), de donde ap’(z) =
7' (T7Y(2)) =, y de esto ¢" (77'(2)) = a?p"(z). Reemplazando esto en la expresion
de H,(T'(z)), obtenemos

z-B 2p(2)p'(2)
Hao ™0 = 3~ SR @) s ()

Por lo tanto,

B (=L 2(:)p'(2) )
i i T( « o 2@E) - pr @)

2= 2p(2)p'(2)
= "( a a(2<p'(z))’—p(z)p"(z>)>”’
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o B
26/ - P )

= Hp(2),

esto es, T o Hyo T™! = H,, lo que completa la prueba.

Teorema 10 Sea p € Pol(C) y b € C una constante distinta de cero. Si §(z) =
bp(z) entonces H; = H, .

Demostracién. Tenemos que

e e ST
Hile) 2@ - 170

_ L @)
2(bp/(2))” — bp(2)bp"(2)
5 26%p(2)p'(2)
2 (2(0(2))* - p(2)p"(2))
)G
2(0(2))” - p(2)"(2)
= Hy(2),

lo que completa la prueba.

Para el caso especial de polinomios ciibicos tenemos el siguiente

Teorema 11 Sea p(z) = (z — a)(z — b)(z — ¢) un polinomio ciibico genérico, con
a, b y c sus raices, ordenadas del siguiente modo 0 < |a| < |b| < |¢|. Sea T(2) =
(c—a)z+a y q(z) = poT(z). Entonces H, es conjugada a Hy, y T es una
conjugacion. Ademds, si §(z) = z(z —1)(z — p), donde p = (b—a)/(c — a) entonces
H, es conjugada a Hj.

Demostracién. Tenemos que ¢(z) = A%z(z — 1)(z — p), donde A =c—a y p=
(b—a)/(c — a). La prueba se sigue directamente de los Teoremas 7 y 8.
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6 Puntos criticos de la funcién de iteracién de

Halley

2p(2)r'(2)

Sea p(z) € Pol(C) un polinomio complejo, y sea Hp(z) = z2— ——————
3 2(¢/())" - p(2)p"(2)

su funcién de iteracién de Halley asociada. Tenemos

_ ()’ (36/() = 20/ (2)p"(2)

Hi(2)
@) - pp)’

P

luego, Hj(z) = 0 siy sélo si, o bien p(z) = 0 (raices de p) o bien S(p)(z) = 0,

donde -
p(z) 3 (p"(z))
pl(z)  2\P(2)

S(p)(2) =

es la derivada Schwarziana de p(z) .

Ahora, si p(a) = 0 entonces Hj(a) = 0 y por lo tanto las raices de p(z) son
puntos fijos superatractores de H,. Por otra parte, la ecuacién de punto fijo, Hy(z) =
z tiene como soluciones las raices de p(z) o las soluciones de la ecuacién p(z) =0,
es decir, los puntos criticos de p(z). Ahora, si § es un punto fijo de H, que no es
rafz de p entonces
@(B)?3(@"(8)? _ ,

((8))*(@"(8))? i

por lo tanto los nuevos puntos fijos que aparecen para H, son repulsores, y como
tales pueden alterar la cuenca de atraccién de las raices.

Los puntos criticos libre son las soluciones de la ecuacién S,(z) =0 y que no son
raices de p(z). Como H,(z) es una funcién racional de grade 2d — 1 y p(z) tiene
d raices, existen d — 1 puntos criticos libres.

Hy(p) =

7 Funciones de iteracién de Konig y de Schroder

Sea p € Pol(C) un polinomio. Se define la familia de funcién de iteracién de Kénig
deorden 0 =2,3,..., K,p, asociada a p como

(0=2)
Kop(2) = 2+ (o = 1) (L))

@EE)

Por ejemplo, podemos calcular fécilmente las funciones de iteracién de Kénig de orden
2, 3 y 4 obteniendo

s N
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Kap(z) = Ny(z)  (funcién de iteracién de Newton)
2 ,
Ksp(2) p(2)p'(2) Hy(z)  (funcién de iteracién de Halley)

T2 - ()
5 3p(2) (p(2)0"(2) - 2 (#(2))*)
6p(2)p(2)p(2) = 6 (#(2))° = (0(2))*#"(2)

Como vemos la complejidad de las expresiones para las funciones de iteracién de Kénig
van creciendo con el orden ¢, esta denominacién para el orden es justificada por el
siguiente teorema

Kap(2)

Teorema 12 ([13]). Sea g : C — C una funcion analitica, y sea Ko, su funcion
de iteracion de Konig asociada. Si z es un cero simple de g entonces

Kog(20) = Kpg(20) = Kpg(zo) = - = {57 (z0) =0, vy K{(z0) #0.
Vemos entonces que, localmente, la funcién K,, en una vecindad de z, es con-
jugada a la funcién f(z) = z” en una vecindad del origen.
Definimos ahora otra familia de funciones de iteracién. Sea p € Pol(C) un poli-

nomio. La funcién de iteracién de Schroder de orden o = 2,3,..., S,,, asociada a
p(z) es dada por

o-1
Sop(2) = 2+ 3 ek(z)(=p(2)*, o=23,...,
k=1

donde

(;1)*“_( L 1) (_Li) B
P()dz) ~ \pR)dz) \p(2)dz '“(#(45)

(k=1)— factores

Tenemos el siguiente teorema

Teorema 13 ([13]). Sea g : C — C una funcidn analitica, y s€a Sy, su funcidn de
iteracion de Schroder de orden o asociada. Si zg es un cero simple de g entonces

Sag(20) = S} g(20) = Sug(z0) =+ = S\ (20) =0, y S%(z0) £0.
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Por lo tanto, como antes tenemos que, localmente, la funcién S,,, en una vecindad
de zg es conjugada a la funcién f(z) = z7 en una vecindad del origen.
Calculando las primeras tres funciones de iteracién de Schroder, tenemos.

Sop(z) = Np(z) (funcién de iteracién de Newton)

OB OICO)
Pz 20(2)

S3.P(Z )

PP L ) K
R 2R @)

Sd.p(’) =

Respecto a la conjugacién de estas funciones de iteracion tenemos

Teorema 14 Sea p € Pol(C) un polinomio y sea k € C una constante. Si q(z) =
kp(z) entonces Ko = Kop Y Soq=Sep para o =2,3,4.

Demostracién. Para Ky, (Newton)y Kz, (Halley) ya lo probamos. Para o = 4
tenemos
34(2) (a(2)a"(2) — 2(d'(2))%)

) = e ) S~ W )

el (el - 20
6ap(z)ap!(2)ap”(z) — 6a° (#'(2))” — 0> ((2))" ap""(2)
= Wiy(2)

Para las funciones de iteracién de Schroder, vimos que Sy, (Newton) y no tenemos
nada que probar. Para ¢ = 3, tenemos

az)  (a(2)d"(z)

R ) )

L) 0E) ()
@(z)  203((2)°

p(z)  (0(x)*p"(2)

= z— —L _

Pz 2((2)°
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= S3p(2).

Finalmente, para o = 4, tenemos

2
R e %p’(z)p"’(z)) @ (o(2))"
) R o ((2)°

I

54,.7(2)

o) ey (3 - ) 6
2R $
PE) - 2(() @)’

= Sip(z).
Lo que completa la prueba.

Teorema 15 Sean T'(z) = az+f con a #0, y p € Pol(C). Sea q(z) = (poT)(z)
entonces T o Kggq0 T-' = Kop y To S,‘qu" = Sop, para 0 = 2,3,4.

Demostracién. Para K, con ¢ = 2,3 ya fue probado. Ahora, como p(z) =
qoT(z) tenemos p'(z) = ¢' (7()) (I71)' (z) = ¢ (T~}(2)) /a, de donde ¢’ (T~(2)) =
ap'(z) , es decir, ¢'oT~(z) = ap'(z) , derivando otra vez tenemos ap”(z) = ¢" (T'~(2)) /a,
luego ¢” o T7%(z) = a?p"(z), finalmente de modo andlogo vemos que a?p”(z) =
¢” (T~%(z)) /a y de ahi obtenemos ¢” o T~(z) = a®p"(2).
Usando esos célculos, tenemos
Keqo T-A@MN=1TS1(E)
30(17) (1 (07 @)a" (17E) - 20’ (17'(2)°)

6g(T1(2)) ' (T-1()) 0" (T-1(2)) — 6 (' (T-1(2)))° = (a (T-2(2)))* ¢ (T-1(2))
iy 39(2) (a0(2)p"(2) - 20° (7'(2))°)

a 6a%p()/(2)p"(2) - 603 (0'(2))° - (p(2)) 2% (2)

T 39(2) (20" () - 2 7'(2))?)
@ a (B () - 6 () - ()7 5(2))

Asi,

Tio KoL) s N 30(2) (p(2)p"(z) = 20/ (2))*) o
T = T e e () - s - 6 o)
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- 3n(2) (p(2)p"(2) - 2(0'(2))°)
6p(2)p/(2)p"(2) - 6 (2'(2))° — (p(2))*p"(2)
= Kap(2)
Para las funciones de iteracién de Schroder, tenemos
B s T S L) D i (:)) (T ‘(z) )
s o T(T O-TEe) T 2@ @)
(=0 o) aa®'() (@)’
a apx)  22°(p(2)
_ L @) p=) )
PG 2((2)°
= 58a(2);
S (2 W (el () P (= )
S4q0T Y (z) = T7Y(2) 7@ () 2(q (T-1()))
(@) (3 6" @) - 3 (76) " (@)
= +6
(' (T(2)))
LR R M
T T o) (30" - o)
a ap(x)  209((2) a (¢/(2))°

luego,
¥ 2=f _ p(z)  a(e)’p(z)
ToSsqo0T lz) = a e ) _._—.5._20(1’(1) =
1 1
a(p(z))a __( u( Rl ey "
(30" 5O (Z)>+a
a(p(2))
= Sip(2),

esto es T 0 S4q0 T ™" = S4p. Lo que completa la prueba.

De lo anterior, tenemos la siguiente
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Teorema 16 Sea p(z) = (z — a)(z — b)(z — ¢) un polinomio cibico con tres raices
distintas, ordenadas por 0 < |a| < [b] < |e|. Sean T(z) = (c—a)z+a y q(z) =
poT(z). Entonces K,p es conjugada a Koq, y Sap es conjugada a Sgq, para
o = 2,3,4, y una conjugacion es dada por T . Ademds, si §(z) = z(z — 1)(z — p),
donde p = (b—a)/(c—a) entonces Kqq es conjugada a K5, y Soq €s conjugada
a Sy, para 0 =2,3,4.

Demostracién. Tenemos que ¢(z) = A3z(z — p)(z — 1), donde A =c—a y p=
(b—a)/(c — a), la prueba se sigue directamente desde el Teorema 10 y 11.

El estudio de los puntos criticos libre de las funciones de iteracién de Konig y de
Schroder escapa al objetivo de este trabajo.
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