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R esume n 

El ob1etwo que perseguimos con este traba;o e el de. rntJest.iga.1· el pm­
c.eso de enseñanza · avnmdizaje de algunos conceptos "elementales" 
dc.l Análuis Matemático, ubicados en la frontera que e.xi.si.e entre fo 
en.señaru.o ecundan'a y la uniuersitano. En el desoN"Ollo del nusmo, 
ad1unlomos un c11estionmio qtte ha sido contestado por profesores de 
ambo ámbitos de la enseiiam:n., con reconocido crpcnencta docente e 
uure.sttgodorn. En. esta e11cuesta se ha sol1crlodo mformnrtón, funda­
mtnlalmente, acerca del wo que hacen en sus uplicacrones de los ns· 
pecto de representación visual. 
Prele-ndcmos con ello, hacer b1/as1.5 en aquellos 1dca.s, conceptos y 
método molemáttcos que presentan una grnn nque.zo de r.ontenidos 11i· 
ualu, representables intuitiva y/o geométncamente, y cuya utilización 

ruulta provechosa a la hora de a.mmlarlos y mont1orlos por parte de 
lo~ alumno! 
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Además, nos apoym·emos cuando sea neces01;0 en. algún soft ware 
adecuado (MAPLEV) así como en algunos aspectos de programación 
Cll BA SIC. . 

Abstract 
The objeclive o/ this work is to investiga.le t11 e proccss o/ leaching 

· learning jor som e cleme.ntary concepts of Mathemat1cal Analysis, lo­
caled al tl1e f ront.ier between secondartJ educatfon and university edu­
cation. In the course of the same, we enclose a. questionnmre which 
has been answered by teacliers with recognized teaching and inve.'>liga­
live experience. In t.hú; questionnaire we have, mainly, asked / or sorne 
informat ion, about the use o/ the aspe.et¡,· aj visual display that tJ1ey make 
in lh eir expla nat.iorl.S. 

We t ry to pul emphasis on those ideas, concepts and matlt ematicnl 
metl1ods that usuo.l show a greal wealth of visual contents, and mn be 
represented rni.uitively a,nd - or geometricaly, and their utiliza.tion is 
advantageous f or student 's use. 

Besides, when it were necessanJ, we wou ld base on sorne adequate 
soft ware ( MA PLE\I) a.nd in sorne aspects o/ programming in BASJC. 

1 INTRODUCCIÓN. 

Esle 1rnbajo const ituye parte de una investigación de más amplias miras que rea­
lizamos en la Unh •ersidnd de La Laguna, TENERIFE y en el que se persigue indagar 
el estado en q ue se encuentra Ja ensef1nnzu. - aprendizaje y las perspetZLivas de fu t uro 
de n.Jgunos lemas cu los que los tópico~ son: 

- el conjtmlo de los 11:1ímeros 1·eales y su completitud, 
- sucesrones de ntímern 1'Cales, 
· opcro.ción paso al lún'il.e, 
· senes numcfrir.a.~ , etc. 

ubicados en la fromera que ex is t.c ent.re ta enseñanza secundari a y uni versitaria . 
Es bion conoada la díficu lt nd que ent.raii.tu1 a lgunas cues t iones relaciooadas con Jos 
lemas señalados y es por eso que, haciendo uso de In experiencia de profesores cua li­
fi cados , de cntrc\•istas cuo.lil nt,ivM rentizo.das o. a lumnos que terminan el Bacb i!Jerat.o 
Y de medios mionnáticos cnd n vez más u.l uso, enfocamos nuestro est.udio pa.rn que 
n los aJumnos les resulte más UBequible y a.Lrnctivo el progreso en la concepción y 
ru ruupulacHSn de est.a& id as . 

En l"!Sl.C: mkuJo nos cerl ircmos f11 11chuncnLalmente o. anali zar aspectos visuales 
rc.loc1onMlos con la comple1.i1.ucl de H. , h1 no compleLitud de Q , el límite de una 
suc:cs.i6n de muncroc reales y a lgunos Lcorcma.s a.fines, fina lizando con Ja ex posición 
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de cu tioncs relacionadas con la operación "paso a l límite .. y su ut.ilizu.ci6n por 

parte de nuestros a lumnos. 
Las ideas bAsicn.s del Anális is Matemático como .. orden" , "dist.a ncia", "com~ 

pi tit.ud", "sucesión" 1 "paso a l límite", "continuidad", ele., presenf,a n una enorme 
riqueza de contenidos vistmlcs, ln.s cua les pueden representarse int.uit.ivamente con 
elementos geométricos. Estas representaciones se apro,·echan parn: 

Transmitir idea.~ o conceptos nuevos (emeñaru.o) 
Maneiar y relncionar entre sí nuevas ideas (aprtndua1e y/o ada7Jtacirín 
al me.dio) 
Ruolución de problemas. 

Existe n en la litcrnt.urn numerosas definiciones de visualización; nasal.ros nos 
quedamos con la el fini ión que Miguel de Guzmán hace sobre ella: 

"La visualización es mm. f orma de actuar con atención explícita a las posibles 
repre entaciones concrct.a.~ en cuanto de.suelan lru rclacwnc.s abst.m ctas que al 
mntemático mt.eresann (Miguel de Guzmán l!O}) . 

Así pues la visunlizo.ció11 1 que en su más profundo significado constituye un 
11proccso interior" 1 que se nrnnifiest.o. en una acción en la que las pcrsono.s esta blecen 
una relación ent re uno. construcción interna y "algo" a lo que se t.ienc acceso mediante 
los sentidos ("aJgo" = dibujo1 construcción externa, diagra ma, gró.ficu., .. . ), será en 
lo que s igue una herramienta. extra.ordina riamente úül para mejornr en lo posible la 
transmisión del conocimiento. 

"LM tendencias fonnali8tas imperantes dumnte buena parte del 8i,qlo X X , hnn 
relegado a 6q¡tmdo t.érmino la visual1zac1ón, tratándola con desconfianza y ron 
806pecha, ~ m embargo 1mrece que se /JUCde percibir una cierta t.endcncia hacia la 
reno11ae1ón del papel de la 11isualización en I quehacer matemáttco, con der.tsión y 
8egundad tnlre quienes se ocupan de la arwestigacaón en cducarión matemática" 
(Miguel de Guzmfo [10]). 

Enlendemos que Guzmá n, al habla r de la visuaHzación en el párrafo nnt.erior, 
se refiere a Ja construcción cxl.ernn (representa ión gráfica, d ibujo o d iagro.ma) de 
las ideas maL mát.ícns. Por cst.a razón y con objeto d ser prá.cl icoa, nu stro !.rabo.jo 
no pcrsjg·ue hacer una epistemología sobre la visua lización; no pretendemos anulizar 
los significados profundos ni hUJ diferentes vert ie.nt.c5 que exis t n sobre In misma , 
pero sf qu remos hacer uso de aquellos aspectos visuales - represent.ativos que sean 
\\tilcs pars 1 proceso d t.rnnsmil.ir conceptos y para el proceso de recibir1 nsimilar 1 

ma.ncjar y relacionarlos nt re sL.. De igual íorma1 no har mos j uicios de valor 
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sobre "ln.s vir tudes de la visualización" , ni clasificaremos a los profesores por el uso 
que hngl\n de In misma, puesto que corno hemos indicado la usaremos como unn 
herramienta , un complement.o mús para el desarrollo del proceso de enseñanza · 
aprendiznje. 

Sentadas estas bases , y como el propio Miguel de Guzmán afirma en su nrLículo 
"Dos Mpcclos determinan1.es de In educación matemá tica del fu t uro: Incidencias del 
ordenador; El papel de la visualización": 

"La 11isualu ac1ón es un proceso de intelección directa y desCllnsada, ¡u~ra sólo 
11ara el que está sufic1cnt.enumte prnpamdo vara realU:arlo de manero efietU ... La 
realización de la uisuolit oción de modo correcto, de tal ma.nero que sea un proceso 
111.mlndemmente prouech.oso requiere una pn!.paración preoia, una educación que no 
muchos matemáticos son capaces de transmitir .. . En la presentación oro/ de una 
uis ualu ación lo! clement.os 11an avareciendo poco a poco completando una imagen 
que empieza iendo imple y termin a ta.l 11ez extnwrdúw.riamente complicada ... La 
11iauali..:::aci6 11 e•, por tanto un 71rocc1JO dindmico. " 

ucslro propósilo, por tanto es cont.ribuir de alguna manera a mejorar !u 
cnseñanzo de algunos tópicos del análisis matemát ico donde los procesos dinámicos 
adquic.rCJl toda su íuerza e incitar a los docentes a usar de form a ha bitual los procesos 
formales "reforzados con 1.écn.icas visuales". 

"S e dice que Ein.d .e in pcna6 en términoa pict6ricoa. Parece que .sería útil para 

nucalro• u tudia nl.clJ qu e pien1ten también de c1'ta manero" { uSobre la resistencia fl 

ui.f ualu ar en rnatemóltca.s." T. Eisember & T. Dreyfus [6J) . 

Los conceptos que i.rnLa.remos de amdizar , para su pos terior enseñanza en el 
entorno educacivo son Jos relacionados con la completit.ud de R , las sucesiones de 
números reales y la operación de "pu.so al lími te" . 

Por OtNL parte, }' para desnrrollnr este traba jo anali zaremos el conLenido de 
lus contestac.ioncs que han prescnl1tldo profesores de reconocida experiencia en In 
un ñauza secundaria - univcrsit:aria. a. la encuesta que se presenta más adelante y 

quo nos sen:i rá de onentación po.ra: 

. llnol1.:ar cuol1lnl111nm cntc "lo q1ie picnso.n " y "cómo piensann es f.os 
pro/ uorc1' sobre fa "pm·f.e int.uiti1Ja" y la "parte formal" de cu.estion es 
fundnmenlale..c y opnrcnl.ementc .~imvles del análisis. 

· Sabtr el u.so 11 lo nn¡JOr l.rm c. ia qttc dan a las represenloC1oncs vr.suales. 
- Conocer en mud10.s casos cóm o se ha trasm.1t1do el conocrm rc n.to de 

cslm cuutronu li ast.n el momento, cóm o se trosm1te en lo a.ctualidnd 
y s1 .se pert:tbe algún ca.múi.o con vistas al futu ro. 

Concluiremos nucsl ro lrnbnjo con una seri e de a plicaciones de un pa.quet.e in­
íoruuhico, como MAP LEV, en el destlrrollo de un tema conocido como el de "suce-
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siones". Además en est.c últ.imo apart.ndo, uti lizaremos aspec1os sencil los de progra­
mación en BASIC parn apoyl\I' el esquema conceptuaJ que a cont.inuación vamos a 
proponer. 

2 U N ESQUEMA C ONCEPTUAL Y EL OR-
DENADOR. 

So sabe que a t.ravés de la historia , In génesis y evolución de los conceptos 
matemáticos han sido muy diversas y que éstos han tenido puntos de partida dife­
rentes; por ejemplo en el siglo XVIII , los matemáticos, a partir de sit.uaciones intuit.i­
Vl\.8 lograron formalizar ideas o conceptos, que más tarde conducirían a importa.nt.es 
resul tados del cálculo infinitesimal. 

En la literal.Ura sobre Educación Matemática está bien ext.end ida la idea de 
que es importante utilizar est.a génesis y evolución de los concept.os para el proceso 
de enseñanza (Hitl., [SJ); pero por otra parte, cuando Lratamos de iniciar a los 
alumnos en el estudio de nuevos objetos, desde nuestro punt.o de vist.a pensamos 
que los profesores, conscient.e o inconscientemcnt.e, seguimos un esquema nat,urnl, 
similar aJ que exponemos y j ust.ificamos a continuación. Este esquema se apoya en 
cuatro puntos básicos o de referencia que, por orden de aparición, irán ayudando a 
consolidar y estruct.urnr las idens y conceptos matemáticos de nuestros estud iantes: 

a) Ln. va.labm (enunciado). 
b) la representación simbólica. 
e) La represenln.ción visual. 
d) La ma.nipulación. 

n) Cuando el profesor de matemáticas inicia a sus alumnos en el estudio de 
un nuevo concepto, como puede ser el de sucesión, función, límit.e, derivada, et,c., 
el primer paso consiste, en general1 en dnr una definición o explicación medhmt.e 
pl\lnbras (ob"iamcnt.e se tnl:t.a del enunciado); con ello, en la mente de Ct\da ind ividuo 
se creará una primera aproximación o imag n mental de lo que el profesor desea 
transm1ür. 

b ) Posterionnente, el docente introducirá la simbología que permit.irá. fo r­
malizarlo y aclarar, en muchos casos, la defin ición. 

e) Con la representación visual o gráfica correspondiente la idea es asimilada 
por el alumno que hace de In misma 11algo" propio e interior. La imagen que el 
aJumno ha captado se identifica con Ja forma material que es la represent.ación 
gráfica. 

d ) Por 1a.nto se est.á en condiciones de comenzar a 1rabaja r y manipu lar la 
rea lidad matem, li a 1 explorándola e investigándola para a.sí obl.ener conclusiones. 
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Esta liltima fase, de manipulación y /o aplicación, se puede llevar a cnbo me­
din.nte el uso del ordenador corno inst rumento complementario de t rabajo, Jo que 
fncili tnró. el desarrollo de su formación matemá.tica. 

Ln presencie del ordenador en el aula1 con sus amplias perspectivas de futuro1 

está cnm binndo la dinámica de la situación didáctica (profesor-alumno-inst rumentos 
cl idáct.icos) . El proíesor comienza a tener un papel secundario, ya que su labor debe 
ser sólo orientadora y ést.a consistirá. en introducir al alumno en un proceso de 
n.¡>rendizaje basado en la experimentación y la práctica de los métodos de ensayo­
crror. De esta forma, a partir de Jos c0n0cimientos básicos previos y de ciertos 
observaciones del docent.e, el alumn0 p0co a poco , se senti rá capaz de const.11uir 
su conocimiento. Sus pequeños pero propios descubrimientos le harán sent ir In 
satisfacción de un autént ico investigacfor y le motivarán a continuar proíundizando 
en el campo de la matemát.ica; asl pues: 

- Cuando el alumno por sí mismo, utilizando la técnica de auto · aprendiza3e, 
e11 la que él es el centro de la actividad educativa, cubre los contenidos pro­
¡w esto , experimentan.do (equivocándose y auto - corrigiéndose) y llegando 

· 'buC::~~o~I°~J':mC:-::;1,';;ll§Vi.Sualizado" la tarea a desarrollar, .. 
· Cuando el alumno ha 11salvado 1' (grabado) y prntegido su propio t.rnbajo1 •• 

• Cuando lo ha impreso para llevado como un documento de su propia 
creación, ... 

"lu siLunc.ión didáct ica" es bien d i feren ~e a la t.rad icional o estándar, en la que el 
proícsor imparte su clase magistral y el alumno permanece pasivo tomando noLn 
(desde luego no es lo mismo que un al umno obtenga , por ejemplo, un listado de 
integrales en el aula o de un li bro de t".e"xt.o , a que ese mismo alumno const r uya el 
lisLndo y "lo hago suyo"). 

ExisLe.n numerosl\S razones por lus que el uso del ordenador ofrece ventejns 
(A millo, Ballos<oros y otros, [2]): 

• Cambra la percepción del est.ud'ianle sobre las matemáticas. 
• Peno.de la conamt:m.cfón en la rnsoluciórt de pro blemas. 
- bwlla a e:rpenmenl.a.r. 
• llcuilalü.o el ~nfcu.ía geom étrico • v i.mal. 

• Moln10 
. Proporciona mndurez. 

Es 1mpon aote destacar que si ut ilizamos un soft.ware adecuado, como pudiera 
sc.r MAPLE , los aparll\dos b}, e) y d) del esquema pre.sentado podrían desu.rro· 
ll o..rsc nou1.blcm nte, dado que el núcleo de cálcu lo simbólico de este sof1;ware es muy 
potente y sus capncidedes grd.fi cD..'I su fi c icn ~es . 

Es e n C5 LC conte x t o do nde q ue rem os movern os y desa rro llar nuestro 
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futuro invcstigoc ión. Noa npoyoremos en el esquema conceptual propuest.0 1 en In 
encuesta. forruulndo , en .el uso del orclenndor y en nuesue propin ex periencia. 

3 ENCUESTA, RECOGIDA D E DATOS Y 

ANÁLISIS. 
3.A) - E CUESTA. 

Ln presente encucstn, anónima. y onfidcncial, se propuso a doce profesores del 
O pnrta ruento de Anális is MLitemát.ico de la Univenildad d Lu Laguna (Tenerife 1 

ESPA · A), In mayoría de los cuales 1.icne una amplia experienciíl, de una u oLrn 
forma, en lo n ñnnZll s cund(l.rio.. 

Se l\U&Jizaron 1:\\ n.zar, seis de el11\5, las que en orden cronológico fueron ent.regttdns 
a los l\Ulorcs d est t.rnbajo. 

El obJelivo perseguido: 

• o.no.liza.r lo que los profesores piensan, 
• xo.minar cómo los profesores explican, 
- indagar en los aspect.os vistudcs c¡uc utilizan cuando explican y 

- sondear el estado en que se cncucnt.rn In enseñanza - aprendizaje y lo.s perspect.iva.s 
do ful.uro de los tópicos: 

ComJ)lc t.itud de R 

S11ccaio n e11 de nthncro1t N;al cA 11 

Opemci6n de "11«lJO al Umitc". 

Lo. encuesta es la s iguiente; 

J.- u nndo reAexio nns sobr o In comple titud d e R . 

1.1 ¿Qué imogen mental Le sugiere? 
1.2 l CuAI ría Ju roprcsontnción visual d esa 1mag n? 
1.3 ¿A qu o bjeto o cosu de la vida real se a..sc.meJarfa dicha rcprcscnt.Rci611? 
1.4 ¿Se correspondo estt idea. intuitiva con loe aspectos leóricos del Ax ioma 

de Completitud? ¿Cuál scrfn In dificultad o el obstáculo? 

2 .- R e8exio na sobro la no com pletitud d e Q y respondo a las c ues­
tiones siguientes: 

2 .1 ¿Qu imagen mento.l te sugier el hecho de que Q no sea. complet.o? 
2.2 ¿Cuál scrín In represent.ación visual de esa 1mag n? 
2 .3 ¿ A qu objeto o cosa de In ,1idn real se a.serueJaria dicha repr sent.o.ción? 
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2.-1 ¿ Podrías dibujar un "zoom" de un subintervalo cualquiera del im.er\10.lo 
[01 lJ de la rec1,a racional? ¿ Y un zoom del zoom anterior? . 

2 .5¿ Crees que es 1mport.a.nte que un alumno de Bachillerato conozca. "al 
meuos imuitivament.e" est.ns, y otrus cuest.iones relacionadas con Q y 
con R? 

3.- C u audo reflexio nas sobre la definición (<, 11) de límite de una 
s uces ió n d e núme ros rea les: 

3.1 ¿Qué imagen int.uitivu t.e sugiere? 
3.2 Cuando intentas visualizar esa definición, ¿ la imagen es estática. o 

3.3 t81~¿C:J de diagrama o represent.ución usas para explicar el concepto? 
3.4 ¿ Conoces otrns a\l.ernn.l:ivu.s de representación? 
3.5 Cuando explicas las sucesiones ucot.adas de números reales, ¿ utilizas 

aJgUn Lipa de represent.ación visual? ¿ Podrías dibujarlas? 
3.6 Al hacer la demos l,rnción: "Todu sucesión convergente est.ó acotadn", 

3. 7 b~~~Z:S ex~Í~~'·~~~.!~.~!~!f~~~d~~!!~~~t " Toda sucesión de números 
reales monót.onn crecien!:e y l\Cot.ada superiormente es convergent.e" en 
el que es necesar io tLp li crw o! 1LX ioma de "completitud" de R , ¿ intro­
duces aJgú.n 1 iJ>o de rep resent.tición visual? ¿ Podrías dibujarla? 

3.8 l Crees que un tllumno de Bacbillernto- Logse podría asimilar con 
gl\tMIÍt\S la defin ición de límit.e (c, 11)? ¿Por qué? 

3. 9 l Picn.sas que se doborfi.1 de oxpli cRr n estos niveles? 
3. 1 O Si crees que 1101 ;, en qué uspectos (conceptos) se debiera "insisl.ir" en 

el Bnchilterat.o paro. que Ju. fo rmación del ttlumno mejora ra a la hora 
de ingTCSar n In Univorsidl(d? 
CAicuio 1>roposiciono.I. 

a.lor obaolut.o (d istnncia cnt.re los números r ales o ent.re dos puntos 
del phUIO R X R ). 
Relación del vnlor nbso lu t.o en R con los intervalos. 
Relación de In nplicnción "módulo" n R x R con los discos . 
Otros que propongns. 

3.J l ¿ Conoces alglÍl1 soft,wnre (paquel. iníornuitico para enscña.nzn. de lus 
IDM m'•1c:as) con el quo huccr má.s o..sequible y más at.rac tivn cstn 
pa.rte de la mBl·Omd.t.iclL? ¿ Lo utili zas con tus alumnos al menos en 
grupos reducidos u Lu despacho o salo de informática? 

4.· R fl t:txiono sobre lo operación " PASO AL L l~tfTE" . 

4.1 Según tu opinión, unndo un tllumno 11 gn a In Unh'er'Sida.d ¿tiene a.simi· 
1'-da <.'S'le operación 1 

4.2 L Piell.51\$ que los ahun noa do Bnchillcrato han sc.nrido la necesidad de 
uUli:u.r d1c:hn o¡> nici611 c:n 1llg l111 a11.1bie11Lc mat mñ11co, o el estudio hn 
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quedado limit ndo solamente ni cálculo aJgorii mico de límites de sucr­
siones? 

4.3 ¿ En qu momento d su formnción Uoi\"en1uu·1a un alumno "sicnt.c la 
necesidad " de u1.iliz1u In operación .. PASO AL LIM ITE" ? Scünln los 
tres iópicos mtis s ignificnlivos (segUn tu pumo de visl.n) . 

3.B) · RE OGIDA DE DATOS Y ANÁLI 1 . 

La es1 ructurn que ' 'lunos n seguir paro desarrollar este 1rabnjo será In sigui nt.e: 

En primer lugnr rccogcrcmo8 l ext.ludmcnt.e las respuestas así como las rcprescnt.n­
cioncs visuales más s ignifica l.ivns del nparwdo uno y dos, procediendo seguiclumcnt.c 
n su and.lisls y ob1enci611 de conclusiones. Posten onnen1e ui.iliznrcmos el mismo 
esquero plU"B los apart.ocloi:i 3 y ti . 

R espuest os t extuales o los upartudos l y 2 . 

1. 1 Profesor A : Algo continuo, complt:tamen'e "lleno". 
Profesor B: Cont.ifuw. 
Profesor C: Un conj1ml.o compacto, m "'ogu1cro~" n.i ji.~m'M. 

Profesor D : La idea de contmu1dad 
Profesor E: Un continuo, sm pnnc1p10 na fin , m ag1.J.jcros. 
Profesor F : Algo com¡mcto, $Ólido, /onnondo un todo que 11 0 tiene fin. 

1.2 Profesor A : /.,,a rectn, la líriea continua 
Profesor B: Jlect.a, curua contmua 
Profesor C: Una recta contuwn 
Profesor D : /.,,a de mw recta. la del •ducumr dt:l tr.empo". 
Profesor E: Una recta, un alambre mfin1Jo. 
Profesor F: Una n~ctti 1linutada 

1.3 Profesor A: Las lfoeas co11tmuM en uno corn:.tera; o un hilo ccmtm.uo d~ 
aguo .fal1c11do de tm grifo. 
Profesor B: Idea de coutrnuidad, recta ideal 
Profesor C: No hay nada tn la mda real tan absoluta.m ente com7mcto, 
110 qut: la materia estl'Í / onnoda por átomoJ qu.c no son compacto.y y tle1011 
l'O.l"r'Os entre 81'. 
Profesor O: El t1em1>0. El espac:-10. 
Profesor E: lll t.iempo. 
Profesor F: Unc1 calle muy lciryo tal que . .n m1rnmo., a la izquw rda o n la 
dcr«.hn no podemos 1magmon10" donde acabo 
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1.4 Profesor A: Oreo que es sólo una idea intu1twa., porque teóncarnente 
hemos de .mtrod11cir una rnlación de orden parn la expl1cac1ón del Axioma 
de Completitud. 
Proíesor B: No se c01Tesponde en absoluto. Lo dtfic ullad es mcmrfiesla , 
pasaro11 2500 añ.os hasta que se formuló el Axioma de Compfct,rtud. 
Profesor C: St', La dificult.ad w1"[)e a ¡mrtir del hecho de que lo.i; número.,· 
racionales no "llenan. " p01· com71leto la recta num én ca. Por e1emplo ../2 r/. 
Q y aunque se pueden dru· sucesiones racionales de aproximacrones a. -./?. 

el conjunto de las colas superiores de P = {:z: E Q lx2 < 2} no posee 
mln imo en Q pero si en R. Por es ta razón se dice que R es completo, 
m ientms qtJe Q no lo es. 
Profesor D : La medida del tiem7w 1n~ efectúa liabitualm ent.e de modo dt.s­
creto. La medida del es7Jacio se :mele presenta r con medida apro:trmada.s. 
P rofesor E: No creo, en la 11id.a cotidfo11a los números re.oles n.o se 1is a11 . 
P ro fesor F: La inf.erpretación intuihva del apartado último no se r.o· 
rresponde con los a.sv ectos teóricos del axioma de completitud ya que este 
11:tromo es creado por la m ente hmnano. a efectos de elaboror un.a t.eon 'a. 
la d1fieull,a4 serr~a q1te lenri.ría.rtwii que recoN"Cr e incluso uisualiiar muy 
detaJlodament.c los pa.sos necesados JJ(U'O llegar al axioma de co m.pletil'11d. 

2.1 P rofesor A: Una, colección de infinitos ptmlos, que pueden estar lrrn 
')ráxtmos" com.o uno quiera y n pesar de eso podemos separn.r siempre 
cm dos co111u11tos di.sjunl.os 11 cerTados. Al hablar de cerrados, la imagc11 
mental que te ngo de Q es la colección de puntos ordenado.sen la recta R . 
Profesor B: Nube de ¡nm.tos. 
Profesor C : Un conjv.nt.o l.ot.nlmentc d1sconti1mo debido a l.os r11im eros 
1rrooonole.\. 
Profe.so r O : La de di.'Jconlimtidad. 
ProfQ.SO r E: Un disco ntinuo. 
P rofo.sor F: A191í11 r.onjmtlo e.u que sus clcm e11los estén dr.stan.c10.dos 111108 
de OITO!f 

2 .2 Profcsor A: l,a rc11rcse11l.nció11 uisual de la m1age-r1 menlaJ de la no com­
pld.d.ud de Q so11 los 1Jt1. 11/. o.~ tle Q sobre la recta R /an próxrmos co m u 
uno qu1cn1 

P rofe.sor B : Un collar rle c11eut.n3 sm lulo. 
Profesor C: Una recia d1.1cantmua en todo3 s u.s puntos. 
Profe.sor O : Lo de u.nn recta co11 lw caM. 
ProfCM>r E : Un r.<mJunl.o de rnfimto.'J punto.i; scgcudtM pero con hucm.i; 
cnll't' dio• 
ProíCM>r F' : Una rcrlo con ag1vcro.t. 
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2.3 Profesor A : P1msnria en el cielo lleno de m-r/Jones de esll"ellfLS. 
Profesor B: .La 11ida real no es tan retorcida 
Profesor C : Orco que no es representable gróficnm.ent.e. Pertenece al 
mundo de lo.i1 conceptos o ideas y no al mrmdo reaL 
Profesor D : Ur1n imagtm tridimensional t:nD la de: tm. queso lipo gniyére. 
P r ofesor E: No co1lte.~tn . 

Profesor F: Una aue11ida m "Y larga tal que en. uno de sus bm·des hay 
plant.ado,, árboles a lo lnrgo de ella. 

2.4 Pro fesor A: 

Profesor B: 

l11 l&iuaposc1110 al inlorvcüo [0,1] 

y lo•putl.Os. los rocioncüos on {O, I] ; 

la 1du 9.u:iliva qua tango do Q os la 
de "'puri.o1 Kpal' odo(', 

Figuro J. 

Figuro 2. 

P rofe.sor C: Un zoom de un ubmteroalo (O, lj C Q n~prcsenta1·ía la 
cst:roctum de t.odo ¡o, lj . Recuerda a lo$ fmc/Dies, en los qite 1ma vartc 
representa el t.odo. Por otro parte, creo que lo$ representaciones 11is1rnle.v 
son pcltgrosa.s en nmc/uts ocasiones ya que en lugar de aclarar u11. concevto, 

conducen a una int1H7Jrctnción equwocoda del mr,rm.o. 
Profesor D: Se hace algo com11ltcodo. 
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todas ellas aluden de algún modo a la continuidad del conjunto de los números 
reales: 

- En términos de las secciones de números reales: 
" Toda sección de números reales se define por cierto número" (Axioma de Dedekind) 

- En términos de los segmentos encajados: 
" Toda familia de segmentos encajados tiene una intersección no vacía" {Axioma de 
Cantor) . 

- En términos de la cota superior e inferior de los conjuntos: 
"Todo conjunto no vacío de R, acotado superiormente, tiene extremo superior y todo 
conjunto no vacío de R , acotado inferiormente, tiene extremo inferior" (Axioma de 
Weierstrass) (Enciclopedia de las Matemáticas, [16]). 

Esta últ ima versión es a la que nosotros nos referiremos (quizás sea la más uti­
lizada), pero en todo caso no es una verdad evidente por sí misma que la continuidad 
de R se desprenda de esos enunciados: 

"La interpretación intuitiva del apartado último no se corresponde con lo.<; 
aspectos teóricos del axioma de completitud ya que este axioma es creado por la 
m ente humana a efectos de crear una teoría. La dificultad seria que tendríamos que 
recorrer e incluso visualizar muy detalladamente los pasos necesarios paro llegar al 
axioma de completitud" (Profesor E). 

"Sí, la difi cultad surge a partir del hecho de que los racionales "no llenan" por 
completo la recta numérica . .. " (Profesor C). 

No es por tanto sencillo llegar a un resultado como éste y es lógico que el 
alumno tenga verdaderas dificultades para entenderlo. Nótese que dentro de la 
tercera versión del axioma hay implicados varios conceptos que tiene que relacionar 
simultáneamente: 

el de conjunto, 
el de conjunto ordenado (y las propiedades que conlleva) , 
elementos notables de un subconjunto de un conjunto ordenado (máximo , 
cota superior, mínima cota superior o supremo, .. . ); 

se hace por tanto necesario indagar más profundamente en la propiedad y compararla 
con otras situaciones para aclarar las ideas. 

De la misma forma que en la vida real para poder valorar en toda su dimensión 
la libertad es necesario no haberla disfrutado 1 o para valorar la felicidad es nece­
sario haber sido previamente infeliz , para comprender la completitud es fundamental 
saber que significado tiene la no completitud. Por esta razón se han formulado las 
cuest,iones del apartado dos de la encuesta. 
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Al analizar estas respuestas, observamos que la imagen mental asociada a la 
no completitud de Q se cpmpara con "algo discontinuo". 

Q es identificado como: 

"Una colección de infinitos puntos, que pueden estar "tan próximos" como se 
quiera y a pesar de ello siempre podemos separar dos de los puntos en dos conjuntos 
disjuntos y cerrados, entendiendo por cerrados una colección de puntos ordenados 
en la recta R " (Profesor A) 

La imagen visual que algunos profesores tienen de Q se asemeja a: 

. · un collar de cuentas sin hilo, 

.- una recta con agujeros, 

.- una avenida m1iy larga tal que en uno de sus bordes hay árboles plantados, .. 
Estas tres analogías (metáforas extramatemáticas) hacen referencia a objetos o 

imágenes de una sola dimensión , mientras que las siguientes a entes de tres dimen­
siones: 

una nube de puntos, 
un queso tipo gruyére, 
el cielo lleno de millones de estrellas 

haciendo todos ellos clara alusión a la idea de "discontinuidad". 

En cuanto a su representación gráfica, el profesor que más precisa, afirma: 

11Creo que no es representable gráficamente. Pertenece al mundo de los conceptos 
o ideas y no al mundo real" (Profesor C), 

lo cual, evidentemente, es cierto dado que Q, igual que R , pertenece al mundo 
conceptual; pero no por ello podemos evitar dar una presentación intuitiva y en 
consecuencia una representación gráfica. En cualquier caso Ja imagen mental y 
su representación visual "aproximada" se hacen necesarias para los alumnos que 
comienzan a manipular estos conjuntos. 

A pesar de que las reflexiones que hacen los profe.sores parecen sencillas, en el 
fondo conllevan un fuerte aparato formal, y la mayoría. de los alumnos ingresan en 
la Universidad sin tener las ideas claras sobre el conjunto de los números reales y de 
sus subconjuntos; desconocen o confunden aspectos fundamentales como: 

la diferencia entre entero y natural, 
no identifican los enteros como racionales, 
la diferencia entre números decimales y números decimales exactos, 
la diferencia entre racional e irracional, .. 

Por ello y aunque las respuestas del apartado 2.5 han resultado variadas1 

consideramos importante que el alumno conozca estas cuestiones al inicio de la 
ca.rrera universitaria, no obstante: 
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''sin recurrir a grandes alardes teóricos "(Profesor E) 

Como consecuencia de esto, muchos profesores de Bachillerato y primero de 
carrera deben comenzar el curso con una primera lección introductora en la que s~ 
incluya un esquema similar al siguiente: 

, jPosilit!os{lf=N-{O» 

E•t•ros(Z) C'10 

N•gati•ll<(Z") 
&dmlas(Q) 

1

Dsámalssmictos 

Frocc~•llrios~(Q-2) ¡pW'OS 
/)Qci1'falssperiiid.icos midos NIÍlll•ros&.i.s(R) 

(*) Fraccionarios propiamente dichos. 

La estructura puntual de R, igual que muchas de sus propiedades, queda 
perfectamente definida cuand0 el profesor, con ayuda del esquema anterior, hace 
un recorrido que permita a los alumnos conocer la na:turaleza y las principales dife­
rencias entre los conjuntos de númerns. Debe hacerse hincapié en el hecho de que 
Q y R - Q son dos subconjuntos d·isjunt.0s de R ; para demostrarlo se prueba que 
cualquier irracional no puede expresarse como cociente de dos enteros primos entre 
sí. Es en este momento, si se cree conveniente, cuando el profesor introduce la 
conocida demostración por reducción al absurdo de que J'2 no es racional, 0 10 que 
es lo mismo, que el cuadrado de un racional no puede ser 2. 

Este esquema junto a la representación gráfica sobre una recta de los números 
reales constituye un sopmte intuit.ivo vital en la aplicación de la matemát.ica a la 
Ciencia y a la Tecnología. 

Volviendo a nuestra encuesta, el profesor C, refiriéndose a Q señala: 

"Un conjunto totalmente discontinuo debido a los números irracionales" 

Por tanto, la existencia de los números irracionales se justifica de forma gráfica 
diciendo que si se marcaran en la recta todos los racionales quedarían "huecos". 
En esos huecos están los irracionales: ±J'2,±v'3,±v'5, ... ,;r , e, ... Sería per tant.o 
conveniente que los alumnos "asignaran" a los irracionales más sencill0s, puntes 
sobre la rect.a real , ut.ilizando como punto de partida J2 (diagonal de un cuadrado 
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de lado uno), y a partir de ahí, rectángulos de altura 1 y base adecuada (por ejemplo, 
para º rellenar el hueco11 .en el que estaría J3 se tomaría un rectángulo de altura 1 
y base /2). 

Aspectos pedagógicos. 

En este punto es necesario añadir, como aspecto pedagógico, que cualquier 
concepción normal de los números irracionales, sólo se comprende realmente a partir 
de los números racionales: la imposibilidad real de manejar la representación decimal 
de un número cuando tiene infinitas cifras decimales obliga a introducir va.lores 
aproximados; por ejemplo, los números racionales 2.71828 y 2.71829 son dos valores 
aproximados del número irracional e en menos de 10- 5 por defecto y por exceso 
respectiva.mente. 

Un segundo aspecto pedagógico sería aprovechar el esquema anterior para 
hacer notar a nuestros alumnos cuestiones tan elementales como: 

- La "insuficiencia" del conjunto de los números natura les N; 

en este conjunto las ecuaciones de la forma x + a = b , a y b números naturales 
no tienen solución natural cuando a > b , y por esa razón se hace necesario "cons­
truir" un conjunto más amplio, que llamaremos el conjunto de los números enteros, 
simbolizado por Z, en el que N quede sumergido, y en el que el problema anterior 
quede resuelto. 

- La " insuficiencia" de Z; 

en este conjunto las ecuaciones de la forma x a = b , a y b números enteros, a 
distinto de cero, no siempre tienen solución entera: sólo existirá solución si a es un 
divisor de b , y por esa razón se hace necesario disponer de un nuevo conjunto, que 
se denominar conjunto de los números racionales, Q , en el que Z quede incluido, y 
en el cual todas las ecuaciones anteriores admitan solución. 

- La "insuficie ncia" de Q; 

en este conjunto las ecuaciones de la forma x 2 = a , a entero positivo, no siempre 
tienen solución racional: sólo existirá tal solución en Q , y no única, si a es un 
cuadrado perfecto, y que por esa razón se hace necesario trabajar en un conjunto 
más amplio, que será. el conjunto de los números reales, R , que contenga a Q , y en 
el que el problema anterior quede resuelto. 

- La " insuficie ncia" de R ¡ 

en este conjunto las ecuaciones de la forma x 2 +a = O, a > O, no siempre t ienen 
solución real, por lo que se hace necesario construir el conjunto de los números 
complejo C , tal que Resté contenido en C y en el que todas lo.s ecuaciones del t ipo 
a0 + a 1x + alx2 + ... anxº = O admitan solución. Esto se conoce como ºTeorema 
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Fundamental del Álgebra" . 
Est.as ideas pueden -visualizarse o geometrizarse globalmente en el siguiente 

d iagrama: 

! ~ ! 
lns\ficiencia Insuficiencia lnsufkiencia 

Figura 4. 

Hemos dejado para el final de este análisis las reflexiones que hacen los pro­
fesores encuestados al apartado 2.4 para conectarlas con ciertos aspectos teóricos y 

visuales sobre la no completitud de Q. 

Como ya hemos dicho el axioma de completitud de R se enuncia: 

"Todo s ubconjunto no vacío d e R , a cotado su p e riormente, tiene cot a 
su perio r mínima" 

su negación aplicada a Q dirá: 

1<E x is t e n s ubconjuntos no va cíos d e Q , acot a dos s uperiormente, s in cota 
supe rior m ínima" 

El profesor C señala en su respuesta a 1.4 

.. el conjunto de las cotas superiores de P = {x E Q/x 2 < 2} no posee mínimo en 
Q .. 

¿ Cómo visu a liza r es t e aserto? 

La figura 5 nos muestra. un diagrama en el que aparece el conjunto S de los 
racionales posit ivos o nulos cuyo cuadrado es menor que 2: 

S= ( •EQU{0} / •'<2) CQ 

~~~~º-5~~~~~1-A~?~l_.4_2~1_5~~~~ Q 
x~ < 2 <=:>x es x~ > 2 <=:> x e s 

Figura 5. 
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En él aparecen varios elementos de S: el O, el 0.5 1 el 1 y el 1.4 , dado que los 
cuadrados de todos ell06 son menores que 2. Además podemos ver los racionales 
1.42 y 1.5 que no pertenecen a S (pues su cuadrado es mayor que 2), pero son cotas 
superiores del mismo lo que nos permite afirmar que este subconjunto está. acotado 
superiormente. Por último, aparece un elemento r que "separa" (o se encuentra en 
la frontera) a los elementos que pertenecen a S de los que no pertenecen. 

¿ Tendrá. S extremo superior? Es decir 1 de entre todas las infinitas cotas 
superiores µ 1 1 i=l ,2,3, ... ,n, ... de S1 ¿existirá unaµ E Q que sea la menor de 
todas ellas? 

Supongamos que tal µ exista, o lo que es lo mismo, supongamos que µ = 
Sup(S); ¿ dónde se encontraría ese extremo superior? 

Existen dos alternativas: 

1) Lo más probable es pensar que a la derecha de r , y muy próximo a r , 
con lo que µ 2 > 2 (µ 2 no puede ser 2 pues el cuadrado de un racional nunca puede 
serlo). 

2) No podemos rechazar la posibilidad de queµ se encuentre a la izquierda 
de r (aunque no parezca una posibilidad natural) y, en este caso se tendría: µ 2 < 2. 

Pues bien, para la opción (1) siempre podemos encontrar un k E Q+ tal que 
(µ- k )2 sea mayor que 2 y en consecuenciaµ no sería la cota superior más pequeña. 

De igual forma, para la opción (2) siempre podemos encontrar un h E Q+ ta l 
que(µ+ h )2 sea menor que 2 lo que nos dice que(µ+ h ) E S , y como µ < µ + h 
por ser b > 0 1 µ no sería extremo superior de S 1 en contra de lo supuesto. (Véase 
Ferná.ndez Viña, [7] y Visualización y creatividad [5]). 

Estas ideas pueden visualizarse en la figura 6: 

s- (xe QU{O)/ x'< 2) ~ 

~ 
Figura 6. 
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Es ahora cuando el lector puede conectar estas reflexiones con las representa­
ciones que hacen los profesores A, 8 y D de un zoom de un subintervalo del intervalo 
[O, Jj de Q . 

Cada uno de estos profesores hace una representación gráfica del zoom distinta¡ 
no obst.ante la interpretación de las mismas nos conduce a una conclusión similar: 
La est ruct.ura de cualquier subintervalo del intervalo [O , l ] n Q es idéntica. Al inten­
tar analizar un subintervalo sumamente pequeño, entre sus extremos encontramos 
infinitos racionales que, aunque separados entre sí por diminutos huecos, ofrecen una 
visión global de ellos completamente igual a la del int.ervalo racional [O, l] , sólo que a 
una escala menor . Mediante el zoom, aumentamos esa imagen y lo que observamos 
es una visualización idéntica a la de [O , l ] n Q. 

Quizás la representación gráfica del zoom más visual y nítida para entender esto 
último es la aportada por el profesor E que torna en los dos casos subintervalos cada 
vez más pequeños del intervalo unidad, ambos centrados en 1/ 2 y de radio primero 
1/ 4 y luego 1/ 8. Así trata de indagar en la estructura de cualquier subintervalo 
raciona l de ¡o, l J en las proximidades n 1/2. 

Respuestas textuales de los apartados 3 y 4. 

3 .1 Profesor A: Me sugiere el acercamiento a un cierto valor (e l límite) 
tan to como uno quiera; acumulación de núm eros reales al límite. 
Profesor B: Nin,r¡tma. Es una defin ición sumamente elaborada tras 
siglos de trobajo. No m e parece ni obvia ni intuitiva. 
Profesor C: La de una sucesión de números de R cuya distancia f. a 
uno fijo decrece a medidn que aumenta 11 . 

Profe sor D: La imagen que me sugiere es la de un rectángulo en el que 
al acortar la base, también se <Lcorta la altura.. 
Profesor E : Aproximación de los elementos hacia un núm ero . 
Profesor F: Algo dif ícil de alcanzar tanto si es tá fijo , como si se está 
mouiendo. 

3.2 Profesor A: La ima9en es desde luego dinámica, porque vamos tomando 
mterualos con centro en el límite cada vez más pequeños y esto implica que 
los elementos de la sucesión eri ese interualo van cambiando también. 
Profesor B: Me resulta siempre dinámica. 
Pro fesor C: Al ser 11 función de t., 11 = f (t. ), cuanto menor es el valor del 
mayor ha de ser el de 11 , lo que hace que la visualizactón de la definición sea 
tot.almente dinámica. 
Pro fesor D : Esta imagen es dinámica. 
Profesor E: Dinámica . 
Profeso r F: Ambas imá!Jenes ya que al ser muy difícil el concepto cualquier 
cosa es buena pam aclamr .m comprensión. 
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3.3 Profesor A: Creo que lo explicaría sobre la recta real. 

(e 1 ) 
""• T .,/ 

Figura 7. 

P r ofesor B: El de una función continua. 

59 

Profesor C: Para explicar el concepto suelo representar los primeros 
términos de la sucesión en la recta real y le doy un valor arbitrario a (, 
por ejemplo, ( = 0.1, hallando a continuación por tanteo el correspondiente 
valor de v que verifica la definición. Luego tomo ( = O.Oí y vuelvo a hallar 
el correspondiente v. De este modo intento que los alumnos comprendan la 
definición. 
Profesor D: No suelo explicar este concepto con esta definición rigurosa. 
Profesor E: Representarlo en una recta. 

A represertarlo en una recta e. e. 
~~·v+y 

.. ., f " 

Figura 8. 

FUern, sólo un número finito de elementos¡ infinitos caen en el pozo (inter­
volo) . 
Profesor F: Por un lado una representación unidimensional, y por otro una 
representación bidimensional. 

3.4 Profesor A: Hacerlo en el planoi con la representación de la función 
f' N R 

a, 
a, 



60 R. M. Afonso Gutiérrez - J. A. Dorta Díaz 

y estudiarlo análoqamente a como se hace para lim f(x) siendo/ una función 
definida para R. . :i:-.oo 

1 ::1 · 
Figura 9. 

Profesor B: Con la definición en la mano: hay muchas posibles. 
Profesor C: Sí, análo9as a la anterior, aunque creo que esta es la más in­
tuitiva pam los alumnos y, por tanto, la mejor. 
Profesor D: No. 
Profesor E: Sí, la funcional. 

IP-L 
,, 

Figura 10. 

Profesor F: Alguna repn:sentación continua tal que en ella se pueda visua­
lizar la definición (f, v). 

3.5 Profesor A:La imagen visual de una sucesión acotada en R es la de una 
serie de puntos en un inle1'1Jalo acotado de R ( número finito o infinito de 
puntos). 

A 

Figura 11 . 
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Profesor B: Siempre utilizo gráficas paro todas las explicaciones (otra gente 
no y esto creo, es "n tema de organización mental). 

Profesor C: Utilizo la representación clásica sobre la recta real, tomando 
a 1 , a~, etc., y una cota superior K , suponiendo que la sucesión e.o; creciente. 
Profesor D: La ima_qen dinámica de ir situando sobre la recta real, los 
términos de la sucesión, todos ellos entre dos puntos destacados que son las 
cotas. 
Profesor E : Los diagramas de las cuestiones 3.3 y 3.4. 
Profesor F : No contesta. 

3.6 Profesor A:Lo explicaría usando la recta real para ayudar a las explicaciones 
matemáticas teóricas. 

E=l~ •nE (f- E,ftaJ, n>no 

{aiJ~1 está.acotado : ai~ªN 
i=l, ... ,n0 

Figura 12. 

Profesor B : Preferiblemente: en general los alumnos no son capaces; después 
de oompletar los detalles analíticos. 
Profesor C: Referente a "Toda sucesión convergente está acotada" es mejor 
y más claro paro los estudiantes utilizar el contrarecíproco: "Una sucesión no 
acotada no puede converger". Visualmente es fácil de captar. 

Profesor D: La imagen visual de situar el límite sobre la recta real. Un 
interoalo centrado en el límite en el que se destaca que están todos los términos 
posteriores a uno concreto. Otro intervalo cuyos extremos serán las cotas, en 
cuyo interior estén, además del interoalo antes señalado, todos Jos términos 
anteriores al citado anteriormente. 
Profesor E : SÍ¡ el mismo diagrama que en la pregunta 3.3. 

Profesor F: Por un lado se debe dar la demostración rigurosa ya que no es 
muy complicada (siempre que se haya digerido bien el concepto de límite), 
y además debe utilizarse al menos una representación unidimensional que 
clarifique en la medida de lo posible los pasos seguidos en la demostración. 
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3. 7 Profesor A: En dicho teorema hacemos uso del axioma de "completitud" paro 
ver que si la sucesión. está acotada superiormente entonces existe el supremo 
del conjunto, es decir, la mínima cota superior. Para explicar la existencia 
dc una cota se podría utilizar dc nuevo la. recta. 

Y= {cof.as superiores de X}= {y E R: y~ a;, i = 1', ... } 

Como R es completo encontramos c E R: 'r/i = 1, ... , 'r/y E Y, a; ~ c ~y. 

Además c=mín Y, es decir, c E Y : si c ~ Y ==::::} 3 ª; E X : c < a1 . 

--Y 

ª1 ª2 a3 caj 

y esl.o contradice lo anterior 

Figura 13. 

Ahora veríamos que: 

lima; = c. 

Dado f. > O, c - f/2 no está en Y ==::::} 3 ª"' E X c - E. / 2 < aH S c y como 
es creciente, n ~ N c - f /2 < aN ~ ª" S c. 

"Zoom": 

;;_ 

' 1 1 fl 

Figura 14. 
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O $ e - a .. $ ~ ==> la" - el < f , n ~ N. 

Profesor B: La representación gráfica, creo es imprescindible. 
Profesor C: Si a .. es creciente y K es el extremo superior, a .. < K , 'Vn . Seo. 
f > O arbitrario K - f < ap, para algún p dependiendo de f, etc. 

K-s K 

! 1 

Figura 15. 
Profesor D: La representación visual es también dinámica. Situar sobre la 
recta real una cota superior. Ir situando los términos de la sucesión, desta~ 
cando que, al haber una cota superior y tratándose de una sucesión creciente, 
los té"1iinos se irán aproximando entre sí. 
Profesor E: Sí, el mismo diagrama que en las cuestiones 3.8 y 8.5. 
Si a= sup{a .. ;n EN} intuitivamente se ve que 

lim"_00 a .. =O' 

Figura 16. 
Profesor F: Al explicar ese teorema, debido a que necesitamos utilizar el 

axioma de completitud, toda ayuda es poca. Por eso no está de sobra toda 
imagen gráfica que nos a.yude a comprender el teorema. 

3.8 Profesor A: Aunque no conozco exactamente cuáles son los conocimientos 
previos que un alumno de Bachillerato · Logse puede tener a la hora de la 
introducción de las sucesiones de números reales pienso que no es un concepto 
demasiado difícil pata asimilar teniendo siempre la idea de acumulación de 
puntos a un valor. (Quizás tenga más dificultad la comprensión de la no 
existencia de límite, no tanto intuitivamente como en la teoría). 
Profesor B: Ni en el Bachillerato· Logse ni en los anteriores. Sólo una 
ínfima minoría tiene la madurez para valorar f - v con toda su potencia. 
Profesor C: No. Les falta madurez para asimilar dicha definición. 
ProfesOr D: No c'onsidero que una mayoría de los alumnos de Bachillerato 
pueda asimilar tal definición. Los motivos: Poco hábito en demostraciones 
teóricas. Poc.a capacidad de abstracción. 
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Profesor E: Sí, pienso que sí, pero a un excesivo costo de tiempo y no 8IÍ 
para qué. 
Profesor F: No lo creo debido a lo siguiente: 1} Es un concepto muy difícil de 
asimilar; 2) Se necesitaría mucho tiempo paro entender algo dicho concepto; 
y 3) No merece la pena invertir tantas horas en aprender lo que significa este 
concepto, teniendo en cuenta que hay otras cosas prioritarias 'r'e estudiar. 

3.9 Profesor A: No veo por qué no; supongo que todo dependera del grupo de 
alumnos en el curso y de sus conocimientos previos. 
Profesor B: ¡Claramente, no! 
Profesor C : Sí, pero creo que sería mejor emplear una definición más in­
tuitiva. Por ejemplo: " El número real "a" es límite de la sucesión ª" si 
dado un entamo de "a", los infinitos términos de a., están dentro de dicho 
entorno a partir de uno de ellos en adelante ". Y apoyarlo con ejemplos y 
gráficamente. 
Profesor D: No lo considero necesario. Bastaría con que conociem la idea 
intuitiva de convergencia. 
Profesor E: No. 
Profesor F: Rotundamente no. 

3.10 Profesor A : Creo que la introducción del valor absoluto y su relación con 
los intervalos en R así como el concepto de módulo en R 2 y su relación con 
los discos deben estar perf ectamente asimilados por un alumno cuando entra 
en la Universidad. Y al explicar el concepto de límite, estas ideas quedan de 
manifiesto. 
Prnfesor B: Esto es largo de explicar y probablemente (¡se.guro!) no soy la 
persona idónea para marcar paulas o dar directrices. 
¡Todo esto me parece bastante banal en Bachillerato! Estoy seguro de que no 
aporta / onnación alguna a la gente. 
Profesor C: No contesta. 
Profesor D : Todos los temas sáialados los considero necesarios para poder 
continuar con éxito las exp licaciones en las asignaturas de matemáticas de los 
estudios universitarios. Pero más que proponer que se insista en el Bachille­
rato en estos temas, yo propongo que dichos temas sean tratados al inicio de 
los estudios unive1·sitarios. 
Profesor E : F'tmdamentalmente, con la inclusión de la geometría euclídea. 
(en los primeros cursos] y de la geometría analítica (en los últimos]. 
Profesor F: J) Operatoria, 2) Valor absoluto, 3) Representación de curoas, 
4) Problemas de enunciado, 5) Aclaración de ciertos conceptos físi cos que uti­
li.z.an las matemáticas de acuerdo con su edad, 6) Problemas de matemáticas 
comerctales, 7) Probabilidades, 8) Problemas de teon'as de j uegos unidimen­
sionales, bidimensionales y de mayor número de jugadores, 8) Teoría de 
números y 9) Jdea de programación y estadística. 
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3.11 P rofesor A : Nunca he dado este tema en las asignaturas que he impartido 
y tampoco conozco·ningún paquete informático para ello. 
P rofesor B: Esto me parece interesantísimo. Incluso a nivel de Bachillemto 
los programas "Derive" y 11Mathematica" creo que estimularían el interés del 
alumno. 
P r ofesor C : Creo que mejor que paquetes informáticos, ya que muchos cen­
tros de secundarin no disponen de ellos, es la calculadora. Dado el término 
general a .. de una sucesión, el alumno puede darle t1alores y descubrir si es 
convergente o divergente, antes de utilizar las técnicas de cálculo de límites. 
Profesor D : No 
Profesor E : Sabes, José Ángel, que no. 
Profesor F : No 

4 .1 P r o fesor A : Realmente no lo sé, porque no he hecho uso de una "defipiciún 
matemática" para la operación "paso al límite"; sin embargo, la explicación 
intuitiva es asimilada fácilmente. 
P rofesor B : El alumno medio (no de la carrera), ¡Nunca/ 
P r ofesor C: No. Conoce los algoritmos para el cálculo de límites y ios aplica 
de un modo rutinario sin llegar a comprender lo que subyace. Volviendo a 
:J.11, si quiere calcular el límite de la sucesión 

multiplica y divide por el conjugado, etc., y, suponiendo que se equivoque en 
los cálculos, obtiene un límite falso. Si ha trabajado con la calculadora (3. 11) 
se dará cuenta del error ya que valores de n elevados se ve que el límite es 
cero: 

a,.., ~ v'ToOi - v'lciOo "' O 

P r o fesor D: No en muchos casos. Sería deseable que tuviera asimilada la 
idea intuitiva de límite. 
Profesor E : No 
Profesor F: No 

4.2 Profesor A : Quizá todo esté en función de cómo se lo plantee el profesor al 
alumno, pues además del cálculo propio de límites de sucesiones el concepto 
también aparece a la hora de la continuidad y la derivabilidad de funciones, 
por eiemplo. 
P rofesor B: Claramente no. 
Profesor C : La ha utilizado en la definición de derivada, en la aplicación 
del número e al cálculo del interés continuo o desintegración radiactiva de 
una substancia, crecimiento de un cultivo de bacterias, demografía, etc. , pero 
no creo que haya sentido la "necesidad" de ello. 
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Profesor D: La operación "pasu al límite", los nlumnos de Bachillcmto hnn 
observado la necesidad de utilizarla en alguna demostmción, en ejercicios de 
estudio de continuidad y derivabilidad así como en conceptos de Fi'>ica . 
Profesor E: Aunque predomina el cálculo algorítmico de límites, puede que 
inconscientemente el al1Lmno haya utilizudo esa operación en otros ambientes. 
Por ejemplo, al calcular la tangente a una curva (interpretación geométrica 
de la derivada). 
Profesor F: La gran mayoría no ha utilizado para nada el concepto, sola­
mente han pract.icado un cálculo algorítmico de límites de sucesiones. 

4.3 Profesor A: Con respecto a las asignaturas que he impartido , el concepto de 
"paso al limite n aparece al trotar la derivada en un punto como el límite de tu.~ 

cocientes incrementales, también en la introducción de la integral de Riemann 
como límite de sumas superiores e inferiores y por último, la aproximadón de 
integrales definidas haciendo uso de la regla trapezoidal o la regla de Simpson . 
Profesor B: aj El alumno no siente la necesidad de nada. b} Si el alumno 
s1ntiem la necesidad del límite se debería dar cuenta por ejemplo, de que lus 
irracionales sólo existen como "límites" 
Pro fesor C: Respuesta anterior. 
P rofesor D: Considero que un alumno universitario sentirá la necesidad dd 
paso al h'mite en conceptos tales como: Integral definida, velocidad, acele­
ración, etc. 
Profesor E: Más bien, somos nosotros - los profesores- los que hacemos 
sentir a los alumnos la necesidad de esa operación en la Universidad. 
· Concepto de derivada y su interpretación geométrica 
- Sumación de series (las sumas parciales {s,,}aproximan el valor s de la 
suma de la serie convergente lim s ., = s) . 
· Á reo o integración. . 
Profesor F: Series, integrales y 7Jrobabilidades. 

Aná li s is de las co ntestaciones a los apa r tados 3 y 4. 

Ateniéndonos a. las respuestas de los profesores encuestados, el limite de una 
sucesión sugiere a.cercamiento, aprox imación de los valores de la sucesión a una 
cantidad fija. que llamamos Hm ite. Ese acercamiento progresivo implica sin lugar a 
dudas , la acumulación de los puntos de la sucesión que cada vez más próximos ent.re 
s(, llegan a confundfrsc en las cerclu1ías de dicho límite. 

Aunque no todos es tán de acuerdo en que la idea. intuitiva se corresponde, a 
priori , con la defi nición rigurosii de límite (la fo rma lizac ión de este concepto resu lt.6 
ser el resultado de muchos s iglos de t.rnba jo y reflexión por parte de los matemáticos), 
sf parece haber consenso en que su complej idad se ma nifiesta al observar las dificul­
tades con las que los alumnos se encuent.ra n, en general. 

Es interesante destacar In respuest,a del profeso r B a 3.1 : 
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"Ninguna. Es una definición sumamente elaborada tras siglos de trabajo. No me 
parece ni obvia ni intuitiva'!. 

Sin lugar a dudas estas palabras son fruto de una profunda reflexión, sin 
embargo, en cuanto a la observación de que tal definición no es intuitiva pensamos 
que se podría: 

• realizar un análisis 91·áfico de la misma en R y en R x R , y al mismo 
tiempo, 

• encontmrá un paralelismo en lenguaje litemno a la definición (t:, v) que 
la haga más asequible; todo ello pennitirá manipularla corn:ctamentc y 
así lograr que los aspectos intuitivos adquieran toda su importancia; estas 
cuestiones serán desarrolladas con detalle en párrafos posteriores. 

El profesor D expresa su visión de límite en forma georuét.rica, al relacionar la 
variación de v a partir del valor de t: con Ja imagen de un rectángulo variable en la 
que al acortar la base (v) también se acorta la altura (t:) . Obviamente esa imagen 
sugiere movimiento y por ello es dinámica. 

Para los profesores encuestados "es discut.ible11 cual es la forma más idónea 
para explicar el concepto de límite((, v) en el aula. 

Es ilustrativo el recurso empleado por el profesor E que usa como soporte la 
recta real¡ hace ver con su represent.ación, la idea de acumulación de puntos de una 
forma natural. Elegido un valor arbitrario de t: , en el entorno de 1, {l - (, l + t:) , 
quedan infinitos términos de la sucesión, mientras que fuera sólo un número finito 
de ellos. Para dar más énfasis a esta idea. utifüa una analogía en la que se ref:teja 
una vez más el carácter dinámico que subyace en la. definición de límite: 

''ldentific.a el interoalo o entorno de "l " con un pozo en el que caen los infinitos 
puntos de la sucesión como si de una especie de ab1smo se tro.tam" 

Además de esta representación unidimensional, podemos visualizar la misma 
idea anterior sobre el plano R x R , es decir, los infinitos puntos de la sucesión que 
antes, hipotéticamente, ºcaían en un pozo" , a.hora van penetrando en una 11banda" 
centrada en l y de ancho 2E. Est.a concepción, que analizaremos con más deteni­
miento en el punto IV de este t.rabajo, la consideramos más apropiada, no sólo para 
introducir el concept.o de límite, sino t.ambién para iniciar a nuestros alumnos en 
las ideas básicas de sucesión, de sucesión acotada, etc., incluso para tratar "visual­
mente" algunos teoremas relacionados con las mismas. Pensamos que la idoneidad 
de esta \!ersión bidimensional2 se justifica por varias razones: 

a) Es más natural, 
b) Es más rigurosa, 

:JMigucl de Cu2máu en el cap(lulo •I de su libro "El riucón de la piz&rra" hace 1111 CHtndio de 
las vcntaj M de e11te tipo de rcprcsentaci6n bidimensional írenle 8 la unidimeusiono.l 
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e) Se capta mej01· a l1w1és de los sentidos, 

lo que puede comprobaÍse observand0 los gráficos siguient.es: 

> wi t.h(plo ts): 
> L=n- > 3•(- l )"(n + !) ; 

f:= n-f3 e (- lt+I 

> hl=plot,([[-5 ,0],[5,0)]) : 
> h2: =plot( [seq ([f(k) ,0.05] ,k= 1 .. 10) J ,x=-5 .. 5 ,y=-6 .. 6,style=point ): 
> h3:= t.extplot ( { [-3 ,-0. 75,'a(2)=a( 4)= ... =-3'] ,[0,0, ' + 'J, [0 ,-0.75 , 'O'J,13 ,-0. 75, 
'a(l)=a(3)= ... = + 3']} ): 
> display( {hl ,h2 ,b3} ); 

~~o(2_)_·_~_·_)_· _·· ·_·_-_'~~~~~~~-'-)_=_o(l_)_=_._ .. _=_+3~~1 · 
Figura 17. 

> b4:=plot([seq([k,f(k) J., k=l .. 2©)] ,x=© .. 20,y=-6 .6,st.yle=point) : 
> display(h4) ; 

' y2 .. . ....... . 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

.. 

Figura 18. 

En In fi gura ( 17) anterior, se observa que los elementos de la sucesión de índice 
irupo.r coinciden 
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Y en este gráfico reprcsent.nn el mismo punto (lo mismo sucede con los términos 
pares) , lo cual puede llevar a confusión. En la Figura 1 estn dificultad queda 
superada {los profesores A y E del cuestionario utilizan este t ipo de represent.ación) . 

Por 1.anto1 a pesar de la simpljcidad de lo. visualización sobre R 1 en el plano re­
sulta más natural y aut.oexplicativa ya que la sucesión queda perfecto.mente defin ida 
por la gráfica. 

Lo. a cot ación de una sucesión puede ser explicada también a part.ir de cualquiera 
de los tipos de represent.ación anterior. Merece especial a1ención la observación 
realizado. por el profesor C respecto a su forma de explicar Ja proposición "Toda 
sucesión convergcnt.e está acotada"; utiliza para ello la forma cont.rnrecíproca de la 
misma que es más fácil de visualizar y por tanto puede resulta r más asequ ible para los 
alumnos. Sin embargo, est.c mét.odo de demostración exige que los alumnos 1.cngan 
un cierto dominio del cálculo proposicional, lo cual, suele ser poco habit.ual. Est.e 
profesor, en conversación privada, comentó que durante el present.e curso algunos 
de sus alumnos de 3° de Matemáticas t.enian serias dificultades para distinguir la. 
hipótesis y Ja tesis en un teorema o proposición. 

Con respecto a la prcgunt.a 3.7 nos parece acertado. e ilust.rntiva la exposición 
del profesor A, que combina la demostración formal y rigurosa con el uso de repre­
sentaciones de tipo unidimensional. 

En cuánto a la int.roducción de estos contenidos en el Bachillerato, está muy 
extendida la opinión de que es preferible dedicar tiempo en estos cursos n ot.ro 
tipo de cuestiones que permit.an formar o. los alumnos como individuos capaces de 
desenvolverse en la sociedad (geometría, matemá1icas comerciales, etc.) {Profesores 
E y F). AJ1ora bien en el caso de introducir el estudio del límite, debe ser de un modo 
intuitivo; sin recurrir a aspectos formo.les que en estos niveles resultan difíciles de 
asimilar y con poco contenido desde un punto de vista formativo. 

El estudio riguroso del concept.o de límite debe ser uno de los primeros objetivos 
al comenzar los estudios universitarios de cualquier especialidad científica o tec· 
nológica y creemos que sería adecuado abordarlo utilizando algún tipo de paquete 
informático; nosotros proponemos MAPLEV, puesto que permite a los alumnos ex­
plorar el concepto desde dist.int.os puntos de vista. 

En la encuesta hemos comprobado que la herrnmient.a informática es, en general , 
poco conocida y/ o ut.ilizadl\ por los profesores que tienen que impl\rtir todo un 
curso de análisis matemático y son bastante reticentes a disponer de ella, ya sea 
por la masificación en las a.ulus, el t iempo que se requiere o desconocimiento. El 
software educa! ivo const.it.uye una herramienta útil en la enseñanza, por ello debemos 
aprovechar los medios de que en Ja actualidad disponemos (casi todos los cent.ros 
de secundaria cuent.an con un a.nin de informática, el uso de ordenadores y poi.entes 
calculadoras de bolsillo como In ºTexas Inst.rumenl " está. cada vez más ex: t.end ido, 
etc.) y creemos que se debe potenciar su uso para. la consecución de una formación 
más asequible. 
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La operación " paso a l límite" y el análisis de su presencia en la formación 
matemática de los alumnos es el objetivo del último apartado de la encuest.a. 

En Bach illerato, el alumno conoce el cálculo a lgorítmico de límites a plicando de 
un modo ru tinario las reglas que se le han expli cado para ello. Sin embargo no llega a 
comprender el significado profundo de esta operación; só lo si el profesor le introduce 
el concepto mediante ejemplos visuales y sencillos, el alumno ll ega rá intuitivamente 
a capt ar la idea de límite. 

De hecho ha sido comprobado por nosotros mismos, en una encuesta realizada 
a alumnos de lº Bachillerato - Logse, como éstos son capaces mediante el uso de 
representaciones visua les, de adqu irir ciert.a agilidad para encont rar el límit.e de una 
sucesión dada. Hemos intent.ado , también con el los, introducir el es tudio formal del 
concepto de límite media.ni.e la defi ni ción rigurosa, pero nuestros alumnos se pierden 
ante términos de origen matemá tico como: entorno, valor absoluto, d istancia, etc. 
Si le damos la definición en términos de (!, 11) el alumno se s iente enredado por 
In simbología y ello supone la pérdida de In mot ivación inicial e incluso de la idea 
in tuitiva que int ent ábamos transmit ir. 

En todo caso, el papel del docente es fundamental. La presentación de los con­
tenidos en el aula juega un papel decisivo en la motivac ión de los alumnos; somos 
los profesores los responsables de que sientan la necesidad de profund izar en los 
conte1üdos que les proponemos: 

" ... somos nosotros - los profesores- los que hacemos sentir a los alumnos la neccsi· 
dad de la opemción paso al límite ... " (profesor E) 

o obstante, es posible hacer al alumno sent ir la necesidad de dicha operación en 
el desarrollo de varios temas: aplicación del número e ni cálculo del interés continuo3, 

derivada, integración , integración numérica, etc. 
El interés por el estudio y la investigación de estos y ot.ros conten idos mat.emát.icos , 

adquiere fuerza cuando el alumno siente que dispone de algún medio que le ayude u. 
conectar las cuestiones teór icas con lo. visuulización de las mismas. Es por todo ello 
por lo que en el apartado siguient.e desarroll a mos algunos ejemplos concret.os que 
demuestren la utilidad de un paquete informá.t.ico como MAPLE. 
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