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C ha pitre l. Fonctions Presque-Périodiq ues 

lnt rod uction 

La notion de fonct. ions pseudo prcsquc·périodiqn<'s est crunc graude irnport.ance 
dans l'l'Lmlc des équatio ns d iffé r('uticllcs. Pour C"C'UC' rn iso11 011 se proposc dans ce 

travail dC' ré-unir u n ccrt.ain no111hr(' dC' résu ltats dassiqu<'S s m l<·s fonct.ions pseudo 
prrsqul'--rx'riodiqucs. A11 com s de J'(•xposé, 11011s so11lig11011s q11clq11cs cl iff'ó rcuccs 
aVC'(" les fonclions périodi([lH'S t' I. les ins111fisa11crs au 11iv('a.11 de l1;u1alysc fouction· 

nrfü• c¡ui l('ur corrcspo11dc11t.. Q udqu('s n;sull<1 ls out été- plus partic:uliCrr111c11t e t 

plus pcrso1111cl lc111cnt 1lówlop¡H;s, 1111t a1 11111('11t. 

• Sc'Clion 3: Propriétés (¡· a p¡Jrox i111alit111. 

• ection 5: Conditions nfrPssaircs r1 s uflisaute'!' pour q11 ' 1111e fonct. iou pres<¡ U<'· 
périodiquc nn scus de 13esimvi tch [!.IJ soit. prc•sc¡11<'--péri1H liqtw ;u1 sC'11s de Oohr 
fl5J. 

• Sf'CLion 6: Dérivl-c C't. intl·¡!;r;l lP dC' ínncl in11s pr<'J'quc·pl'l'iodiqw's. 
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• Ül'Hxibnc par! ie : Des r<!s nl tats sur la not ion de fonctions pseudo prcsquc-
p<;riodiques gfnéralisi-<'s. 

Terrn inorn; rNtc int rodndiou par un brc.f rappcl historiquc: La tht.'oric des fonc­
tions pseudo presquc-pér iodiqucs se dévcloppc avcc vigucur dcpuis une soixantc 
clizainc d ;;í 1111écs cnviron; trCs cxactcrncnt . les p rc micrs résultals de celle-ci ont 
étl- publ i~s da ns les dcux art.iclcs d 11 pionnicr de cctl.c classe de fonctions, P. Bohr 
!15) parus dans la rcvuc 11 Ada-Mathcrnatica ,. en 1925 - 26. E lle a été clévc­

loppéc par d'aut.rcs. 11otan1111c11t par Oodmcr [13) qui , vcrs 1933, a donné deux 
aut res vcrsions de la défi11itio11 des fouclions prcsquc-périodiqucs équivalcntcs a 
n~lle do1111éc par Bohr, mais p lus mauiabl<'s. Daus les a nnécs cinqua ntc, ccttc 
l·wdc a été rcprisc par Stcpanov [35] (cf scction 5) qui défi nit la notion de fonc­
t.ion presque-périodiquc en moycnnc Lfoc· Dans les annécs soixante, Ber t randias 
[8] a présc nté un i rava il da ns le prolongcment de celu i de Stepanov en défin issant 
ks fonct ions presquc-pér iod iqucs cont inucs scnlcmc nt e n moycnne. 11 faut aussi 
mc11tio n11C'r les norns de Wciner1 Üf's icovitch [9], Dclsartc, Maak [32] Bogolioboff, 
LC'vitau [31). dont les travm1x cons ist.cnt en l'ét11dP de la pr<'sque-périod icit.é de 
la pri111itivf' d' nnc fouct io11 prcs<¡t1c-périodique. 

¡\ van! c¡uC' Bohr C'lit do11uf. la dMi ni tion gén<~ral c• , il y a cu des études de fonc­
tions prC'-'>q11r-périod iq11C's d 'un typr spccial: so111rnf' d f' fonct ions pér iod iqucs par 
Oohl et Escli\ngou en 1923. C<'lt.c icléc a été so11IPvt•P vcrs la fin d u sicclc tlcrnier 
par M. Poinearé . Les prc mil·n',.; p11blicatio11s dans e<' do11minc ne co11ccrnaie11t 
que les fonc tions ú valcurs n'f'llrs ou complcxes. C'1·st Oodrncr [13] qui a étcnd11 
la not ion au ras d C's fonct.ious :\ valf'nrs daus 1111 t'spacr dr Oanach qur k onqu<' 
d <' di111r11sio11 fiuie 0 11 infinir. Pl11sieurs artidcs rfrl'nts trait<'nt de l'cx istencc de 
snlutio11s prc:-.qt1<'-pfriodiq1ws <ia11s df's systC111rs 1ly11a 111iq11C's t'll dimcnsiou i11íi 11 ic 

Equatiuns difffrc•ntiellt•s it n •t;inl i11fi11i ( llino [2!J j. Saw;1110 [:33], Sf'iírrt ¡:.M], 
J. !<. Ha le ¡2uJ). 

• Ec¡uations ophatiou11d l<·s ahstrail C's (Zaid111:n1 [:~~j). 

Systi-lll('S d'évolntiu11 ¡.;l·m"ranx (Ait. Dads-Ari110 l2J. Ait O;uls-8 r.;1, i11hi 13], 
Fink C'I Ga1irn [25], lslti- ltoshi [:füj, Da í1•n11os l20J. llaranx [28J . Torrrjilll 
l:3GJ. E11inhi-llad1iu1i [22]). 

D éfi n it ions et P roprié tés 

Caract é r isations des fo nct ions presquc- pé riod iq ues 

D é finilion 1 (di /Johr· {t 5j}: So1.I. X "" f' .'>fHH.f' dc /Jmwrli mum d'1111c 11or111r 

rmtc"t· 11. J : R ~.Y. 011 di/ q1w J <'si 1m·.~1111t -pfrwtl1q1w M 
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1) J c.~/ mutmuc 
11 ) ¡mur /out E: > O il l'Ú'il.c un 110mln'f' del L(E:) >O. tel que, dmi.'i tout intervallc 
f 1/(• lrmgueur l(t: ). il eúsl.e un réel T ¡mur lcqucl 011 a: 

llf(t. + T) - f(l )ll <" JlOlll' l Olll 1 E IR. 

Examplcs: 
a) Toutc fonction c:onlinuc e l 7'- pé riodiqne est une fonc t.io n prcsquc-périodi­

c¡ur. 
E11 cffeL soil I = T et soi l f un intcrvallr q11clco11qt1c de longucur 7': f = ['Y, 'Y+ T ] 
avl'C 'Y un récl. Si 'Y= (n - l )T + <5 o i1 u E N el O :5 ó < T. a \ors I coutient un 

poiul de la forme 117' = T el 0 11 a: J (t. + r) - j(t) = j(I + nT) - J(t) = O. 

b)l l iJ f (t ) =sin t +sin J2t, cst prcsq11r -périod iquc. Vérifions cela. 

11 rsL clair que J n'cst. pas pé riodiquc. 

lf (t + p) - f(t.)1 = lsiu(t + p) +sin /2(t + p) - sin l. - s in /2t l 

:S II - (cosp)I + l t - cos /2pl + lsinpl + lsin /2pl. 

i e > O cst douné, a lon:i il cx is t.e ·111 el n dcux euticrs nal urC'ls lcls que lm - v'2nl :5 
~11" Si 0 11 prcnd fJ = 2n1T a lo rs cosp = 1 et sin!' = O. D'oü 

~lais 2,, = (J211.)27r = (m + 11')211". oii cr csl 1111 n~· I vfrifiant. l"'I :5 e/ 1111". Ainsi, 
rn:. J2,, = cos 2o1T rt s i11 ./2p = s in2o1T. 

Soil 
l/(1. + p) - J(t) I :S 2,, 1<>1+2,, H = 1,, ln l :S <, 

rnr ll - co:.O: :5 101 et lsi110I :5 O, pour loul O. 

R emarque 1 Cout rni ret11('1ll a n <:as pl5riodiqnl' oi1 rout<' fotl('f.il)tl périodiqur at­
tl'illl son 111a."<i 11111111 (rrsp 111ini111111u) 011 rr 111arq11r qur sup {f(.r ), :1; E IR} = 2, 
111ai.., h• 111a.xi111u111 n'cst. pa:-; al.ll'int .. 

Commentaire e t conséque n ces 

La dt'flnilio11 1 cst la plus prodic de rd lf' tl1·s fo11l'i io11~ pfriod iq11r s. Ll's no111brcs 
T sout appc!Cs des E: -prPsqn!'-pé riodl's. 
Cons quenccs s imples 
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e! : ToutC' fo 11c t.i1)ll )ll'C'S< jllP·périodiq11P t'SI u11if'orn1é111e 11l coutinue sur llt 

C .1 : Princip c dr rPcons t.it.utio11 (a +oc ('t, -oo). 11 ex islr eles suites (t,i)11e N, 
{l:,)11e 1Y <\V('C / 11 --+ "O et. ( -J. -00 Lellc que j(I + f,. ). j(t + () convergcnt 

1111i fo ru1t'111r 11l :-.ur !R: vNs f(I.). 

C 1 : L 'r11se111ble drs fo11ct.io 11s p resqnf'· pi"riodiqucs cst invariant par traus la· 

1 ion: il l'<'st t"galC'111e11t. ]MI' C"o11vol11tion par dC's fonct.ions d r !) . 

Lt' déía ul dC' la défi11it.iou de 13ohr cst q n<' chaq ue fo11ct. io 11 prcsquc-périodiqne 
a ses prf'sqnc.pfriod es p roprcs , de ce fait df'ux fonct.ions µrcsquc·pé rio <.l iqucs sont. 
a p riori difficilc m c nt comparables, et 1'011 ne p c n t. ricn dirc de leur sommc. 

La carnc té ris a1.io 11 s uivanlc , düc a Ooehnf' r {IJ] f'St beaucou p p lus 111a niablc. 

Caractérisations d e Boch ner 

D éfin ition 2 So;t . . X un cs,iace de Bmwch rmm.i dºrme non 11.e 11.otPe U.11 , f : 
IR--¡. X . O n dil. que: f f'S t 7n·r•sque·ph iodi r¡ 11e .'i1 rlf1· 1ifrif ie le.'i deux t'01lflil io11.~ 
s11111a11tes: 

i ) J C'st co111i11uC', 

ii ) d f' 10111<' s uite (h,1),,e N de nombres rérls. on p<'ut <'Xt.rairc u ne sous su ite 

(ll:1)11E.\ t.f'iif' q t1 f' la SuÍ I,<: j(I + h:1) SOit. lllliforn11"111P lll l'tlllV!'l'p;f'lll.l' Sllr IR. 

Com m e ntaires e t conséqu e n ces 

C'<'ll <' caracLérisa t.io11 corrcspoud ii une prnpriét<; <'·h··1111"11t;1in· daus lf' ra .... pl•riodi· 
q11<' . 811 d k t. s i f est 1111() Í0!1(:lio11 T périodic¡rn• (1'1 rnnl i1111c) r l (h,, ) ,,eN 1111c su ite 
quclconq1u" <le récls, la s uit e h~1 = h/J - E(~ )T, ol1 E (.) es l la fo1wLiou parLir f' ll· 

tiCrc . est b o rnCc et a do ne d es so11s suit r~s co11vrrgf' 11Les. S i (/1;,l_)ue N es!. une lc llc 

sou s s uil <'. o n déduit. d f' l'unifon nc co11lim1it.é e l<~ f sur {,!( q11C' j (t+1t;,l) = f(l+h1111 ) 
ronvl'rgr uni fon 11é rncnt sur lit 

La dé rnons t.ration dr. l'éq11iva lc 1wt' tlrs propri1\l(•s sr f:tit d ;111s I<' f';L-; ~1" 11l•rn l , 

t'll adopta nt. cct.te rné thode. 

Quclq ues 1111('S d es f'ot1s<'q1 1<'1H·1•s 110 11 w llrs quc' 1'1111 1irf' de· la rnraf'!6riimti<m 
de 13odrncr sont : 



}~J//f' I ion..; P:;f'11rlo Prrsr¡ur- Pério<lict 11l '."' 

e-, Lºi1 11í\(!,(' d 0 Htll' fo11ctio 11 prcsqm·-pt'·rind iquC' a valf'lll'S d a 11s HIL cspacc d e 

tliuw11~1m1 que k o nquC' <':"- re\at.i v<' uu•ti! <"OmpaclC'. 
e (>: L·c11SC'1t1blr d rs \.rnns la t.frs d ' unC' íonc lio n p rcsquC'-périodiqu(' f i.c. 

{.,---; J (t + ,,), t E IR}. 
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l'Sl rt'lalive111c 11t col!lpart, qua mi C(IR, X ) csl 111u11i de la topologic de la couvcr­

~l·m·c 1111i fonnc sur IR (cct énoncé n 'cst. qu 'une rd o rmu lat.io n de la définit. ion ). 

C ; : Lºcspacc d es fonct.io ns prcsquc-périod iqne:, est. com p lc t. po nr la no rmc 

dn sup. 
C 11 : La sommc et le produit. de fo11c t.io 11s prcsc¡uc-pério diqucs sont. prcsquc­

p{•riodiqurs. D o n<", l'C's p ;Lc:c des fouct.io ns prC'sq uc-- périod iqurs a 1111c s trncLmc 

d 'a lgM)rC' dC' l3a11ach. 
C 9 : La co rnposéc de d cux fo11c t.io ns p rcsquc--pé riod iqucs cst. u 11c fonct. io n 

1>resqul'- pi•riod iq11r . 
Nous no to ns c11fi11 que la fonct.io n ll fllx es t p rC'Squc -pfr iodiquc si J l'cst.. 

CIO : Si f cst une fonct.io11 prcsquc- périod iquc e t. ~¡ g cst. une fouc t.io n uni­

formr mcnt continuc alo rs l;i cornposéc gof cst 1111c fo11c1 io n prcsq uc- pfriod iquc. 

La n<'c<'ss iH' de vérifiC'r l;l r·o uvrrg:cnCC' u nifor me s ur !R <'s t une difficult.0 séric11-
S(' pour i'tab lir la prcsq uc-pfaio dic ité . 11 a rrivc so u ve m q ue l 'o n ait la co11vcrg:c11cc 

u11i for111e sur les bornés, m;iis que Pon ne puissr dire plus a priori . La rnrac tér i­

saLion s11iva11tc int.ro d 11i tc t':g:;d r 111c 11t par 13ochner 113] prése1tt.c 1111 gra nd int.c re t 

de ce poiut ele vuc. 

2eme caracté r isatio n ele Bochner 

Théor Cm e 3 Soit. f :IR ~ X 1t1tt' f o1tcl.io11 corilú111c. ;\fors, J esl ¡n·csqw: -

¡ii'r1m/H¡ur S I 71011r tou/.e snite ((a11 ) 11e N, (r11 ) 11e ,v) ªu· T 11 E IR, -il exi.~f.<' un.e so11s 

.\/u/1 (cn;,),.E, , (r;1) r1 eN) l.r·llt-s qw • f(f + a ;1) r o1t11(T!/ t' .-;111171[('111.en l . . ~ur IR 111.:r s 

iuu• fu11rt1011 g(I ) el. f(I. + a ;, + r;,) r / ,r¡(I + r;1 ) romwryrn f s·i111.vlrme11 / ·11c1·s la 

mCmt Jrmrliou h(t.). 
Nous d o 11 110 11s 11nt' dé 111011s t.ratio11 cl11 Lh<~or1\1m• 3. q u i f;1i t. il] JparaitrP lf' lic n 

<'lltn• I~ d(•nx ca ra ct érisations d1· Ood11ll'r : 
Supposons d 'nbo rd f est pH•squ<'- pt~riodiqm• au ~<' llS d e la clNiuit.io n l. Con­

s idfro ns d r ux suites (a11 ) 11eN l't (r,1 ) 11E1"· Ü<' la cli·fi11i t io 11 1, no us cl{•d11iso11s Pc­

xistr ncc> d ºu ne sous suit<' (a;,),,eN tdlC' q u<' f( t + a ;1 ) converge u11ifo n11é111c11t. sm 
IR. Désignons par g(t.) la fouct.io 11 li111i tr. 011 ('Orollairl' C1;, 011 d c',duit qnl' g cs t 

pr~c1ue-- périodiquc. Eu appliqnant. la p rr mif> rc• n tracté-r isation il la. fonc t. ion g 
el a (rn) o n cléduit l'rxis t.c m:e d ' 111u• so ns snil<' {r;1 ) ldlr que y(I. + r ;, ) rnuvcrgc 

uuiforménw nt sur IR Vl'rs 111w fo twtio n h. 011 a a lnrs: 

11/(I + 0~ + ,;,) - /i (t)ll ::; llJ(t + ,,;, + , ;, ) - !t (f + r;, )11 + lly(I + r;,) - h(t)ll 
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Lt> 11•r11w 

ll J(I + 17;, + ,;, ) - !J (f + r;,)11---; O. 

ind1··prndammr11t d r f + T;1 quand u --> oo, cu rniso 11 de !' uni fo rme convergence 
dt• f( t + a;1 ) vcrs y(f ). 0 11 obticnt done la concl11!'iio11 du théorCrne 1 

11~~ j(t, + a:1 + T :1) = fL(t) = 11~~g(t. + T~). 

Invcrsemcnt. supposons vér ifiéc la. proprié té d u thL~rCme 3 e t mo ntrons Ja pro­

prié'té c;trnctt'ris t.ique rlc la d efi11itio11 l. 0 11 fait 1111 ra isonncmcnt par l'absurdc. 
S11pposo11s done c¡u 'il ex iste une suit.c (a11 ) tc lle que f(t +a,.) converge s implemcnt 

sur [.I{ vers une ío11ct.im1 !J e t que la converg:cnce 11 \'!'it pas uniforme. 011 cu d éduit 

J"cx is tc nce crun llOJUbre é > 0, d111nc SOllS suite {a:, ) rt d ' une suite (711 ) tc iles que 

llJ(a;, + r,,) - y(r,,)11 ::o:< 
~ lais, pa r applicat.ion clu t héorCme J , o n d édui t l 'ex is tence de d e ux sous suites 

(T;,) e t (a~) tclles que !J(l + <) et f (l + T;1 + a;; ) aieut en chaque point t , la mCme 
limite. L"inégalité précédent.c 1110111.rc que cct.tc rnnclus ion n 'a pas licn e n t = 01 
d 'oü uuc contradiction. 

C o mme ntaires e t conséque nces 

Nons VC'rrons plu:- loi11 qut• la dMi11it.io11 2 cst pan irn lii:: rc 111f' 11t a d a.pt.éc pour ob· 
11•11ir dC'S n'~ultats pour dt's syst.bucs d y11a111iqrn•s ;\ dépe11tlant"c pn•squr· pt;rio 
tliqur. 

Nous notom; qur l<t propril>té d u t.hf.ort·1111' :J 1•st vérifü''C pa r clrs fo 11d .io11s 

1111ifor111émr11t co11t i111ws. da11s Ir (";\S des s 11 itc1S (n.,). (T,. ) lmrnPr·s. e(' qui f'Sl 
rn.ra«h;ri:-liquf' dt•s fo1wt.io n.-; pn·sq 111•- pfr io diq111•s. ~ ·'f'sl rlniw qur la mt'Jtlf' pro· 
prié1«' soit vérifü'<' av<T cl<•s s11il.t' S 110 11 bonu~l's. 

lntrodui~ons l'op(•ni t1'11 r Un cornmc dans l l;1ra 11 x !2 J. <L<;socié ú 1111<' sui te 
(n-,.) 11e.\ dl' rl'cls <p ll'kn11q1ws, par: 

( \.! ) 
q11a11d n·ttr li111it1• ('XislP. 

A l"aidt• <les o¡>fratt' nrs U0 • lr l,h(•on\1111• :1 s·t·uonn· aiusi: 
f C':-l p1 <':-quC' -périod icpw s i l'I. s1·utr1111•111 s i po m ton tr sui1t· ((n,.)11e ,v, (T.,),,EN) 

n,.. r,. (. :!t. il cx isl<' urn • suns suil.P ( (n;, ),,t ,, . (< ),,. ,, ) lt•llt· q ut· 

u", , ,.¡ = u, ru,. n = t 1, ¡u", n 
(U"J)( t ) = lin1 " - • xf(I + ,,,,) 

q11,111cl \'t'llf' limit(' 1•x isl1•. Propric;tt• 1pH' 1"1111 111·ut q u;dilif'r cl1• eo11111111t a t.i vi1 1'· a . .;y111p­
lotic¡111' d<'S tra11:-.lal ior1s. 
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Crt t (' propril·11~ rnnwtt•ris11 11111' d asst• d1• f1 >1ic 1 ious qui t'n~lubf' ]ps fo 11ct.io11s pn•scp1c-

1K-riodi<111t•s. 
C 11 : o it f Hll(' fo111'tin 11 presqm•- pl-riodiquf'. Si 9 cst 1111c tra.11s l<itéc-limit.c 

ch'/, nlo rs f C'SL ;1Hssi 1111(' rrnusla.tÍ't' li 111il (' d f' fJ ( fJ PSI une transla.té<·- lirni t,C' dr 
J. s 'il t•xisir 1111r suitt• de réels (011 ),.EN if'llr que g(t) = n~~ J(l + a 11 )). 

Pour condure lil pn\sentatio11 de ces caract <.' risal ious nous dcvons souligncr q11 1a n­
c1111c d 'c ntrr r llí's u'csl d C' t.y pc fonl'I ionnr l en cr sens qu'cllc corrcspo11d it une 
carartc~risatio1 1 ense1nl>listt1 clL'::i fo 11ctio11s prC'sq11c-¡x'riodiq11cs ;\ part.ir d ' u11 sc11l 
op(•rnlCUí. rnnlrairCrt.' JHenl. /t ('t' <¡IH' ro11 <l \)Ollt' )('~ ÍOur lÍOllS pÍ'riod iq ues de pério­

<lc- do1111fr. 
En t:c qui couccrne \'ut.ilité rC'spel't ive des rnrarlr risations , les deux prc111iCrcs 

d<.'fi11i lio11 1 e t cléfinit.iou 2, int.c rvie1111c11t surtout dans r é tudc des propriétés des 
fonct ions prcsque-pfriorlicp1rs. QuanL ;l la dr uxiC-mc carnct.c'risat.ion de 13ochncr 
3. elle l'SL pa rt icnliCrc ment. adaptéc pour obleuir d c!-i rc'sult.at.s d 'cxislcncc de so-
1'1tio11s p resquc-périod iq11cs ¡>011r eles systi•111rs it dépemlitncc prcsquc-pl:riodiquc. 

Propriétés d 'approximat ions 

Lrs princi¡>a ux rés11l ta ts d 'a pproxi111atio11s dans les espaccs (le fo11ctio11s co11t.i-
11ucs pé riocl iqurs (d<' périodc do nnée) sont Je théorl·mc dr converg:cm:c 11nifor111c1 
le Lh<'orCmc dc Dini , IC' t.héorC11n1 de Slone-Wf' ierstnL"S ([21] t.béorCmc 7.3.J. page 
1:J8). 

Nous t.•xaminons IC's (~ 1101H.l:s correspo11da11ts chrns Ir e-as dl'S fo11ctio11s prcsquc­
p<' riodic¡nC's. P ur le prernicr rl>sult.at 110 11s 11'avo11s q11' á rappl'lcr le corollai rc Ce;. 
T héore m e 4 D'es¡mcc des frmdiow.; p1Y!.w¡11e-1Jt' r·10tlú111f' . ., e:;l un sous e:.;¡w.cc 1icc­

lonrl Jrn11é ele / 'r s¡){lce de.\' jo'lldio11 .~ 1111 iform1h 11nil «mili111u·s .rn.r IR d . lmrn.Ü.'l, 
/U/HU t/C' fo f Q/>OfO!Jií' (/(' fo 1101'1111' .~//JI. c·f'.\f 1111 t '.\pll<'I ' de !Jo.nru·h JIOll.1' r f' lf.C 

f/ONU(' . 

Remarque 2: (ConVPrgeucc rnm p;u·tC' daus lt' C<L" pn•squc-p{:riod iq nc.) Uuc 
d iffl•n'nrr importautc i\Vl'<.: IC's des fonrl ious pl•rindiq ues t•st q11c pom les fo11c­
tio11s ¡x'riodiqul's dr pl•riod<• donm' '" ];1 nHl\'t'r¡.;t1 111·t1 contpact,P !'~ t. éq11 ivalC!11l.C' ;\ 
la ro nvergc11n• 1111ifomH' da ns IR; c-eci 11 ·rsl ¡m!"i vrai cli1 11S lf' 1·;1s drs fo11c:tio11s 
¡lresq11e-périodiq11Ps. 

Ainsi la suite(!,,) déti11i1• par 

{ 
r - u -:;./' $ 11 

f,,(:i:) = 2;, - .f "$ J" $ :¡,, 
ComplC'll't• pa r trausl;ition sur les i111t·rvalll's [-11 + l11k. :.h1 + 411A:J l'l qui 1•st done: 
unt~ ~uitc d t.• fonct io us pn•sq11f'- pfriodic¡111's cnnvrrgr au s1•11s de· la co11vcrµ,r111·r 
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rn1npm:t l' Vl'r!' la fo1K Lirn1 / (.r ) = .r qu i 11·l·st p;1s 11111' fn11d.in11 pr('squ<'-périodiqnc. 
U11l' q•tt•stion i111por1a1111· (•s i. de car;u· t1"rist•r l1•s s1HlS-('SJMCcs frnrn!:; de fon<:­

! io 11:; prt•sq11P-pé-riodiq11Ps d a11s lPsquels c0t1wq:,1•n<·e c<Jrnpal:l.r rl. i.;011vcrgencc u11i­

forrnc sout f quival<" n1,f's. 
La rn11d it io11 11Pccssain" suiva11tc n 'cs t , á ce suje t. qu ' un résultat partiel (voir 

[l j). 

Propositio n 5 Soit F lln sous <:s71ace f crmé <Íf' l '1•sporc dPs fnnctions vre.w1uc­
pfrwdiq11 es. ú111m·im1/ par les lmnslal i ons (i.P: f E F, r E IR, alors JT(t) = 
f(f +r) E F ). Si . da11s F , la con·ue1:qencc compucl.e C.'il équ.ivalc11.tc rila conve1'[)ence 

1111if or111 e. alors F esl. sé¡mmble. 

D é monstra tion : L'invariancc par translation c nt.rainc \'invariancc par convo­
l111io11 ave<· 1111 é lc mc nt quclconque de L 1(!R':). E1i particulicr pour tout h >O, 

r o pératcm /{ h défini par 

/(¡,(f}(t} = t. (,'_,, / (.,)1k (1.2) 

r-s t co11t i1111 dí' F da ns lui rnl!me. De plus, pour f fix1·'. 0 11 a la cu11vcrg1~ 11cc de 1(1,f 
vcrs f ( au scns de la co11vcrgc11cc uuifonuc) quand h ---+ O. Do ne par cxcmplc 

F = U,1 ENT<1, .. F ( l.3) 

E11fi11 , l'imagc par 1,·,1 <l ' 1ii1 sous-c11sc1uble l >nnH~ de C11(1R} cs t 11 i1 so11s-c11scmblc 
honu·· dr- C}J(!R). C'r-sl done, CH verLu d11 tl u!ori-111<' d 'Ascol i-Arzéla , 1111 sou:; c11-
st·111lil<' rrla1 ivc111l'nt. cotnpar t. a u scus de la 1·011v1'!'¡.!;('ll<:e compa.ct<!. L 'i~q11ivalc11cc 
s ur F d c.s d cux 110 1.io ns de rnnvergmwc 1•111.raim• qu<' (l\11 }11etV· r.st. une famillc 
d·opl~ratcurs compac:ls. Done, 

Lc:s C':;p;tcc.s iwag1•s /(¡, F sont. separables ( 1.4) 

DC's de11x ré.sult a t s ( i .J} Pt ( IA) , 0 11 déduit. qlll' F' l'St. srparnhl<•. • 

T héore m e 6 L 'es¡m.r·c rlP.s fnncl.in11.s ¡n·p,•;r¡11.r-pfrimliqrie.<; <i d1'1'i11h~ ¡n"f'.'iíJfLf:· 

périodiq11e est den.'ie rl<ms l 'cs7mcc tfos fnudion~ 7m'Hr¡11c-périodiqtte.'i. 

Pre uve: C"csl UllC conséq1wucc immédial.P dC' e I · • 

Théorkm e de Dini 

r1;11om:é rh1.ssiq11C' (Dicud onné [2 1 ]. t.héori•uH' 7.2.2 . pag:I' 13(;) d t· ce t.hfor(•111f' 11 'est 

pa.<> va labh, d a ns lf' cadrc pn'.sqne-p0.riodiq11r. air1si q11'011 pí'nl le- voir sur l'<'x<'111plc 
s11iva 11t.: C i-df'ssou.s <':il rt'prf>sent.é Ir g:rapllt' d ·11tw f111wl ion ! 1 ¡>i;riodiq111• n111t i1111('. 
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X 

Fignrr 1 

A partir de ] 1, 011 définit. par rérnrrC'nCC' u11C' suitt• (/,1 ) 11EN e n :-i11pprima11t 1111 
trin11glcsnr clcux dans IP g rnphc de ] 11 ponr ohtC'nir IC' graph(• dC' (]11 +1 ) , 011 ohl.ient 
niusi une suite décro issaut.c Lcmlaut vcrs z<~ro uniformt'mC'nt sur Lout bomé, mai:; 

do11t la 11on11C' d11 :;np s11r IR reste co11sla11t1•. 

En fait. 1111c rondit.ion néccssairc pom q11'1111C' s11it<' (]11 ),,EN de fo 11d.io11s 
prl'~qllt"'-pfriodiqnC's conv<'rg<' n11ifon 11{•111eul v('r~ 1111\' fo111"t ion y C'SL qnc pour 

touLC' suilí' (J:i,g) de Lranslatéc•:-¡ limites simultarn~·~ dP (]11 , 9), J::(Í) converge 
wrs !j(t}, en chaquc po int. t .. En tcrnw t rnmpt C"' clí' c1·11 r co11ditio11 1 0 11 obtic 11L la 
vC'rsion suivantc <111 t.héort-1111: d<' Dini . 

T héorCrne 7 J. Oass /7/) 50'1'.l (]11 ),.eN mH' .~rult" rmis.wml.e (n'.'l/J dérrui.<J.~·au­

fr ) 1fr f mw/ror¡.o; /Jrf.!s<¡11r-7Jériodú¡11e.<J lcllc r¡111 J., n11111nrw si1117¡fr1111' 11.l 1wrs 11111' 

Jmwfw11 '} co11lmt1l' ¡u·esr¡11.1·-11friodir¡1t1: l'l ¡m11r l o11h ·""' (' rlc tm11.sfol.r:,,_., Nm.ifr.<J 
.,111111llu11;:f.'\ rJ:.fí) ríe (1111 .1;) f,, r·omw ry¡c _,,,,,,,¡, 111n1/ 11rrs 1f. Alor.~. j,, r·rm'll1'1'f/<' 

11111/m·111Cmt"11t 11ers q. 

Le théoreme cl 'approx imation d e St,one- \\"eie rs t rass 

Non' alionlons iri h\ n•lation <'U! rr fo1w1 io11s l>l~ riwliqurs !'I fo11c-tio11s pn·sqrn'­
pl•1iod1q111~. On ;i l \~ 11onn" cl;1ssiq11t' s 11 iv1111t . 

Théoreme 8 {/6}) Si J :IR - > X r·s/ ¡m·.w¡111 ·111 r·uHlu¡1w. ufors 1m1t'I" l11nf e > 01 

1/ <·J1slr un poly11ámr lri_r¡o110111f:lru¡111• 

Ld qut· Hf(I) I'(1HI:::;: f . po11rtn11t. t (1.ó) 

(1.ü) 

C't' n~ullat a <"I{· dl;1111i111n". par A1111"rio [lil. C'unh11u·;rn11 [18]. í'I .l. IJass [7], 
PI\ utili-.a111 l:l rara1"11'• r isa l,it1tl !ll' IJohr J. 1•1 11111• 1q11("s1·111atic111 11111\:,ra l(' 111' la 
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1!1111·111111 J 
l.t•:o. 1k111u11:-11;1t1C11 1:-. ]l!'IJ]lOSl"t·s j n s q11 "il'i Sflll l lt•d111iqnf'S. 11 llUUS SC' 111li l<' q1w 

ta pw¡1111•l1; tlr 1h·11si 1(• s'C'xp liqllt' par di ·s ;u·,.;11111c> nls plus fo111la111c•11ta11x sur la 
topolohlt' el la ~(·0 111(·1 ri1• dt · l'C'ns1•111hlt• d 1·s trn11s lat1~s cl 'unr Í0111 ·1 io n pn•sq 11c­

pfril1tliqt11' d ans r<'span· C11(1R). No ns ;dluns clo111wr drux n·~su l ta t s q ui illustrc 11 t 

t 't'lh' p1 1:-.. ... 1hi litl~. 

I0 11t (l'a honl. 11•1 11arq11011s q11c ll' th1\m:•111l' 8 se ra 111l· 11c co111ptc tc 11 11 du 
tl1t;on:•111r 111' S 1011c-- \\'1•it•rs trass. ¡1our df's fourtions périodiq1 11·s i1 11 11 é11 01u:é ele 

dt•ll:.i!t°• cir i'r:-pan• <' llP,t'lHll'I; par lt •S fnlll'I iOllS pfriodit¡llCS cla US rC's paCC (J!>S ÍOllt.:-

1 io11s prl'sqtll'· ¡Wri01 li1111t•s. 
Pnnr no tn• 1m· 111 irr rt'•s nl1 Ht.. IH•llS C"Ons ic\1'•ro11s d rs fonct io us pr<'sq11c-périodi­

q1 1t'!'i pa niculii'rC's . 

Pro p os it io n 9 S11vvus011s f ron l:i.nuc et 11h-ifia 11I. fo couditimt .múm.nl.e. Pour 

/011/ E > O. ;/ nis/e T > O /.('[ que 
ll f(f + HT) - f(l.)11 :S <. !""'" lmd l. E IR. "E Z . 

. l /on;. pour toul E> O, il c:r:i8le une fo11rt ir111 11hiorhr¡uc y de ¡itsriodf' T t e/fe r¡11 r 

ll f(I.) - y(l.)11 :Se po ur loull E IR. 

Pre u ve: Nous ponvous snpposl'r qiw J 1•st d a ns Ch(IR) et nlncl nn • par dc11 -
si tl; (th&>rCnH.' 6). Co11sidfíl'Ons la ,-;u itc• 

oi1 T t•st la r- pr<'s1 p1t·- pi•r iodc di' l"tínw11 ·!í. 011 a done 

ll f,.(1) - f(l) ll :S <. po ur lo ut t E IR. 

(17) 

Dans I<' mrillrur dt•s e-as, si la :rni1.<' (f11 ) ('tlllVl'l' ).!;P , sa li111 itP J"'() rsl. tlll<' fo1wLio11 
T - ¡}(_ir io1 lic p1<' COITC'spo ndaut. ;\ 1111<' n¡irnj<'l'tiu11·· de f s11r \"rsJliH"<' 1l<'s fmwtions 
7'-pfriodiqll('S. 

l\ la lh('ur('11Sr111c11L, on !l<' pcu t. p~ls µ;;1n1 111 ir la 1·011v<1rg<'111·c f'll ¡.;tí111"rn l. ri.'lai s 
pni:-.q 11<' J t'St 1\;111s Cj 1 (~) o n voit. q111' la s 11it c· (!11 ).,c,v 1·st da ns 1111 liorrní de c:1(R) . 011 pc111 done a.pp\iqucr le• 1.h1~on\nw 11" i\:-;1"o li-Arzt~la po nr la ('OllV!'l').!;c'lln' 

cn 111 padt• C'l condure;\ l'cx ist.1•11 c1 · d '1111 pn itll li111i11 · y d1• la :-;uit t"' (!11 ). 

Com 111e 

J,,( I + T) - j,. (I.) = ¡;f¡-¡ IJ( t + (n + l)T) - f(I + nT)J (1.8) 
tc nd vcrs zi-ro it l' infini , ,q ('SI. ;dnrs T pc;r iodiq t1r. En fin il<' l"inP¡.;•dit1" JI J,, - JU $ ( 
Oll dcdnil <¡Ul' ll f( I) - y(l.)11 :s €. • 

Propos itio n 10 Soi l f une fondi011 111·1 ·s1¡111' · 1H;r-indu¡rH' . Poi,,. l ou/ E > 11 . 11 

e:risle J ro 111bi t1íli.<>011 f'011·1w:ce ji11 Ú' dr· ln111 sl11/r:1·s 1fr J rl m11 jmll'lim1 y ¡u:r·1ml lf¡1w 



Fr11w' io11s Pseudo Prrsqur-P<'riodiq11cs 

/,r·lf1'.'i r¡uc lli - (/11 $e. 

Preuve : c ·est une acht¡!lLaLion t'.lc la p rcu vc prCn~dcmc. Nons supposons que J 
csl. da ns C}1(3:). Nous exprimons la défi11itio11 de 13ohr sons \;:1 fonue s11ivante: il 

('xiste T > O, e.t pour tou t n E Z, il ex is te a,. E !O. T J wl que 

11 /(1.) - / (l.+ nT - a,,)11 ~ <, 1 E IR, 

011 

11/(1. +a,,) - /(l. + nT)ll ~ <, t E !R. 

Co111111c da us la propos it.ion 9 1 11011s i11trod uiso11s les moyennes 

- 1 " 
/ ,,(!) = 2n + 1 L /(l. + a;T) et 

l " 
/,,(!) = 2n + 1 L /(l. + jT) . 

J=-11 J=-n 
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La tliffércncc de ces cle11x rnoycrnnes esL cncorc $e. Nous cl1ois iss0Hs ó > O Le! que 
pom tou t s1.s2, ls1 - 821 $ ó011 ;tit llf(.-;¡) - f (.<>2)\1 $ é . (ceci d 1a,;pr C.:s \!uniforme 
cont inui té: de J) et. it pa rtir de fa 1111e part it ion de !O. T J en int:cr va.rlles lai)ªi+il 1 

j = O, 1. 2 .. .. . k + 1, aver. o.a = O et o.i..-+1 = T; " J+I - o1 $ ó. No1·1s substituons 
il cl1aque. a,. le tenue ªJ hol q ue a 11 E [aj ,a1+iJ 

La prcmiC:re moycm nc e:-; t: ;1ilors remplacéc pa_r 

. ho(I.) = , ,,'., L;}: o<P,(11)/(1 + a,) 
oi1 

O t1 •1 

llT.uJ - /,,(IJll ~ 2'· 
Les s11it~ (-1-ip1 (n )) :j = O, l ..... k + 1 sont hnrn~<'S. par co11s6que11L I;\ sui-

211 + 1 
t.c (./::(t))11e 1, · cst. rcl<bl. ivc1ot1c ut: compact.r• 1h1rn: C11 (!!\). sC's poi 11 ts li111il.cs son!. des 
combinaiso ns convexcs des foncLio ns f(l. + ,,1 ) j = 0.1 ....... 1.: + L. Nous ;wons cnn­
sirléré la s uit e (/,,) darn; la proposit iou 10 . Nn11s s;1vo11s q 1 1 'c l\1 ~ t:st rd11l.i vc111ent 

rnm paclc ;,rn scns de la convcrµ;cncC' compactr í'I q11C' ses poiut:s lin1il.cs so11 t. des 
fom.:tion.s T-périodiq ncs. 8 11 p rena nt. dc•ux p11i11ts li111itt·s . ..; i11nd1.;.1ués d1: T:, et. j,, 
rn1 ohtirnl. la conclus ion de lil p ropositio n 10. • 

13icn c11tcnd 11 , il s'ag;it ~le n"sulta l.s t r(:s ¡mrrirJ:.; ¡rnr mppnrt. a.11 1.h(:ori:111c de 
~tn11r-- \\'C'irrs1rass q 11 i s11g;g6rrn1t d 'ét11tlir r (h• p\11s ¡u+s l"C'11sc111blc tics l.musl;_Li.c~c)oi 

d'1111C' ÍOIH:-lion pl"C'Sq\l('- [1Ól'ÍO<\iq t1<', s;¡ fcn 11C'llll'I' /\./ (qni cst. com¡mrt. C~;) el COll­

lll 'Xl') :-.on c11Yclopp1~ convexe K1 et IPs proprit~1.t~s C'X I rc'111alcs de (j,, ),.,EIR n•\at.iw 1m•11\. 

;~11 x fo1u:Lio 11:;: périodiqncs qui sont dans 1{¡ . 
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Analysc de Fouric r des Fonctio ns Pre que-Périod iques 

Va le ur m oyenne d ' une fonction presque-pé rioclique 

llnt' f.·011:-t~pw11r<' i111111)r!;111t.e d11 t.h0ori·1111' 1lr S10111•. \Vf' iC'rslra!->:o; (théorCmc 8) cst 
l'l'xi:-ll' lll't.' (rnm.~ 111oyrnm• pour les fo111"lio11s pr<'squf'- J)(_;riodiqn<'s. prolongcant la 
11ntio11 df' moycnnr d <' fomtions périodiquc:-;. 

Propos ition 11 (/6}) A loutcfonction ¡m •.o;qt1e·1u •norl1r¡11t' est n.'isociéc de maniére 
11titt¡1a· une n llPtff moyenne défi11:ie r·om111t• 

t [,.,. ¡ J'+r ,\/ (]) = li1n -. f (s)d.< = li 111 - j(s)d.< 
'/'_. T. o ,._. T t 

(1.9) 

Pre uve : En fo il., 11011s rdlons dédnirc l'C'x ist<'m·c dl' J\l (f) r!t' la forme faible 
dn tht'orl·me de dc11siL<" proposition 10. Co11s id(•ro11s uuc íondion f prcsq11c· 
périocliquc. Pour !out. f > O, il existe une comhinaison convcxl' linic de tra11s latl'Cs 
d <' f l't nnc• fonction !J pl·riodiq1rn tcll<'s que: 

lltO,/(I. + o,) -g(l) ll s; <, ponrto11 t t E R. 

l~111dio11s 

+ r: J(.<)d.-. 
L'i1uh"p1•11<fancc vis h vis de~ f m~ pnsanl. a11n111 pruhli•111c. <'11 pn' m111L la 111oyc11 11c• 

de la dt'ruil' rr i1H'¡.;a lit6, on ohtirut 

d'oii 
ll L::~= I O,t ¡;r f(I + 11,)di - + ¡¿· q(i)di ll $ ( 

11+ J~,. f (s)d < - t J;;1 g(.< )d.< 11 $E+ f L::; 1 [J¡o.o,¡ llf(llfl di + (¡., .. , .• .,,¡ llf (i)ll di]. 
On <'11 dé-dnit ql\(' l'cns(' t11hle d ('S poi 11 ts li111il<'s d<' b famillr 

{+ J;;1 f(<) d< T >o} 
qui C'SL 1111 sous cnsC'rnblC' co1npa('t (C1¡) a un d i;i 111{>11·C' :$ 2e pour touL f > O. 
C ºcst dom; llll C'ltSt'lllblc réduil. it 1111 p11i 11t. l 'C' q ui pronvr la 1·nnvN¡.;C'1U'(' de 

1 ¡·,. - f(s) d .< 
T . o 

;\ l'infini . • 
R en1arque 3: Not.ou:-; q11P la rnD)'t'11111• 1•:-.1 1•11 foil la 1m•1111• 110 11 sC'nlf'lllPIJI. sur 
10 111t·s lt•:-. 1rn11s h11t;l'S rl ' 11m~ fo 11d io 11 prf':-q1 1P· f~;riodi11111• clo 11111''1>, 11mis ;lm;si su r 



l·i11w1i1111s l' . .;c111 /11 / '1t'M/llf'-Pr1iocli(/lll'." 

ks trauslnu~·¡., li111irt•s d<· I:. l~n1t!io11 t'f 1111•111(' 1•11 to11-. lt'!-. points el(' l\·11sc111hlt· t(¡ 
{P1op01'ltio11 10 fin). 
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L'mtC'n'I dC" la no tiun dr tllO)'C'lllll' esl qtiº('llr pC'rtllt' t clr dt~fiui r sm l'cspacc 
dt·~ íonl·tio11:- prrsquc- pt~riodiqrn•s 11111• s i nwLmr pn.'hilhN1 iruur, sur l'cspacc co 111-
plC'Lc\. Le:-; íoncLions {f'xp (i.-\t))AEq funnc nt nnt• ha:-.t• ort lio 11o r111atc, sur laqucllc 
diaquc fon«! ion pn•sq11f'-p1'-r iodiq11r a 1111r dfro111 po:--1lio11 n 111uniq11f', cxLrnsio 11 des 
M~rit's dr Fourier de fonl'Lions p1~riodiq11rs, t'l pcul rtrr approclifr en moycnuc par 
drs suites de poly nómcs Lrigonornt'•t riqucs dont )p., nll'ffil'iC'nl s sonL 1111iq11c111c 11t 
dru.•r111i11és par la fondion f' t :umly t ic¡111•111c11t l"akulahlrs ;\ pa rt.ir d 'cllc. Nous 
dt~Ulillon:. c-rs rf>s u llat s dans hl suilP dC' n'lll' SC'l'tiun. 

tructure Préhilbert ien ne- Base 

011 supposc qur S ;1. n11c ¡;lrndun' préhilht•rt il'lllll'. Fixons 1111 produil si.:;dairc 
( • ) :.>Hr Ir c-omplCt.t.~ de X Si J C'L f/ so11L d l'ux fonctions pr('!'-lq11t·- périodiq11es1 la 

íu11«t ion: 

1 -> (/(l).g(I)) 

1·sl presc111<>- pfriotl iquc (Ct1 ,C!1) . 011 dt'-fi11il Ir procluit :-('squiliuéa irc s ni va nt sur 
1'1•spa.n• dr., fo 111'1 ions \HT?squc-pt'•riodiqnrs 

., 
(!.y) = .11;,,1 ,-1

1, ( (J(.<).y(s))d., = M ((/.11)), 
100 . ) 0 

(1.10) 

la 'l'ulr d 1ww qui m' soiL pas i11111uº•diat1· dan!> la \'C~rifil':t l iun d t' la :-;lrnd.n rl' 

pr{'hillwrtif'1111t' 1•s1 le rarnnl·n· c\1~fini dt' la fo1111t•: ,.·, . .,, ¡, din• (f.f) i O s i 
J-¡:. o. e(' n;:.ultat f11it. l'o\Jjd du l<1llllll(' :.u ivanl : 

Lcmme 12 Smf y: IR -~ !R 1 11.11 1• fr111dw11 T"'"~r¡1w-p1 .nmHq1w, 1w11 1111/11·. 1\fon1 

1/ IIl.'flt o "> O. 1 (1 > O /. ('[.~ r¡1w: lrwl 111/1 nio/k ti1 l rm 1¡11nn · 'Jh r·01tlit'1Jf 1111 .ww• 

1 " ·' ' mhlt- di J.my11l'11r rl .'ill.1' kr¡11!'1 fl ..,. o . Pa r rrm~ '-'I"' 111 Al (y) > O. 
Prcuve du Le1m ne 12 0 11 :1 dow 

.1;'ii ! 1 fJ( ... )r/.. 11tl . 
nr/ 

c·t clt' l;", 011 d1~l11it q1w Af(,r¡) > 711 :-.. ti. • 
Pour romplrlC'r lad(;1110 11s! rat iou tl11 n •:.nlat 1•11011n• daus { 1 1 O), il sullit d1í ppli-

c¡11n l1• lt•111111(' 12 ii la fonrt ic111 y(r) (j{l)./(I)}. 
OlnlionS ) 'J.{ e~t. \(- l'Olllp\l'lt; dt' r 1·:.p ;1n• dt'!> ÍOlll°f i1111S pn•sq1tt•-p(·riodiq11t'S 

puur la nonm· /(f':J); 111·1 t•st l;1 111111111• n1111p!t•tc·"" "':.df) j Af(f.f). 

Propos ition 13 flo 11r trmlc fmwl11111 ¡1r1 ' 'l"1·- 111·r·m1/1'11w J 011 ": 
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,,,,(/) :;; 11/k (l.l l ) 

11. r /'11111 r tum ,J¡. /'n;¡mt'(' de ... f o11dúm s /) ll'.Wf ll<'·¡1érirnl1qtw.'i fJ fl f '<' fo 11 or111 e dTJ 

·'"I' d 111'-' H r.'>I cmil111 111•) . 
Prc u ve: 011 ;tppliquc lr lc 1t1111r ;\la fon<" l ion g(t) = (J(f). J(I)). • 
Prop osit io n 14 (/7}) /..,a fam·ill1• {cxp(i,\l h e7t } r.'i f 1111r basr odh onomw le de 1-l . 

Pre u ve : La prop ositio n IJ et le t. hl\oróinr d'ap prox imat.io n de S to nf'- Wcic rslrass 

111011l rc11t quf' h•:. p o ly u6111t's t.rig;o nomé triqut's sont d f'11srs da11s l'cspacc d es fonc-
1 ions presqur-pér iodiqucs pom la no rn w m 1 et done aussi d a ns ?i. De p\m;, 0!1 

\'t;rific i111111éd ia1cmc nt q ue In fa rnillc {exp(i,\r) ..\e~ } cst. 1111 syst C.mc or lhonormal. 

• 
D é fi n it io n 15 Pour l.011./.1· fow·/ . .;o.,, JJ'l'l' .'11/W'-p friodi que f - mt 110/.e prn· a . ..\ (f ) la 

co1111><>.rnnlt de f .<mr e:r p(i ,\f) 

l ·T 
a.; (f ) = ,11~.~ T fo /(s) cxp(- i,\ .<)ds. ( 1. 12) 

o,,(f) es/ le coe1Jicie11.t tlr F'ou:r-ier de f , d'orrb r ,\ , (/1w n d il 11 1y a ¡ms tl 'ambi­
!Jllilé 011 rio l ern sim7¡/e111 e11 t fl ,\ les cnejfirien l s. 

Dr maniCre t.out. it fai t arniloµ; nf' a n C"as p0rio d iq 11t•. 0 11 dé niout. re qll(' p our 1.0111. 

<' llSC'111hlc fiui l. 0 11 a 

( 1. 10) 
f' t par un argu rncnt. d assiq11<' sur lr.s sé r i<•s som ma b h•s. t H 1 déclni l. quf' lf.mwmhlr 

drs ,\ _ tc ls que a..\ (f) :j:. O <'SL ;in p lns déno mhrahll'. 

D efinitio n 16 0 11. appellc e~r.¡Joso.11.l.s de F'ouri.1~1·, l<'s 110111brrs ,\ l.els q11r r1..\ (f) 'fi O. 
011 désigne par A¡ l 'cnM'mÚ/c des r:i;¡1os(l.11. fs tfr F'm1ria de J. 011 {/1111ellr 111od11 /c 

,Je J (uoté morl(f) ) le m odu le snr Z enqe11dd par J\ ¡. 

11 , E Z.A, EJ\ ¡. p E N ) . (1.1 4) 

C itons fes i11é9ali fés de Par.'i f'uof. 

( 1.l ó) 

(f, y ) = LAE.l¡n.1,,(".1(/).";(q)). ( 1.1 6) 

R e m a r que 4 : Not.n ns q t1t' l'f'spa1·,, f.}(O. T) d1·s da:->..~"S d1· ío 11ctio11s T -¡>i-riodi­

qm's 1111111i clt• la uo n m' 
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i { 1,i' lf(.-ll' <"l ( 1.17) 

si• pnlun~r ¡,(l 11 H;tri ~1111 • 1111 • 111 (\a11s H. . ('lmn111 de" r...p;1('<.':-i d e· fo 1w1.io11s T -1i<'-r iu< li­
q111'' síclt•mifiC' ii 1111 :-011:-. 1•,pan· Íl'r111~ dt• H.. qui n·t...,I autn· qm' lrl Í<' nt1t'L1irc de 
111 MlutmC' ch·s /.J!(O. T ). T > O. 

Nous \'l' 1to11s dr \'u ir I(· ¡mssag,c• fonut'I dp.,. ío11nio11s prcsqw .. ·-¡u: ri od iqm•s aux 

sfr ic•:-. Ja s i111at io11 i1 ·i rs1 to11t ;\ fait ana\ov;uC' il f"t•llC" dt':-i fo 11dio 11s pfriodiqucs. 
U11 ;rnl •T a • .; pcr·1 irnporl a n t de l\ rnalys<' clr FouriN m usiste í'll l'étmlP des 

moclrs. dl' co 11 vrrgr1wt• tl i•s s(1 r i1·s l't clu pa."isagr ti~ ~ri~ ;\ <lc:-i fo11t.: ti ons ou c l<.L'>SCS 
dr fonrt ions. ki . a pp;1rn iss1•111 quclqu c·s d iffl;rrun"' aw·r IC' (·a . .; pfriodiq1 1t•. 

Oiffére u ce d a ns l' a na lyse ele Fouric r d es ío n c tions p é riodiques e t d es 
íonctions presque-pé riodiques 

Nous nr faisous qu 'évoqu r r l ;l qucs l ion dC's mod~ <Ir ro11vf' rgt• ncC' (voir ;\ 1·e sujct 
Am<'rio j6], IJohr p ó]) . 

Da ns I<' C<L'i pt~riodiqut' , nous savom; q11 r dr~ hypo1hl·srs d(• régularit.{· sur lrs 
fo11c tio11s cutra i11e 11 I, dl's prop ril•tés s ur la eouv1•rg1•m·<' d C's st'• rit·s. 11 11 'e11 esL pa .. ., 
tl t• m{'mr pour lrs fo11c1.in11s prC'sq uC'S· pfriotl irpw .... En íait, IC's pritlt'ip:u1 x rrit.l'rrs 
i; ur h• modt• de> convN !!:t' IH'<' portcnt s ur h·s Pxposanb ou cod lil'i ('nls dt·.-. si;ril's , ~·t 
mm ... ur lf~ fo11t·tio11s , tH111s avous i<' n;s11l l;it ... 11i\·a111 

Pr pos it ion 17 (( 15}) Soi l J e-.,· / um· fmirlHm fll'f'!tQfH'· 111:1·wrl-i1¡111 '. On s1111· 

110.~1 · q11 '1/ 1 ri.o; / 1' 1111 (•11s1•111Mr fi111 [,, df' 1. /, I r¡111 In i'IfW.rn 11ls d 1• l-'011ri1 •r dr• 

/ {>1 1 1 E Z \ /...} soit· 11/ m/1011111'ilr•111n1/ ,,.,¡,·,,, rulm1 I.~. i.t': ¡u1111· l rwfr /nll/i/11• Ji· 
1111' (n,)1, 1 • d'111/H'1'.\' n ·/n/1f.o; 11011 1011.o; llllk "" :S 11 1,\1 .¡.. O. tll fll'.'i, /u 8hlf' r/1 · 
f imn1 r ni 1rnn1U1/('Tt11·11/ r·m11w1:qu1fr . 

Possag des sérics a ux fo n c tions 

LP pr11hli.•111r dr íain· rotT1'spo 11 dn• it 11111 · si•1 w (1~h··11w11 l 'i d1 • J.l ) 111ic • fo n(' I i1J ll :1.va11 t 

1m11r fOt'lfifil' lll s d(' Fo11 ri1'r l• •s l'Of'lliri1 •111' d1 • l;1 -..··rit• 1•s l un vt• rt nu •111t• s i 1'011 

a11tnn""" la fonrl iotl d1l' rd11~ 1• iL 1'1 n • 11l11 s g•' 1u~ 1 alt• q1w IPs ÍI HH ' I i•111s 1111 ·s<1111 •-11• '· 1 it )· 

d1e1111 

Qm· n• 'ni l um· fo11l'f il111 pn•sq1w -¡>1 ·· 1i11ilup11• 1·11 1111 n1w d 'i 11ti"gr:dt• (cn1111111• 
11nn' Ir ,·rrron:. pl11 s lui 11 tla11 s la S<T!i1111 .'"1 •1 1· 1c• 11;1\';1il 011 s i111¡1l1 •1r11 •1 1t la JH >s:->i l1i­
l1h: dt• ddi111r lt·s ('(J(' fliri1•1 11:-> cll' J;1 fo11t·1i1111). 

Ll, :..·ul rl~11 \tat 1la11s n 'l t1• din·t·ticitl 1•s1 h• ... 111\'aul 

Propo itio n 18 ( A 111 rno /6'}) 8011 S ¿: 11,, 1•xp{1,\ 11 /) 1111 ,:11:1111•11/ 1Ír' '}-{ . 51 

fo •111/(' d1 \ Wlltll/1!'.'i /l(l/ ' /11 •//n rfr ,'•j UH/l'I njl' 11r11jmt1ll lllf'r// llf r,o; 11111 ' j o11f'//OI/ f 
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11/111, J , ,, I'" "/111' ¡11nml11¡1w. d 111 .~riru · dt Poun1 r <fr J t'.'11 

\111u11 .. q11-t,m 111• pl'lll ri1 •11 a11i nnt•r s i la 1·unvl·r~t' ll l.l ' l ':-.L s1•1tlc 111cut localcmc11 t. 

111111011111• tlll /.,¡°' 
Ex;1111111011 .. plus I'ª"' ie11l il'n• 111(1 11 t. ll' cas d<' si'ri<'s ayant. pour cxpo!'ia 11 ts 1111<' 

.. 111r1· 1f'11danl \·!'rs z<'ro. La sl•ri t· 

L t cx p(1~1} 
m· co 11vl.'rgt' !'n auc u11 poi 11 t. ('L ;uu.: 1111 L' des so11s suit<'s t•xtraitcs eles som 111 cs par t ic­
ll<•s 11C' c·om·<'rgC'. S' il lni corrcspo nd u ne fnm:t. io11. cNtc corrC's po11da 11 cc 11 1cs t p1L'i 
dr 1y¡>C' lornl (el" n"su ll at. t•s t t. rCs difff> rcnt cl r cdui corrcspo 11 da111. a 11 cm.; pé riodi­
t¡11t•). O'autn.• parL, il n;snl l,c cl C' la. p ro pos itio 11 18 t¡ llC si (..\ 11 )ne N cs t. UllC sui te 
<l\•xposa11lS lim•airc111c11 t. iudé-¡w udants, tc111 la11t v<'rs téro, la séric L:a 11 <'x p (i>. ,. t) 
11<' prut t'trc la séril' de Pour ir r d ' 11 1H' fo 1u·tion prrscp1C'--pé riod iq 11 c. O n pcu t done 
a flinnrr qu ·C'll Rl;1tfrf\ I un f' sér ic de Fom icr ;\ rncfli cicnts da ns 12 

1 :\ cxposan t~ tcn­
da nt ,·en- zt!ro nC' p rovie 11 t pas d ' 1111c fu m:tio n pn 's(¡11<'-- périod iq11c. Ma is pcut-011 
a u moius lui fairr corrcspondtT 1111(• fom·t ion·r 

Dans l'!'xt.•111plc suivant , 1101 1s co 11s idéro11s dl's sé-rirs dont. lrs cocflki c11 ts sonl 
ii \' rxcrp1io11 dº1111 1101 11 hrr fini d 'rul r(' C'ux , l«s coC'flkirnts dl' Fo uri cr d ' um• fonc­
tio u qui n'es L pas pn•sqi u•- pt; r iucliq uP mais cst tlt"tt' n11i11( de ma uiCrc un iquc da ns 

l'f' 11sr111blC' imagC' drs fo 11<"1.it 111 s 1ircsq1 1c•- ¡)(' r iod i<111f's. par nnr 1,rn 11s la t io 11 c·om11•11a­
hl<'. 

Considt;rons la séri l' 

La sé- rit~ L fl11(1,\11) ex p(i,\ 11 1) t·s l. alo rs 11 on 11 a h' ll H' ll L c·o11v1•rgc~ 11 tc et la so111 1111 · t'Sl 
llllf' fo11('tio 11 prC'sqm•-p(•ri odiqm• !/ d1• 111oy<'1111r 11111\t>. 

Fo n11r ll r 111rnt. la. sé- r i<• :[ 11., t•x p(i,\ 11 1) t•sl. 11111• 1ir i1 11i1in• d1• la. s{• rir a.-;soci1"1· i1 
!I· S i r o n co 11sidt'-re la fo w t. io ri 

F (I) = /,:!1(.<)d.< 
011 vfrifü• par lllH' i1 1tt"p;ra t io11 Jl< tr ¡i:1 rt i1 •s 1pw ],.s n11'flii ·i1•111s " .\( F ) f'X is t1•111 pour 
). f:- O t'I vah• nt 

~ Al(• ·:<p ( - ;,\/)•1( 1 )). i .<' . (•'l .. (F),\ .... ). 
o.1(F) = 0 ,\ ~ {,\,. ),n, U {O} 

Done la srriC' {(o,,.>.,,). (O, >.) , >. f:. O} f'S I la :-.1~ 1 ¡, . di • .. rnrffi4"i1• 11t s d ' 111 1t• fo 11diu11 . 
(\•llC' fo 1H' lio n 11 \·st pas pn •sqrn •- p1~ rindiq 111 '. C1•1 ·i '"' r11n111• 11111• ro11si"f p11 ·1H't' dr 
la p ropositio n 17 C'I dt ·s nmd i1 io ns d ' i11 n11 11 1111·11 ..;111 ah1h11• r;t11n1111l'll.• v1··1 i fi 1~1 ·s par 
lt ·s t·xpo:-;ants (>.,1 )11 c N 1•1 lc ·s nw fl i1 ·i1 •11f-; (11,, ),,. \ 
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AprCs uvoir mo11t1rci ~¡ut" lri sériC' rnrrcspond ú une fo11ct.io111 la quest.im1 se 
pose de savoir d1111s qunlll! mcsmc la fo11c1 ion t rOu\'Cc cst ca1nu.;t:érisée pa.r Res 
c:ocflicicnts de Po\lllicr. fue ré:rn lt;(lt. simple' s nivant nous penncL de c:o11clure qHe 
F cst détcrminéc h r afülit,i011 J!>res d ' 1111e const.autc dans Penscrnli>le des fouctions 
J t llcs que. pom l.ouL r J(I. + r) - f(I.) cst prcsquc-.périodiquc. 

Notons (cl'a prfa; un résulLa1l. précédent) que Fa cettc propriéLé puisquc 

!' (l. -1- r) - !'(/.) = 'j' g(s)d$, (1.LS) 
' avcc 9 presq11c-périodit:¡11e. 

Proposition 19 Dnn.~ l 'rmsemble. tlc.5 jonclious co11ti1wes G á. moyenne Jinie.1 
tclles que G(I. + r) - G(t.) r..51. presqtLe·¡Hlriodú¡ue ¡>0tff lout. r, les .~eulcs f ouctúms 
11011r le quclles l.ous les coejficicnls d.e Fouricr de C T -G , (111/.res qne la moyenne, 
sonl uuls souf. le~ c0118!.n111teH. 

Pre u ve: Soil, G une f0nction vérifia nt les condiLions de ht Propnsi•t imi 19. On 
a clone, pour t.011\: r, e!. houL A i- O, a.dG - G T) =O. Mais, p11°isque G - G'T est 
prcsquc--périod ique, cet.he [011ction est c111JiCrcmP11L dctcrni inéc (proposiLion 18), 
pnr s~ cocfücient,s de FC!ni·rier. Done, G(l + r} - C(f) = c(r), pour Lou!. r ce qui 
montrc que G(t,) = el.+ rl. Si G est bornée, ou a une moyemie fi llie on a: e= O. 
Mnis 011 \•éri lie immédi1.11bernent que, pour que les intégrnlcs cocfficient:s 

T + J cxp( -iAl.)G(t)dl 
o 

11io11t une limite; i\. l'inof:io1·1•i i•l fa1ut q11c e = O 011 obt.icnt. do11c la condusion de la 
proposiLion 19. • 

Re marque 5: Des résn1[t.ruhs 11.11ialogucs peuvcnL CLr<' ét.ablis pour des sérics as­
socit'ei it eles suit.es d 'ex 1~os;i11t.s !.c 11da11L bcancoup plus IC'nt.c1·11en l. vers r.6ro, par 
cx1·mplc u•llcs que n.11 E (2 , t~l, p0ur uu cnt.icr 1' > l. L: lnu l IA11 ¡11 < oo. Ainsi , 
ponr 11 = 2. non::; avons le résull.at s11 iwu1L. Désig:nons pnr S l;.i s6r ie formcllc 

2:: o.,. oxp(i,\,.I.) (o.,.) E I'. 2:: jn,. ¡ ¡,1,.¡2 < + oo. 
11 n~i~lc1111c íoncLion F de classe C2 . tdlP quf' pom· 10111, 7, 

l'(I. -1- 2r) - 21'(1 + r) - i'(I) 
cst prl'S<¡uc-pc'riodique et: a pour s<:'rir d t• Fourirr la sc'rir 

S(I. + 2r) - 2S(I. + r) - S(t). 
S'il uislc une íoncLi011 prcsqur·périod iqu<• F'¡ . qui a pou r séri<.; de F'o11ricr S, P 
difrCr<" de F1 au plus par l'add it,ion (!11111 polynóm(' de dcgré 1. g il rffe t., P esi sim· 
plemcnL une priniibivc ~i0uli lc de la fn11cLio11 prcsq11P·1X-riorliq 11c. ¿ n.,A?, cx p(iA11 t.). 
Bnliu. si L: la11 J IA1111' = OOi po11r t.ou t. p. nnus 11<' t·onmtissn11s pa:-; de corrcspon· 
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d;im·c· 11.1111n•llC' <'Hll'r Set um• f'o11ct.io11 . 

Presque-Periodicité en norme intégrale (ou au sens de 
Ste pa nov) 

Les d1~fi11itions l et 2 qui o nt. été donnécs dans le paragrapbe 1 de la scction 2 
u lilisant la uorme d u s11p pcuvenl etrc fornmlécs sous fonnc intégrale conduisant 
il d e nouvclles classcs d e f'ont:lions prcsquc-périodiqucs. Ai11si dans la cla.ssc des 

fonctious Lfoc· on prut cousidércr les fonc;tio ns vérifi ant: 
Po ur tout. e > O il rxist.c un nom bre l (E) > O tc l que dam: tout intcrva lle l de 

lo ngueur /(!). il exis te un réc! 7 > O pour leq uc l o n a: 

(Í~ ll f (I. + T) - f(l.)111' di );< e, pour lout t E Jll 
CcLlr dé-fin ilion parah t.out.c fois tn!s rcstrictivC', C'l lc n ·est probab le ment pas équiva­
lcntr ;\ r C':xprcssion mialoguc SOllS fo rme intégrale de la carnctérisat.ion ele Boch­
ll('f. La d l'finit.ion \ ;1 micux connuc cst cr\h-. d C's fonct io ns prcsq11r-pério<l iq11es cu 
111oyC'1111r LP (Amfrio [G] , Orrtrand ias !SJ. Stcpanov [35]). (On dit aussi prcsquc­
pc."riodirité a u scus d C' S t.qmnov o u de da.ssc Sii). 

Considérons d'abord le c;as 1J < +oo. Soit J E LP. lcl qut' pour t.o ut e> O, il 
C':<isll' un nornbrc l(E) > O, tcl que da11s Lo11 l i11tcrvallc de lo11g11cm l(e), il exis t.c 
1111 n~I T > O. tc l que pum t.0111. iulcrval\C' J . d<• lo11g11c11r 2: 1, 011 ail 

(.{, ll f( I + T) - f(IJll' d1) 1/i' < < l./11/p. 
Pour le."' <·as µ:::: +no. In d1"fiuit io11 cst la .s11iva11t C': 

' "P"°'1ER llf(I + r) - !(11 11 ~e. 
L~ fonc.·t io us v«'rili.ant t '(• l.l.1' d("li11i tio11 soul t1•1lt•s q ur 

u, llf(l.Jll' dl.J' ' " < 1\1 1.11'1P . 

¡mur to nt inlt•rva1\r ./ . l.!j ~ l . 

1, ·,~parc.• dr.:; foucl io!l.'i pn•sq111•-péri<11liq nc•s :n1 .st•11s t i<' S tq1anov 11111 11i de la 
noruw -.11i\·an1r: 

1 ¡· llfll,,,,., = ' "P.1,¡.1¡?1 iJi'. .I llf(l) llP d1) 1li• 

t~L it' 1·.ulrt• <111i C'OI n•spm1d ;\ n•lui cl t•s fo11c1 iuns co11li11111~ lmrn{•rs sur IR, ;1vrc la 
11urmt• du ... up. uons IC' d1"si).!,'11u 11s par l ... ~~1 • 

R e m arque 6 No1rn1s q111• la 1uw1111• l[. ll,1.111 PSI 1"q 11 ivalr 11tr :·1 la uonm· cl11 s11p d i' 

r:hU,llJ(ll ll'' dll '"' 
-.ur 11 ..... inlt~n~ll1-... .J !l1· !1111¡!,111·11r compri.sc· 1•111n· 11!·11x ruuuhrr.s 11 , (1 avrc () < n 5 
¡, 
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()1111, n• n tcl n·. l.1 canL!'tl\ris111 10 11 cll' Uoln t'"' 1·c 1111va k11ll' ;\ ('1•lh· <11· Bod111C'l': 

,\111 .. i . 
'1 J 1•:-.1 p it'M!H<'- pl·riodiqnl' en 111oyt•111 1t• L'' ..,, et ~l·t1 l<'1m•nt si {/ 1, t. E IR} 

l'"il tl'lilli\'l'llll.'111 t'Ol lll)il!'!. 
C ', ÜC' la r ararl{•risatio n el<• !Jod1t1('r, 011 \'Oll C!U<' les fo 11etio 11s prc~qnc-

p{•rnniic¡ll(~ /..,f,1 0 111 \UH.' s i rnr ! urC' d 't•spa1·(• ve<·t01 ic•I q ui r~I 11 11 so11s-rspac1• Íl•rmé de 

/, ~: .. 
La cll'uxii'mC' c<i ractl~risa.I inu d t• I3od11u'r 1•:-.1 n•mplan~· par la sui vantc. f csL 

prr..i¡m• -pt~r iocliq11C' si C't sC'nlC'1t1C'Jll s i clP lollll' " smtt· .... (0 11 ) 111,;,v, {T11 ),1e N dC' IR, il 
1·:-:i .... tf' clc·ux sous suit e:-; <·n1111n11 11Ps {q;1),.1:;: N· (r;,}111 , tt•lh~!-i qut· f( l.+a:1 ) ronvcrgc 

VC'IS y(t) da ns i,;:..,.., t' I J(t 1 a;,+ r;1 ) N y(I + r ;1) nmwr~l'Ht. da11s /_,:: ..... el onl l;l 
1111•1111• li1nill'. 

L'l''C¡11ivalr111·e dt• cdl.C' dt•rnil•r(' dt;fiu iliou avt'C' ll-.... tlr11x autrcs c:iract1"risa-

1iuns 1-..1 obtrnue c•11 ulilisant. lrs norn 1<'S IOl·alr .... i111rod11i tC's cla11s l:L rt•111arq11C' 

p1 1~r,~dC'ntr. 

Ln plupn.rt des p rnpri(> t{•s d<'s fonclious prt'sq11t'- J"'lt~rimliq11es o ut 11·111· aualogu(' 

d 1111s k• (·;L .. el(':-> fo n<' t io11s pn•squc-p<'·riodiqm-:- C"ll 111u.\·r11111•. 

i f C'Sl pn•sq1h'-pt'·rio c\iq11t• /_,~~. alnrs I _, / 1 N-1 1111iforn1é111t'nl 1·n11t,i11uc 
de IR • lfi1, (a lors que l'applic:at.ion / ) / 1 11'('\t 1m•111(' pas nmti1111t• 1·11 t!l'm~ral 

sur /,,f.1 ) . 

'1 Si f rt !J sout prc·sq11('- p(>riotl iq1ws / .. ~: •. D?11 (rr .. ¡wcl ivrrn<'11l) av<·c· l /7J + 
1/ r¡ <. 1 r; alors k prod 11 it /!/ l'SI pn•sq111•-p1í rio diq11l' /.,~//' 

•• Si f l'!-i l prrsq1w-p(•riodiq11P /,~;,. 1 \ 11 /t ll <"-t prrsq111•- p/·riod iq11t• f_,:11' 
IY<L111 rt..., propri1~1t"s IH'11 v1•11t. l'\tn· 1•11vba¡:/1'!-i ;\ p;irlir el~ rrla1 irnts 1•11!,n • l1•s rlass1·s 
dt• fn11n1nn .. prf'sqm•- p1"riocliqnrs. C1•s n •Ja1 ion ... st' d1>. l11hwrit d~ · t'dlc·s 1·111 n· lrs 

l'Sjlilrt" l fri 
l: iudn .... u:m s11ivn 11H• c•st. t·o111.imw: /,~;, L / .. ~ .. pour 10111 71 > r. 

Le> p;L' '"l!;t' C'tl111 i1111 d<• /,~;, h C11(~) I'", n\~.11lari .... :t1 io 11: f ---+ J • lfJ. avt·c- cp 1111l' 

fo111·tin11 nm1i11111• p11si1i v1·. it sup¡ iort c-1111111:wt . J .,. l . l 0 <1 pJ)l'W< i111n l io11 11:1 11:-; 

Lj,~ clt· lontr fouctio u d1 · /~::, par la fa111ill1• f · .,_ 

<p (1) '>'(') 
L'.Lppruxnnaliou ayant. li('H da ns /,?11 s i \"un s nppo-.(' q111' l'appli1·11 t icu1 1 ~ f 1 <'SI 

nmtinuf' clt• R: da11s 1_,:111 • 

' 'I <- p. 

i j ('!.l prt'S<pt1'-pt~riodiqt1<' /.,i:, . \'111• rr..,I ;111-., j 1'11 11Hl)'1'11lll ' 1,;1,, pour to11L 

L t..,p<t<'<' dt·s fu11C'I ir111s pn•s1p11'- ¡11:rirn lu¡m•s. /.,~;, i-s l d1·11!-i1' d ;111s l'<·span• 
¡\p, ínur111111!> pu· .... cpu'- pt'•riod iq m•s /,;~, . pum 111111 q <.. f' 



'.{i{i /~. /\it. {);u/-.; mul O _\1 i11n 

, En p;1n1nilic•r ICJlll.!' fo twt.ioll ¡n·1•sq11P-p(•1iodiq11<' t'll 111üyC'11 nc /_,~~'' J pl.'u L 

1·111· ;1pptudwt· par 11 111· s ni1.L' f + !{)~ .. ¡;11 -> U dt· írnwtio11s prcsq11c-pt'rio cl iq11cs 

;iu :-1·11-. dr ~1r¡m11ov ps]. 
Dt• la 1h-11:-iri- clf'S fo 11c1,ions prC'sq111•- pi!riodiq11C'.S. on dt'd11it i'f'x i.stc nrC' ponr lout.c 
f111w111111 pn•-.quC'-¡lt'r iod iquc C'll 1110,YC'll llC' lA~1 f , runc• 111oyc1111C' 

1 1.·'/' 1 f, .\/ (/) =. pn> -; f(s)ds = lirn -111 J(s)d.<. 
1 -~ 1 . u !JI-·"-' · J 

. 1 ¡.,. . 
nÁ(f) = .11nn ,-1, f (s ) ex p(- 1-'s)d.<. 

- HXl . 0 
A llOl l'r ((111' .\/p(·) ('S t. lllH' HOl"l lLC' tl;i11s rcspacc des fonct.ions pn:squc-périodiquc."i 
/_,!:,. toutdois. c<'I cspacc 11 'csl. pas fennf. pour cctl c nor mc , la fcrmclurc cst 
1111 c-:;¡.mn' qu' 011 110 !,C' 'H.,,. Pour j) = 2. 1-l.1 ('SI r cspacc 1-l q ue llOllS avons 
cou:-icit•n~ ch111:s la scrt. io 11 St n1c t. l trC' ¡1r<'-h ill)('rt.iP111H'. 

L ·applirn1 ion 

l . .,. 

1 1i'.'~ 1; ,, , T / 0 (J(.<) ,g(s))d.< = /\l ((J. 11) ). 

1lNi11iL· :sur lt•" c·o11¡1lí'S 4lc• fn 11ct.in11s prrsq1w- 1 11~r i1)tl iq1ws1 

L '' r . ./' (' 1 1) "'"' X "' ji+ Í¡ = 
:-r prnlongt• ~ur 1-11, ' 'N,1 c·I ¡n·rtní'I. 1l'i4 lr11 tili1•r 111111r ·H.p rt.1-l.(1 rc'p í'1·ti \'('ll lí'l 1t. ;\ 

ll1, rl t(,. :-011s la n ·sl riC" I in11 1 < p. r¡ < +00. 

P ro pos it io n 20 Po11r l < fJ < oo. 'H1, '""' 1111 1·.,¡m<·1' n•flt:r1J. 1-l;, ... 'i<l.•n l.iji1• ,¡ 'H.11 
ii l nwn' l'n11pltrnfw11 dr d11r1h"f.1: {I.9) - > M((í.fJ)). 

o ndilio ns nécessa il'es et s uffisan t es pou r qu ' u ne fonctio n p resq ue­
pé riodique a u s ns d e Besicovitch soit presq11e- pé r io d ique a u sens de 
13ohr 

Dé finit io n 2 1 Smt X 1111 1's¡m.r·r• d" Gr11u,,·h 1111111i d'mw norm•· 1101,:,. 11 -11- Soil 
f : ::i -~ X . Ou di/ r¡uf' J 11s/. 711"e.w¡111•-¡n:riodiq1u· r u 111oyrm1(' ( 0 11 rm sf'it.'i tfo 

Slf ¡H111n11 SP{.\") 11n'Hr¡11e-7n:1·iorli1¡11.1· rnwc JJ 2: 1) ·" 
1} J r sl 1·011tu111t•. 

11) Pour 10 111 E > O. i/ r•úsl.1· nn 111m1/m• ,.,:,./ /(f ) > 11 Id q11f' r/rm.~ l rm l i11 / ('nWllf' 

I '"° lrmgw 11r· /(f" ). il r•.risle 1m ,.,:1•/ r ¡1011r l1·1¡11f'I rm 11· 
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ll morque 7: '.et le• dt~f i 11it.io11 C'SL 11 11 ft\.'i partin 1lwr dt~ l;i dNi11it.io11 do11 11éc d a11s 
111 "l'l' llun pu'<·('dl'lll t' t\Vl'I' .J rlP longm•ur \. 

Lt• li('n <'nl rr la pr<'sq11c-pl·rindici1 é> a11 sr11s dr UnhrN c-dk a11 scns de ' t.cpa11ov 
•''l foum1 par Ir résultat s ui vant.: 

Propos itio n 22 Urie ro11di l iou 11tírt'.'i.~a111• t'I ·'"º'·'nntt' 7KJm· qit 1t11H' fouclion 
l"'""ft1t•-pt'r10tlH/tu' rn mfJy1111.11e U1 ·"º'/ ¡in•.w¡111 -111 nodiq111• t'sl. q11 't•lfe .'ioil mti­
/rin11(uu ni rorllwue. 

Prcuve : Ln rnucliLiou sullis;rnt.c l'SL (>v iile11ll'. r..loutrons aJors lrl rnnd iLion néccs­
snirC'. Soit f 1mr fo11rt ion prcsq1w-pfriodi<¡uC' C'll lllO)'C'UllC' /) 1 , 1111ifon11é 111c11t. 
c·o 11timll' ~tontrons que J es! pn•sq1w-p<'riodiq11t.' an -...•ns de Dolir. Eu cffct.1 soit. 
(p1)J unr suitC' rt!g11lnri!:ia 11L<.' i.<'. fJJ > O indt' finim<'lll di'rivahlr it :-;nppo rl com p:u;t. 

t'l vt\nfia nl 

.r~ p, (t )rll = l. 
i'l 11· supp PJ lt'nd vcrs {O}. 

C'unsidt~rons I<' pro cluit dt· m nvol11tio11 d C' f par r11 • 011 pose 

J,(1) = (f; p1)(t) = f "'._,p1(,)j(I .,),/,;, 

011 n nlors 

j 1(1 + T) - j 1(1) = (j • (11)(1 + T) (j 'p1)(1) = 
J_~ f'J(.•){f (I + T - s) -f(I .•)),/.,, 

C'f'tl<' ml<'~rHIC' C'SI p r is1• h• Io n¡.!. dº1111 intl'rval\f' th• lo11g,1wnr lini<' rar f!J t'SL i1 
support rnmpnrt. E 11 n.ppliquaul l'in(•galiti' clf' Jlülcl1•r ( .... E ! A1 A] :> suppfJJ) 
a Vl't ( 1p ~ l /q = J 

1 1 

/Jll+T) /,(1)11 :'5 [J'', 11111 ,,_,¡ / 11 ,¡ i•.i,] 1' [f 1,11.,(.<))'"'' ]" 

1 

<: Jll,, [ / " 11/11 > r ,¡ /(1 , ll ' ,¡,] 1' 
l 

S M,, [!' :'11/(r t 'l - /1,ll''d•] 1' 



278 E . .-\it. 0füfs muf O. A.ri uo 

or la q uamité 

1 

[L'
1

1 
llf( r + .<) - J (s)ll ''ds] p 

est. C!iL imée e n fonct.ion d'un<' so1nme fiu i ~1 d'intf.gra\c:; de t.ypc 

1 

S . . llJ(r + .s ) - J(s)llP ds /! . [/
·i - .\+J+ I l-

. 1- .·\ +J 

8n u t.i \isanl ccLt.e fo is c i Ir\ 5'1' presquc-pé rio di c it.é tic f 0 11 a ura : 

c;c q ni implique que f j cs t. presque-p,~ rio dicptf'. 

Commc f es t n11iío rm 6111 uut co n t. inuc, a lo rs en part.ic uli er f es t. co11t.in11c 1 

alors J • p1 conve rge vcrs f pour la. t.opologic de la m mrergcucc uuiforme sur 1.0 11l. 

compact. Montro ns idors que {!j ) cn nvl!rge 11ni fo r mé 111c nt. ven; f . 
l>ncffcL v, > 0,3 N(e) E N Lclquc db qucj > N(<), alorsl lf,(1.) - /(1.)ll < < 

pom toul t E R 

Soil (p1 ) la :-:11 i1.r rég, 11la ri s111nt.c 11 s llpport d 1u1 s la bo ule B(O , ~) a lors 

Ln cont inuité uniíorm(' de J pl!rme t. df' dirr que: 'tic > O. 3 J(e ) > O !.el que 

ll f(1') - JC1")ll <e, 'l"'"'d 11! - 1.''I < o(e). 

PrC'nons r1r tc l que __!.._ :S r5( e ), qi mnd 11 > 11 f. on a 
211., 

! 

ll f , (I.) - f(l.)11 = j /,' fJ,( s) ll f(I - s) - f(IJll d• < < 

implique .Ve > O, 3 N(e) E N t.cl que d1's cp1> • j > N (<) alors 11 / ,(1.) - /(1.)11 <' 
pour toul I E ]t. (Poli f; co nvl'rg:c 1111i íorn11··m(' 11I, v('rs f dC' pi n:-;(!;) c:-:1, un e su ite 

de íourtions presquc-pt'- ri odiqu<:•s, p;u s uit C' J PS I 1111t" fonctio n prc..,q11 c-pé ri odiq11c 

;\11 SC'llS d(' Bohr . e(' q1 1i ac:!ievc !1L rl/·11 10 11 s t rn li o 11 d e In l>í0pósit.io 11 . • 



Fi 11u ·111H1 ... l 'M•1ulo Pn· ... ,,111._ />,·11n<l1r1m· ... 2i9 

1 l) ri vée et. ini.égra le de fo 11ctio11 pre que-pé riodiques 

l.t•-. upt'Till<'Ufs fo111 la111t•11t a ux da11s l'l•tmlr d l'!'i sy-.1i•mt~ cly11a1 11 iqm's clifl0n' 1Llit•ls 
s1111t l'opt'rntt•u1 <kriv1'• 

J " ;¡¡! 

J - · r' f(.<)d, ln 
C"o111mr11t rrs opl-ra!rms Sí' eo111porlt•11t ili- clan-. l"f-..p;t('C• dPs fmu·tio11s pn•scpu•­

pt'·iiotlu¡m•s'' 1 1111s rdl l' sc•dion. 11011s iml iq11m1"' d'ahord k s rés11 lta ls sm le:; 
1ln1111u11t-.. dt• crs opt'ratc·u rs. '1•s n~su l tals sout ch·s c·onclitions pour q 11L• la d('riv(•c 
t\ ' 11111• fo11rt io 11 ¡m·squ<'-prriodique soit pn·squC"-¡>t~rioclic¡ur. t'l drs co11dit,io11s pom 
q1w l'i111t~~ralt• d ' nm' íonct io11 pn·sqm•-pt~rioclitpu• sclll pn"::.q11e-pt'•riod iqne. 

11 -.·n~11 dt' rÍ'suh al.'l <·lassiq 11C's p onr lrscpwls n011 ... rrnvoyo11s ;\ d t•s rNt•rC'11<:L'S 

cl"""I'"~ l:J). j6), j18) . 
Lt-.. prohli'nll':-i d '1,x is tt•t1n! d r sol11t io11s pn•sq11t'-JM.'rindiqnrs tlt•s syi-; t1"111cs dy­

mu11u111~ clifft-n•11ti(•ls sont. c0111 p li-tf'1111·111 111~ .. aux pruhll•11H•s tl1• n ·1·hl'rdtt' c\C' 
puint" fhcc·s d'()p1.'·rat 1•11 rs i111.é¡.;:rals, 11011s M11 111111·' cl1111c. i11t1'n•ssés d1u1s r·1·L11• 11art it 
:\ la rorn¡Mnté d1• l'op1"rnt1•11 r iut(>gr:\ I d <111s d1•" 'ºº" í'!->pacr~ d11 frn1 t'l.io 11s pn•stpH'­
IM~riodiqtu~. 1)lt1s p/'111"r:111x fl l ll' l'r s¡l:t('t• 1l1•s f11111 ·1im1s r>fri(u li11111•s. 

Ocr i ée 

1'1i~or~me 23 {/18/) 81: J ,,,.,, mw Jo11dw11 !"' 'IJ"'·-111·nml11¡1w ,f,;,.1110/i/1·. 1•f "'' 
,, rl , 
rllf 1 "' uurfm·11111111· 111 r·o 11/ i11w·, 11/on; di J 1 ,¡ 11111 f ourl1m1 fll'1'.W/lll' ·¡11•r111d11¡111" . 

ll.c m arquf' La propri1'·t.c'· i1uliq1u"P pai I" 1111· ... ai•mr PSI 11111· ha11:tli11" d a 11s IP 
11 ..... 11h.'\t d11 tlu't1r~·111 1 • l:I: 11 • fail q111• la d1•1n•1't· 1\'11111• fm11t i1111 pn•sqm'-P<"riodiq111• 
t'"il pri.<¡lll'-IM.;1indiq1w. 1•s1 vr:i i sn11s 11111111110 11 d;tll"i 11· c-;1 .... p1'·1itul iq1w. ('111111rn• 
011 ¡.. \011 "iUf 1't•x1•111pl1• sni \•;11 11 , 1•lh• 1•>;1 fa11>;>;1· 1·11 ¡.;,1··111··1;d d :111s l1· ('ª·"' ¡11·1·stpw­
pn11 Klic¡111 · S1111 

/(1) 
' 1 L ,, .. '·'111,,,·,,. 
1 

"-' ¡/ .... ., 
.,1 ,ftf t..,1 pn-..cp11·-¡11"riod i1 p1t· !;1 si;1i1• fn111 wll1· 1· ... 1 ¿ 1 11·xp(111• / ). 1na is 1·1·1t1• 

11..rnit\n, n ,...,, pas pr1•sq111•- p1'·1 i11diq1w c·a1 la -.1•1 w clf' -.i •s codlil'il'tils 11 '1·sl pn.s 
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d 
di • rnrn~ ~u1111m1hlC' 1 dom· - J n'cst IHIS prcsquC'-périocliqnc car e ll e n 'csL pns 

1l/, 
1111 ifonnl•11w111 ron1.i11111· . 

Prim iti ve 

Dans le cns de fonc t.ions périodiqncs, tout.e fo11c1.ion A moyenne nulle cst U pri-
111i 1 iw• pCriodiqnc. 11111is chuts le cas de fo nct ions prcsc¡ue-périodiques, il n'elit pas 
t oujom s vrai <¡UC' 

/" lo f( s)ds 

rcst.c prcsqu -¡>ér ioclique 111 6mc si !'0 11 suppo:;e qu 'clle est. a ' moyenne nulle : 
Co ntre-ex e mple : Nons 1wo11s douué un cxcmplc it la :;uit.c de la proposition 
18. Nous cléta illons ici l'arg:urncnt:a l.ion do1111éc par Zhensheng [tll] pour Pcxcmple 

:-: uivant : 

00 1 1 
J(l) = L (2k + l) ' sin(2k + 1 ). 

ll 

f(t) e;t. une fo11 ct io11 prcsq 1w-périod iq11c, ca r la séri C' L --1--2 cst ahso lnment. 
1 (2k + 1) 

F(I ) =1' f(s) ds= f - 1- (1 - cus-1-' - ) = " - 2- sin'-- l_. - > O. 
o o 2/.: + 1 2k + 1 'o 2k + 1 2 (2k + 1) -

Pout. 10111 ,V et. 10111. rc'·c'! /., 011 1t 

F(f.l > Lbv ~ si112 ~-
ou observe qnc F es!. 1·nnt.i111w s11r !ll. JH111r t.out. J.: > O. pn•nons 

011 a: 

P ( tk) --+ x q ua.nd k -~ oo. 
O'a11trc pilrt. J 1.:0 1111111• srn 11111 e iL CQl' fffri~·111 s da11s 11 dt• frnwt.ious il 111oyr• 11111!:-: 

1111JIC'. r s t. ú 111oyc1111 c mil le. Du11c, f r•st. pn•s rptt>-prriodi<¡m• i1 r11 oy<·111w 111dh· 111 ais 
u·a pas dC' pri mit.ivf' pn•sipu··- pc! ri odicpw 



l:'t 1111 ·1i1111s Psf' rido Pn ·sr¡ru'-Pt•rirufiqnr_..,. 

i'Ju llli l d1111s Ir rns pt"r iodiq ur. la prupri(•Ll· dr mo_vrnm" 11t 11l r éqni vant. a 11 hor­
un~t ' dt• In ín1u·1.iu11 iut c"gra lc: 1·ond it.io n 1 1 ~cr·ssain• c·L ~um .... a 111.c pour q11 1cl te so il. 

111;dm liqul' - Cnt.ir propri1i1.é 1 1 '(~ St. pas s uffi sa ntr dans le c;L" prcsq 11 c-pér io d iq11 c. 

\litlJ,!;11: tnul. r n di 11 1m1sio 11 linic, la rrn uliLio 11 (lt• bornagc rrst.P s uf'fi sa.u1.c. 

T'héorE: me 24 (/ 18/) So1.l J W11.e Jrmdio11 rircsqw•-pfricxlit11w ri 1mleurs rüms un 
1 ~fllln' de tlimt•t1,'iio11 fini.c . Alar.~· 'IL7tf.! a011.diliou ufres:-.arrc f' f s11Jf1:snnl.e ]JO'ltr r¡u e 

F (I.) = f~ J (s)ds (1.19) 
.~m t prl'sq1u:-71é1·imJiq1tc c8t rr11 'r. l fo .Hril /iorn tfo. 

Notons c¡u ·cu diincusiou infii 1ie, le bornagc ele l'intégra lc n'cs t plus 1111u con­
tl ition sufliim n! c (sa uf d1lrns le c.:as d ' 1u1 c·spm.:e de lJanach u11 iíon11é 111cu1. convcxc 
11i1 r imngc de:: F e~t. rela t.ivm1innt CO!l lpacl) ({ISJ). 

T héorCm e 25 ( Le11itrm {31}} Soü. ){ 11:11 cspacc rl r Barwrh. f : llt -~ X 71re.Ht1te­

JJ friml1qm.: fcllc q11e P so·i l. born.ér>. Si, tfo fJÍU.'i, 

1+T 

)~~!~ f 1 fi'(.'l)d.~ = b. 

1·.ristr>. unt/ormémc11 / p<LT" n1,11710rt tl f., olors F' e.'i l 11rrsqt1e-pél'indú¡11.t~. 

1'héorCme 26 (/2.{j) So·ü X m1 r.sp<u·c rfr /Jr111ad1. J : ~ ~ X 711·c!l t¡1w- 7i f>,riotli qw i 
lr•lk 1r11e t\¡ f'!l l formé d 'élt~mr• 11/.s i:ncn 111 111t'WWnihi1•s dl11ls lem· f'nsem l1lt·. rtlors P 
,_,·/ ¡m ·.'il1Jt1f · t1 iriorliqu f'. 

'l'héorCme 27 (/26}) Soú X 11111 t: .~' fHlf'e tÍ I' /Jrwn r /1. J : :R X 1m· .~·qnr ·- 71fri.orl·i q11 r • 

ltll1 110 ' 1/ t.n,·I!' fl' > O, V A E !\¡, IA\ > n . Afor., F f '.d 1m'8 r¡ ·11, r· - 7n~1'i. rnlú¡1 1. r · . 

'ompaci lé ele l'opé ra te ur intégra l (cas ele d ime ns io n fin ie ) 

Nc1us dt'sig11011s pnr T 1111 t) ¡ >c\r 1~t.1• 11 r 11 11 ty ¡w s 11iva11t 

(T/)( I ) = [' /(.,) ,¡,, + r(J) 
./o 

ui1 , . •~l 1111<' fm· 111(' li m;ain• nin1 im w sur C-'t.( IR). 
\mis travnillons th111 s le• c\0 111;.ti nr• d1 ' T 

/J(T) = {f 11rrsc¡1w-1u"r in1li11w ·. Tf r~ I 111 t~1 pH'- IH'·r i0 4 1i11 1 u ~ J 

t'1 rhm .. D(T). nous d mrd H1 11s d t's :-:111 1s 1·:-: pa1 ·1·:> F im•; 11·i;11 1l1s p;1r '!', .'i ll l' l1·sr¡1 1<· ls 
r ,-:...1m111pm·t. 

Nutnn ... c11w si F rst. i11 va.ri :1tll ¡m r T il 1·11 t•s t dr· 111t·1m· d e• la 1'1 ·r1 11('1.11n ·. dn1 w F' 

28 1 



/~. A it /)¡¡¡/.;miel () \rwo 

p111111.11•tn• 'lllll){).'o.t' f1•r 11 w. 

St r l''l COlnll.'\CI. 11('111·:-t dt• 1111 '\ll l' r\(• l'opt"rau•ur J{h = (T - T ,,)//i , in t. rocluit. 
tl,111!'- la prPU\'C' <lt· la proposi1. in11 5. Pn r co11M-(¡t1t•11l. la nmdusiou dC' rct.Lc prc11vc 
' ""l rurón' vnlnhh~. P doit c ll'l' s{·parahlP. Enom;ous CC' n~ultat. général clans u ne 

¡uopos1t1011 

P1·opo ilio n 2 ~ ort F un .~OWH'SfHH"r• ffmu; dr l'opau des f ou r t io11s ¡n-esquc­

ptnodu¡1w td q1w T :F -~ F' el T / ¡.· 1•sl m m/}art. A lor.f F e.'it .i;épnmble. 
m· étudt• clNailll•l' drs propri(•lt;l'l d r F par;11t diffirilí'. 1 Ollí-i pouvons s i111plC'-

111t•11t ajouu·r qur ¡mr a ppl irn l io 11 d1•s n"s11ltab sur les opl-ratc urs com pac-t s j21J 
{To111C' l. p.ag(' 330) si 7' esl 1·0 111p11c-1 snr F, F s'PcriL c:omrnr so111111c 110 11 d ircctc 
F = /{ + F1 d(' clru x sous-r span·s ÍPnnt'•s J(, F¡ invariants ¡><Ir T t'L t.c ls que 

• LC' ~¡>con· clr T/ /( se n"cluit ;\ {O} . F1 t>S t. la fo r111cturC' d e la so111111r clN< 
C':>paCl·-. pro¡nes p om les valcurs p roprcs a ntre.; que O. 
~ou~ ne !'.><l\'Ons ri<'n 1\ din• sur I< . 
:'\Qtl'.'t rnnwnons a 11 cas 01'1 P t~s t ele type F1. 

~OU!-- t·tmlious 1111 t as pa rtintl ic r. 011do1111r 111w ía111illt' d 'cxp osauts (..\J)JENi 
..\1 cpiam l j + , suppost•s orc-lonm•s rfo ns l'onJrc c roissant. 

Propos ition 29 . ; B csl / 'r1181' 111bl f' ,¡,.,.,. lir111 l e.o; ur11/onnes rlc,., .férie.'I f o rmellr.'I 

l:"J <'Xp(1,\1t). 
tllnr.~. T d1Jir11 _ .. ur Ir.o; 1·xp (iAJI) ¡mr 

r~t rmupa<I 'lur E. 

Prc uve : lntroduisous la s11it.1· d 'n1u"rat1•urs d r ril llJi fiui 
rr11 : b' ----t B 

j -> rr,,j = :z:::,,J1•xp (1..\11). 

1°5" 

(J.20) 

l.t':'i op1•1t-llcurs 11' 11 sont. bon u"s c 11 t u 111 p~1i111 d1• E. o ·aprl•s 11• 1ht''OrÍ'1 11C' di· la 
hornt' uniforme j21] 0 11 rtl·dnit qu ' ils snnl 1111 ifon 111"111(•11t lwr111~. 11 <•x ist4• /I ? O 
lt'I qur 

Par ;\i llt' llr.-i . clC' la ('OIJVl'l'¡!;l' IH'I ' dt• 11'11 r wrs f Ol l 1h ''f l llll c1n<' 1111'11 / llc:11 (R) ('011\!C'Tgt• 

' '1'1;.. llfllc,,e1 C't rto 11c 
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SllPuEN 1111",,fllc,,{ l ~ llfllc11( 

La uomw 111111. ;;; s np,.EN ll rr,1fllc 11 (".) l'Sl d t11w 1~111ival~·111,c s ur E ;\ la nonw· 

rlu ~11p :-;ur R ll·llc,.{R) · 
R1•wuo11s :\ l'o¡WralC'\11' T dont 011 n m nait r 1·x1>res.,,.io11 sur IC's po ly 110111cli 

trigouomt~tric¡uc:-; r 11g<'mlrés pllr (rxp(i..\J f) ,; E . } . 
En utilisanl la n;glc• d 'Ahrl aJ exp(iA; I) ;;; rrJ ;- 1f - 1 1/ et. la. non ne s ur E , 0 11 

ohtit•11t 

n· c.1ui complete l'cxpressio11 de T sur E C'l do1111c· 

117' J - Tn,,.flli> ::; (x!;) SllJ>1>m 111"1/ ll-
7' 11s t hmitc uniforme <l ' unc s uite d 1opérnteun:i de rang fini . T C81. do ne co111pm:t. 
U11 ('n."i dñp1>licatio11 de la p roposit. ion 29. C'Sl f'C' lni o il on supposc les (,\j)J EN 

mlio nn('llc mcnt incl pr1uhwts et 

B = { J pre:-icpw-périodiq11r, ;\\'('(· ;\f e (,\.J)JEN }. 

l·~u t•lfot d'apr~ la propm;i t,ion l8 , ponr to nt J E E la séric e\(' Fomil'r d e J 
l'Vll\'t'rgt' nonnalcmt' nt, vcrs f. De p lus, E cst frrn llt dans CJJ(IR). 

ll e rnnrqu 9 Notous que k: fait, que l,\JI - > l..., t unf' f'o 11dit.io 11 néccs:-inirc pour 
h\ rn1111>aC'1u• ciC' T . S'il y a 1111 nombre• i11fi11i dC' Ar t·o111pris d1rns un intcrvnllr 

[n.1IJ. In sml(' 

R cinnrqu e 10: Si 110 11:-1 p\11.t;n n:-1 dan:-1 11. ave••· la uon m' m 1 , nu li1:11 d t• C11( lR), lP:oi 
opfratt•ur. ;r,1 ~nt dt·s projcr t.t•ms ortho~o11a11x . Dom·. Jl;r.,11 = l . 

111 '.! (Tf - T n 11f) 'S s11pJ...,. 11 ~m1(/). 
J 

r , ..... t ITIIUJlo'l('l :mr IO\IS lt·s sous-c•s¡-,;l('('/'i B ÍC'rrnA-. el(' H do nt lc'·w-wmbll' tk s ('XJlO-

MH! .... \ 1: (U/t. ,..A¡ ) 1'."ll snit fin i. soil dr In for1111· 
{ \ JE N : IAJI oo, q11a11d J "\..:}. 

l)'"P"' l.l n-m a rc¡ur prl·n"cknt C', n •tt1' propril-11~ nuattc.'ri:-i1• co111pl1\1c•1m•111, l<•s 
l'loll.,·t 1 .. u .... -... E clr 'H s11r lc•s1¡u1•ls T 1•:-:1 n 1111¡m1·L. 
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P;1r n;.>1N >c:¡m•111: h- rl>sull.11.t. indir¡w" a11 ch~ l>t ll dC' C<'Lt e rC'JU<trqul' p;Lrn iL d 'un 
i11ll•n·1 i1uh' pt•uch1111 dt· cC' lui clt• la prnpusitio u 29. Le proble 111e q ue no us avons 
pu:-.l;: d1Nd1<'r 1~ !'Ou:H•spitcrs de C11 (!R.) !'nr lcsq11 C'ls T csL co111pact , 11 1est q ue 

partiC' llc111c-111 élucid ·. 

Fon ctions Presque-Périodiques avec P a ra metres 

Int ro du c t ion: 

Dn11s l'étudc eles systCrnes différcnt icls intcrvicnncnt 11ai.11r llC'111c11L des fon ctions 
dr Ly pc /{!, x). presque·périod iq ucs en f., po ur chaquc x fixé. Une propriété im· 
portante pour les développcment:s nlt.éri eurs est. que si :r(t) est presque- pér iod ique, 
n lo rs In ío nctio n défini e par l.-> f(t, :i: (l)) le soiL aussi. Cctte propriété es t fausse 

en gC néra\. 
Ex a mple /(l.:r) = cxp(itx). 

Elle cst ,iérifiCe néa.nmoi 11 s sous l' ltypothCsc dr prcsquc pc riodicité en l uni· 
f11r111émcm cu .c. La 11ot.ion de prl'squc- périodicil é pcuL Ctrc fo rnm léc1 de maniCrc 
c;r¡ui vn lcntc. en ui.ilis'1nL les ;\utrcs <.:a.rac Lór isat. io ns d · fonc t.io ns prcsquc- périod i 
qu rs. ainsi <111 ·¡¡ rcssorl. des résnlt:at.f: cpu~ no us rnppclons ci·dc-ssous , et po ur les­
qm•b 0 11 rcnvoic ¡, [18] et (G]. 

Définition 30 Soif, E 11.11. es¡iace de Dtmor·h . 11umi ci'1we nonne notée U.11 , D 
rrn 01werl rle E. Soil, f E C(R x D, E )¡ f eHt di l.e presque- ¡Jériodique en t. 1mi· 
f o ,.,némeut par m1111orf rl a; rln11.~ D, .~ i 1io·111· t o1LI. E > O et pour lo1lf. comrmcl I< 

dcws D. il existe u11 11011101'<.: nie l l( t:, K) > O, l e/ r¡u f': c/1<1<J 11 e in.tenm/fo J de 
lnug1wur l( t: , f() co11tie 11I. 1m 11.0mlm: réd 'T 1101 /f' lcq11f'l on a: 

s up¡1.r)Eh 1' 11/(1. + T,,,;) - J(t.,;r) ll ¡.; <E. 
ll npp lo ns les résult.ats impor t,a 11!.s s11iva 1it s qnt • 11 0 11s 11Liliscro 11s chrns la sui Lc de 
n • l rn\!ail. 

T éor e m e 31 (/19}) Soi /. J E C (!H: x D. B). 11m· frmrl.im1 fJl"C!HJllf'-fJ(fr iodi r¡u e 1m f. 

11111/ormémet1l /Klr rap¡1ort ri. :¡; drms D. Soil /( rm r·rm11J<1cl rlmt-~ D . Alrw.~ J(l., .1') 
f'sl relatwemeut com¡mrl et ·1mif <l1'1TLt:111nil r·rn1fimw .rnr !.1. x /C 

T h éore m e 32 (/19)) S01'.l J E C(!R. x D, E), ,,,, ,. fou rtion pre.w¡11c·11 friodiq11 c r·u 

1 uui/ormément 1mr rnp¡m1'1. ri :1: dtms E. Alors, rl f' tnulr. !milf' de nfr l.<1 { n 11 } 1 011 

11eul crtn1ire une So fls .rnile {a ;,} et 1:11~:r.·isl1 • 1mf' frmrliori ro11 t i1111r q(I., :i:) ff!i /1' qu<i 

,.!!.'.! :X, 11/(1. + a;,,;i:) - y(l.,.i;Jll = CI . 

uw/ormém ent stir- IR x !( , oú /( f~ 81. mi rom¡mcf rfr &. De p/11 ... fJ(/ .r.) "·"'· rm .... ~, 
/lll':tr¡11 c·¡11fri°'lique e11 l .. 



l.t" ch•nlC tluº•oti-1111•-. :--11i rn 11I !'< do1111c 11t la t•;11 ;u·u•risa.1io11 d<' 13odmr r pour les 
(11111111111"' p.11 ; 11111'l l t~I' .. . 
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ThéorCm c 33 Sm l f C'{IR X D , E) et . su¡Jpo.~mh que dr l trn l.c suite rfo 1·éd s 

(n,.t nn l""·\~1· 1Ifn111'f' "'H' Mrn.l/ .rnitr {a :, } td/1· q1H' f( t + a;wr) c01w e1yc uui­
fmuu:mrnt , ,,,. ~ x /\. 01i K f'St w1 rom¡Mrt t/1 D Alors / {l, .r;) cst 7J1'csquc-
1,1 111wlu¡11r ni t u111/orm1rment IJOr rap¡mrt ri .r dmu D. 

Théorl:!m e 34 /:n/ 01 / f E C(IR x D , E). une / und1011 11n•sq11 e-1nfriorliquc en t 
uru/ nrnu mnit ¡Mr 1Y11JpOrl li x ti<rns O. Smt /{ un romparl dcm s D . Afo1·s pour 

l 1111fr ."iUllf ((/11 ), (0,1}) , j/ f'Xisf.l' 1mC SOUS- .Hl l f C U/mr/(' ( (1:1), (0:1)) t cJlC <JUC 

lim li111 / (l + /:1 +a~ , ;·) = lim /( t + I~ + n;11 :r;) , 
" • ,.. • 11 . , 

m11/or mn11r11t s ur IR x /\ . La ,·éf-ipror¡ue es/ rncon· t'mr~. 

l f' tht;on\mc .~uwnut l.m.duit m1 e prvpr ifté d1· romplPtude 

Th orl:! m 35 /27/ oil h E C(IR x E , E). une n11t e de fo11.c/.io11s ¡H'csque-
1" n0r/1q11n 1 r1 t. 11111/ o r111 6m 1' 11l fHll' rappn rl ti r tia ns E. StJJJJJO.'i01t,., q11c fo suite 
{/.t(t.r)} 1 contwrge 11 n·if01wéme11t ... ur IR x K 1rcr.\ une /onctiou /(l., :r.)i 01i / ( 

1 .d 1m rnm¡xJd thw,., B . ;llors f (t , :r) esl JJ1'f.,qur·pt-n0</1q11r r•n l. 1m·if o,.m ém e.11t 

Jldr nJ/lf"'fl (j I drm.'I FJ. 
Lt• n-...uJtnt. r ssrnt i1•l d r r0t.tr pHr ti(• cst lt• ~n i vant, il tl (~ té a 1111011cé <lans 

l'111t rodur 11011 . 

ThéorCme 36 /:JY/ Soil f E C(IR x /(.E). uuf / ouctrou ¡n·e8t¡u1t-11él'iodiq1te en 
I mufonru·mn1 t JJCH' rn¡1¡w rl ri. .r rl1111s E . t' I i(t) mu· fonclirm 1m ' ... q11r•-11friodit¡11e 
/ ,.//,· qm e(R) C /\·, /{ 1•.o; l l t 'll f '011l/JaCl dan.~ f; .lfor.~ t. ~ /(t , ~ (I )) f' .'il WH' 

/m1dwr1 prr~q111'-]Jénodú¡1H'. 

hapitrc 2 . Fonction Pse udo Pre quc-Périodiques 

lntrodu t io n 

D,\n'. IO] Zl11111g H introdni! 1111t• t•xlt·w~ io11 ,14. la 11o tirn1 dt· fonf'l.iúns pn·sq11r 
· pt·nod1<1m·-,. ('('llt•s 1li!1•s psc•11do pn'sc¡1H'- p1"•riotl11puo:-. (ahl1n•v. t·o111111r fo11ctio11s 
p p.,). 

l .'1·~h'n"'tnl1 c-0111111<' dC's fo 11r rio11s pr<'sq11t•-¡-)(•1io1ilq11t-s 1·~1. la d nssr dt'S fo11c t.io11s 
a .... ~·mp1u1 ic¡u<•11u• 11 t. presq11e -pt'riodiqurs (qui a t~ lt; nurodui!t• par Prrchrl. [l !Jj), 
n• •nl 11 .... fo1u·1io11s d (• ty1w f :... !/ +e m•t•t· .'/ prN-<¡11r-p<~r iodiq1w Pt e 1·onti11m• t'l 
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ch• plu-. I ·U tp¡;¡ml 1 -\"'V. 

L.1 1ld111u1011 dt• fo1wt int1:- pS\'lt4 lt1 pn•s1¡111'-1x.~riod1<1m-s do1111I'<" d:111s 1 IOJ c.~L co111111c 

-..1111 to111t• fom·t icm f qui p1•11t s'l'-crirr cóutmr suiL f = !J + cp nvcc !J pr squ<'­
¡ 1t~11udu¡m• f"I e-si «011t inm'. born(>c {'l AJ {ll 11) = O .. \! (·) C."L \;i vttlcur 111oyc11 11c 
-.1-.\ 111ptn11<¡m··· • cil\fii 1if· par: 

1\/ (1/') = li111 _i_ f ' l/i(s)d•. 
,._.oo 2r - r 

uti-. allons m;ii11t1"11:111t. fa irr 111w rxl.e11sicrn dr « UC' no tion r n une not.io 11 p lus 

~c~nl·rnlr. c-11 0011sid6ra11t la 111é111c Pxprcssion nmis ª"<'C la pc-rt.mbation crgod iq11c 
11 ·1·-.l ui contiuue ni bornfr 

Xoton:- par 

{ "''IR!-· 111, } 
.¡; .A'Po(?..J = 1 / ' Lcbcsguf' 111casurnblc. tc\IC' quc lim - lip(s)I cls =O 

r-o 2r - r 

Cl par 

t.p:íl X IRH IR", 
Lcll1· <¡ llC ¡p(x , .) E PAPo(IR:). for cad1 X E naud 

1 r·· li1n - llcp(.r,s)llds = 011niformé111l'11Lcn x E 
r - • 2r. - r 

oü n e llt" 
o l 

oü P. ~·t 1111 sous e nsemb le tic IR". 

D éfl ni t ion 37 Urie / 011di011 f: IR-> IR (rr.o;pedivemcul n X IR -4 IR") Cfi{, t1'it.e 
Jl·~cudo 11rr:.~q11e-vliriorh'qw' (p.~1'11.rlo ¡1n' sr¡11f'-JH:riod ir¡1w ,.,, I E !lt, 11111fonnt'11um/. 

¡H~r m¡,porl ,¡ 7 En).,; J = .'/ +"' º"" E AP(lll) (AP(f! X IR)) PI. "' E P A'Po(lll) 
(PAPo(n x El)). 

!J t't sont ap¡wlfr~ \ ;t c:ompo!'\ttnt<' pr<'sqnc-pl•riodiquC' C't la prrt.urh;\t ion 

crgodic¡uc. rcspcctivc1111 .. ' 11t , de la fo11l'Lio11 f. 

R e m arque 11: Notons quf' .<J (' l. t.p so11l. dl-t<·nnirnº·t.-s clr ía<:on 1111 iq11<'. Eu cffot., 
(ºQllllllC' 

1 f' N(<P)= li111 - l<P(.,Jld., 
··~oo 21· - r 

cst 1111c normc sur A P (llt)i alor~ si f E 15.A'P(~). J = 91 + 1 = fJ-i + :1 on n: 
N(91 - m) =o, ce qui i111 pliqt1C qm• !JI = !}'!, a ins i. 'PI = . No! 11!'\ ¡mr ·p .AP(fR) 



.( w··P PAPO )( :()) 1't•11M·111b\1·d1· 1rlll•:- fo11r11tm' (n---p. l't'llM'1tlhlt•1ks ío 11ct.io11s 
P' ' '111!11 l'tl'flllt'· ll<'I imli1pws l ' IL 1, u11 iíor111l~llH'lll par r.1ppm 1 ¡\ .r E n). 

Exrmples 

/(1) = <inl 1-<in • I 1--J¡¡¡. F(.r.I) = /(l)rn<;;. 

/ (t} s in/ + s iwrrt + I js in rrt( for X,> 6. 
/(I. t) cos .r (sin t. + si11 rr t + I !sin ::t 1 ) for N > 6. 

~lo11trn11~ c¡ul' (1) == t lsiwrrt( . rst ;'t 111oyt•1111C' nullr, 111ais 110 11 boméc. 

• 1.,?(t) -• nux point.s I = 4 + k , quand lkl -

• \lonlrnns q111~ 

1 !.' lim - ll'P(.<) ll d.• 
r' • , . o º· 

('n11 .. uh.'ro11:-: 

/, .... <p(l )dl [k 1 1 t lsiwrrt( di $ 2(1.- + 1) i ~ lsiwrrl l(A· 1 ' ) ''' tlt. 

" 2;1.·1 1 )f.~¡,;11,1'',11 . o 

On Mii q111• 

:-r Ít~(si11 7r l. ) 11·0 . ..;rr/d/ 1h (:-.m;.u ) 1H 

,,. Jttll llllJl)iq111• 111 11 · 

.f~' (:-;i 11 rrl) 1 tll ~ ;-- 1\ll L'1 ~'.:";; 11
• 

O.uurr part. 11011s avons 

wit. li " < ~. 

\ + 1 ' t•xp 2 (siu n a 1) 

(~lf(I C'(.IS7rtl 

("<1m11u-111;n11s 1111r l>l 1ul ie1 la Ínm·t i1111, 

"'" (:!. ~\ '..:.::....L- u- "' 
" 

11 - nr. :rn 
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i 0 11 Jl0:'4~ JJ = ~ (so11s qud lf· ro ncli1in11 on n li116g1llitt.~ snivnnt.e 

t•xp - D u! -
--.-,- ..... 1). 

" 1·xp - 1r 
on.sidérons (11) = ---, 1Llors, 

" 
8 2 , 

exp - " ( "'o ) "'B cxp - " --- =ip VLJ'll V l:J , --- < 1 <=> 
u u 

om111c e:-.L décroissnnl.c1 nlors , ip(o) = Ju· ponr v = ll/J 

nlculons In valcnt. de v11 

0 11 n: 

C'f'C'i implique qur 

o u n 

Oonr 

C'f"C'i impliq1wtpw 

O'nn1n- ¡mrt , 

.,,, 
Dr1 > 11n <=>u> .JB. 

' cx.p - u 1 
--.. ,- = 7ii 

[ + 'l / i < f'XJ> IJ2 = 11 

/) + 11:1 < JO =- " 11 ª''{' 

'//, > ltf; = IJ 1/1. 

lJ = dt1; A = /..:'' . 

(~) 1/.1 // > 1 . 

11 = ('(lS1ííl => fl < ~ll l'(TOS ~ . [( ' )-1/ll 
;\ lor.-. on n: 

J: (~in r.11) 1 rhi $ ;r;h¡¡. ¡>n lll' u < ~ arreos [ {-Y-l )-i/;1] . 



\ 111 .. 1. 1111 a : 

t'l 

f.'~, .. [(",±!) "'] (> Í11 rr11)'' d u '.'Ó { l - ~ ilHT"'-u~ rl/:tl } 
111iu ... 

... iu(i - nrrrusrY) = o :::: 1- ar<Toso. c-1ua11d cr 4 O. 
alor.. 

. "\ 1 ("'' + 1 )-1/:1 
111] (s 111 m 1) du S h ~ . 

1 · <¡>(t)dt :<; 2( k + 1) rr(kf} + 1) + :}; C- 2+ 1) 'l [ \ ''"] . 

r tl 
[);\11 ... 11• ,.,L .. 1 - ~· < - 1 (N > ü) , In srri 1• clr 1rnnr ¡?/nra l Ji: ip(l )dl 1·1111wwv;t• , 

I/.' ' pal l'llll' or1m·nl ¡p(f) r/I - > 0, q11 aml 1 ·. + '-. C(' c1ui a d11'.v1• la d t0'l lllll lSt l'll · 
r o 

111111 

Propr i ·¡ 's 

llrrnnrque 12 0f' 111 lll l' lll l ' f1u.;0 11 qm•1la11s lt• l'iL" prt-sc¡ ll<'· p('· r irnliq111 '¡ 0 11 pt ' UI. 

1\\>limr I:\ mo~·r11111.' d' 111n• fo nction ps1•ud11 pr<'..,t ¡m~ Jlt~riodiq11 1 • , srs {'Ql· tl ic· ii •nts d<· 
Fnnrin "'"."> t'xpus1111t s dt' Fo uri t•r . 111:1is 011 m• prlll ri<' n din• vis i1 vis d l' 111 
ilt'fnmpo:-.1111111 1•11 M~ ri {' dr Fo urit•r. 

Lr mm 3 S• f E PA'P(IR:). ,.fo,._, 

li111 1 / ' /(.,)¡/, .\/ (/) 
r '' 21· r 

rr1•I, d 1 ~t /irm• '"'"'' / fo 1•11/1 u1 111ou111111· ,J, f H1 plw1 J\l (f) Al (q) . 

28U 



hm - / ( . .;)d . .; = li111 - y( ... )tl:o-1 f' 1 f' 
r · '!r - r r - 1c<1 2r . r 

1 J' \1 111 :- i.p(s )r/ . .¡ 
r • 2,. - r 

c·o111111t· !/E A P nlor!-> 

1 ; ·· li111 - !J( ... )d ... 
,. • 2r r 

r:<istt• ,.t t":-1 lin ir !6] . 

1 f' - l<i>(.<)lds. 
2r - r 

lirn ;- <p(.< )d., = ll = 1\/ ( ) "' 11/ (f) = M (g). 1 f-" 
' · lr . - r 

11 ~t ronnn (GJ qm_• 111, vrdrur li111i t.j• 

1 ; ·· ,li111 r,: _, / (.•) <xp(-1,\ .•)d.< = o(Á, /) 

(':<iSll' ¡>0nr toutt> fonr l,ion pn•sq11t'- périodiq11r rt ponr tout 110111lm· 
n'i•l ..\: t'l il cxisl (' un r usemhk 11.11 p lus d1"11t)t11hrnhl(' d r nombrrs rl•r\s /\ , !elle que 

<1(f. Á) = O"Áy. ,1. 
~\ 111s1 :-1 J = 9 + 1·st. 1111 1' ii'·1 111·11L dC' ·PA 'P(ll\:) a lors u (/.,\) = 0(!11 ..\) . • 

Le mme: 39 'JE ·PAP(lll) . f'I ,.,; !J 1• . .¡f lti 1·1w11m1m r1fr 11rr.~q11 r·· 111friodu¡1w, afor','i 

nu 11 tJ('.R) C j(lk.) tfr 71/ 11,o; 8i !./) t•s l r·o11/ tr1/ll' l'I fm n u ;t' t1foN; Of! r¡ 

11/11 _ li!ili 2: i11f1<R iy(l)i 2: i11 f,., i/(l )j. 
P r u ve: up¡>OMJllS qnl' r1 (llt) <;f(iiif". 11lors il c•x is lt• 10 E :R: tt' llí' que 

i11f, ~ lrt(lo) - / (.•)i >c. 

ommt• ~I t.~l ront,imw ('11 1.0, il PxisLt> 15 > O 1t•I tp1t• pour Jt1 < r5 i111pliq111• qu<' 

<11p,, ·R 111,,,y(I) - 11,0/ (.<)i > < 
n ,c- 'I E AP f'llf A 'P L'St. i11v11ri11 11! p ar l 111 11s laLi1111 

(2. 1) 



Vi111r r i1111 '< P :-;f•11 r l< 1 />1 1•_._<Jll f ... Périodiqu''"' 

En utili 1111 ha d1•fi 11i t io11 rl• · llohr !l[,J de In pr~1uc -1>Crit)d iei1 V, a lors, pour 

.., (} i( l'~ l"lt • /( 2) > Ü I (' \ (\ 111 ' tollt intrrv;1ll<1 de l on~U(.'U f / {~ ) "> Q COlll. i(' 11t, Ull 

1111 111lm• r tt•I qm• 

(2.2) 

S1 1 ~ 1 ,\, +.iJ a lors 1 +TE [- •¡ + T, T + JJ . 
P;ar rn11:-.t' q1 1f' 11t 

111,,,, (1 + T)\ [11,0/ (1 \- T) - fl ,,,g( I 1- T)I 
"> [/1,0 / (1 + T) 11,, y( l)l - [11,0 9{t) - 11,0 9( / + T)\ 

> ,,,¡"R\ 11,, /(-') - 11,011(1.)[-11 11, n ,,9 - n,,9 1\ ~ ~· 

J-: 11 n·r l 11 di~ (2.1) t' I. (2.2) . 
( '1• <1111 dn1111l' qur 

1 / ' E 1;,,, :- ¡ 11,,<p(.•ll " " ~ 6-1 >o. 
r • "O 21· r 

n· q11 1 ~l 1•11 C'Ont rndkt ion 1tVl'C 11\ d f. li ni tio n dr .p. • 
Pro po>ilion 40 Si f : R -> R (Rx !l R). f - •1 <p. 0 1< y E A 'P(R)(A'P(!l x 
.JI,¡> E PAPo(R)(PA'Po(!l x R)) , rtlor.• 

1) .S t hm .,. .. ( t ) cxist r , nn 1i : li111 tp(I} = O. 
t . 111 •1 

11 ) S1 J >O. <1 lo rs !/ ~ O. 
Pr l' u ve 1) S11 pposo11s qm· la prupr i<'· tr u·cst pn.-. n a ir. a lnrs il t'xis t.l' 11w• co11 s-
1.111tt· n > O. <.• I tu E !R t.cl t¡ H(' 1.p (f} > o po ur t 2: t0 . N:' qui rl o 111ic· 

1 /.' 1 [1'' f' l 1 - \<p(.• )ld-' = . [<p(.<)ld., + I (.<)Id-• ~ ~ <>(r - to). 
r 0 1 0 10 1 

Par pa.• ~e it In limi t.r q11and r 1 ( ' , on ohtir nl ,'_i ~ n r,: . r lip(."1)1 (/.<¡ 2: o , e(' 

( \U\ ''ln\wdit IC' fait. Cptí' 1.p PAPo(IR). 
ti) Pour In dl\moust.rn t ion d r la d(' uxiC-mc (~t;lpC' uon.s a uro ns brso iu du lcmtm• 

!>Ul\.ml 

Lr mme -11 St1p¡'IO.rnw• fl E ..A'fl (IR) c:;t trll i• que· 110ur l ou t E > O, 

mrn ... {t : 9( I} "> ·E. t e¡- ,·.+rj} -~ l.quan cl r ~+ 
2r 
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E. A it D11rls :ind O. Arino 

P1·euve: \"o•L" rtllons prot.:édcr par l'absurclc. Supposons c¡uc la rondm;ion n 'cst 
¡m:- 'rnn•. Ce> qui implique que r1{ :1:0) < O pour un ccrtain ro. hois isscrns E> O, 

< -y(ro). 
Par t.."Ontinuit_y de f/ , il uxisLc (5 > O tcl que: Ir - .rol ~ Ó ~ g(:c) < -E. E11 

Vl' rlU de la charnctcri ~1\.L iou du 13ohr pour les fonctions presqu ¡>ériodiqucs (1 ) , 
il cxi:i tc l >O. tcl que LouL int:orvallc I de longucur 1, on peu t. trouver une prcsqu 

pi·riock· T 

1.9(" + T) - g(r) I < ~· 

hoi:>i. sons une suite 1-,.. de ¡i>rciH.¡ne- périodcs, Tk E !J..-/. (J..-+ 1 )1! uous avons: 

g(.r + rk) < - ~, pour .1; E [:1:0 - &.ro+ 5J CL tout k EN. 

P0>0ns ¡\/ ; l.rol + ó. 
Nou::; ª ' "Ons 

"""-' {·"E 1- loi - M ,kl + 1\/ j: g(I) < -~ ,} ~ 2kó . 

. \ insi. 

'"'ª-' {.r E j- kl - M , kl + 11/j : g(I) < - ~·} 2!:6 

2kl + 2M ~ 2kl + 2M . 

Le sccom:I mcmbrc ne Lr ud p11s vers z.l-ro qunnd k --+ + . 'e qui co11t.rccliL 
l"h)·potht-sc> faite d a ns le lo111111 c. Ainsi !/~ O . 

~ln.int ena nl, nons 111lo 11 s rl onne r In pn•11 \•c· dl· la d("11:xi l-111C' c' l apc d1 • 1:1 propó­
-.11ian -10. 

uppt>M>ns <~uC' J ~ O, 11 m1s vu11lo 11 s 111n 11Lrl' r q11C' g ~ O. Nm 1s nvons f = !/ +l{J, 
fWt'f' hm ~ J 1 (-")I d.'I = O (M11is , nous 11 "11v us pa~ suppoS<~ qm• (t) O 

r-· _,. ,. 

r¡nnnd t -l ± ). 

3 1,, - > + . y(I + 1,,) g(I ). VI 

VE> O. Vr > O; 111.r; o .'J {t. [-r, +rJ: 1.fJ{ I) > J __,O. qu :-uu l ,. 

(' qui domtC' quC' 

me.a~'" {I : !J( I ) >-E. 1 E1 r ,+ rJl - \l. c1muul rl 
2r 



F111ic1ir111:-; /':-;c•1u/r1 Prf'.o\l(/lf'-P ériodic1m•.o\ 

( '1•1 1 muurn· <1ur 11 > O. VI . Ce· qui a d1h1• la prr t1\'C' d i.!' In propQsit,iou 40. 
llt•111nrque 13: 11 c•xi:-:ll' dt"'s fo1w1,iorn~ tC'ilC'~ qui.!' E P A 'Pu( IR:) , nmis 

11111 ,.(11 u·1·xi~ 1 r p11s . Cnns ic\Nnns. par C'Xí'mplc~. 

\OU) = { :" 

1 
l l < t <u+ -

- - u 
I nillí'ur!'. 

11 t':H r lAir que llin r.p(I) 11 1t'xis t.<· pns. a lor:-i qur• 
l•I · +-""' 

1 f' " ,/k li111 :- l\O(.•)I rl.< = lino L -
,. • 21· ,. 11 - • l. 1 k rt 

1 " 1 
,.i.i~u ;; ¿ '[. =o. 

1r 1 v1.: 

T l16 r i.'m e 42 p .A'P(!l:) est. i.m!!Y 'ú1r1tr· 1111 r trcrn:.lallo11. et cm1l,ú•nt 1,,11 / oncl.im1s 
..,.,. louln D•• ¡du.< 'P.A.P(lll:)/'P.A.Pu(IR) = A'P(:R). 

Pour JI (11¡ , h2, ·· .. ... , li,, ) E C{lG:)" , Mlfl p tbOI U qur H (I,) E n wm r l.Oltl 

1 ~ R On di-fini l 11 : IR-> il x 111: par H (I)= (li 1(1). 112(1), .... . ,/i,,(1.),1.). 

Ponr l' = (j,.¡,, ... , f,,) E 'P .A'P(lll:)" soit C = (!¡,,9, . ... ,9,,) 01. •I• = (\01,op,, . 
.. .,On) oi1 fli c•t rp, sout. l11. taJ111posa11tc presqm"-p•~riocliquc C'I la. pm't.11rlmt.io 11 c:rgo· 

rliqur. n -sp (.'(' t ivc1111cnl, d u f n ·i = 1, 2, .... 11. 

T h or ' m e 43 P our i = l, 2, ... .. '11 , .'IO&I n, e un ft'nn é n = n~· n, e C". Soit 
n 

J < P...tP(il xl!<) .rn Us/1i; wml. lf(:1:. I) - / (11.t )I <; L L lr, - 11, I :1:, ¡¡ E il, I. E 111:, 

' ~ 1 

mi l . U. Si F E 7'A 'P(JR:)" r·t !"(/) E U /Kmr toul I E IR! "Ion f o (Ji' x 1) E 
PAP(!l' '1.). 

R f r n ia 

PI E. it Dnds: /)r:l.1·1·111 itwl.irm rfr.o; r·cm1110rln11n1h 7m>.w¡1H'·¡1rfriod i t¡w•s drm.~ 
n rfom_, _\!/.'lt i• 111 1 '.~ ri rl'l.unL. ('l'h1~.'1r' rfr .{ "" ryrlr L" niw·rsi!,!~ rl1· P 1L1 1. S l'pl.1·111-

hr< (1%2)). 

121 E. Ait Oncls u11d O. A rino : A 11rmJ1111·r11· tl1lay tltff1·n •11l.i11.f r•q11.r1.t.io11 111h tJs1• 

•nluhon.~ nrr 11,.\1111111/dJ / i f'ltlJ!J .•mm ... o/ /HTrtHltt· furrrtums. F'l!11 k<" inla.i l ~k v11l'ioj , 
:12. (1 9 9). 1-80. 

¡:i¡ E. Ail Dods, O. Arino n nd K . Ezz inbi: Po.,1l t111• olw o.o;t ¡w1·uulir· .wil.u tio11 
of HH 11011/mrm· dr•lri11 i ri lc!JIYll ,·q1111/im1.,, :-;ub millNI lo .l.ivl.A.A. 
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