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Chapitre 1. Fonctions Presque-Périodiques

Introduction

La notion de fonctions pseudo presque-périodiques est d'une grande importance
dans I'étude des équations différenticlles. Pour cette raison on se propose dans ce
n nombre de résultats classiques sur les fonctions pseudo

travail de réunir un c

nous soulignons quelques différer
cau de 'analyse fonction-

presque-périodiques. Au cours de I'exposé

avee les fonctions périodiques et les insuffi

wmees an ni
sultats ont été plus particulicrement et

nelle qui leur correspondent. Quelques
plus personnellement développds, notamment,

® Section 3: Propriétés d’ approximation.

* Section 5: Conditions néc s ot suffisantes pour qu'une fonction presque-
périodique au sens de Besicoviteh [9] soit presque-périodique au sens de Bohr

[15].

® Section 6: Dérivée et intégrale de fonctions presque-périodiques.
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e Deuxieme partie @ Des résultats sur la notion de fonctions pseudo presque-
périodiques généralisées.

Terminons cette introduction par un bref rappel historique: La théorie des fonc-
tions pseudo presque-périodiques se développe avec vigueur depuis une soixante
dizaine ddnnées environ; tres exactement, les premiers résultats de celle-ci ont
6té publiés dans les denx articles du pionnier de cette classe de fonctions, P. Bohr
[15] parus dans la revue 7 Acta-Mathematica ™ en 1925 — 26. Elle a été déve-
loppée par d’autres, notamment par Bochner [13] qui, vers 1933, a donné deux
autres versions de la définition des fonctions presque-périodiques équivalentes a
celle donnée par Bohr, mais plus maniables. Dans les années cinquante, cette
étude a été reprise par Stepanov [35] (cf section 5) qui définit la notion de fonc-
tion presque-périodique en moyenne L} . Dans les années soixante, Bertrandias
[8] a présenté un travail dans le prolongement de celui de Stepanov en définissant
les fonctions presque-périodiques continues seulement en moyenne. Il faut aussi
mentionner les noms de Weiner, Besicovitch [9]. Delsarte, Maak [32] Bogolioboff,
Levitan [31]. dont les travaux consistent en I'étude de la presque-périodicité de
la primitive d'une fonction presque-périodique.

Avant que Bohr et donné la définition générale, il y a eu des études de fonc-
tions presque-périodiques d’un type special: somme de fonctions périodiques par
Bohl et Esclangon en 1923. Cette idée a été soulevée vers la fin du siecle dernier
par H. Poincaré . Les premicres publications dans ce domaine ne concernaient
que les fonctions & valeurs réelles ou complexes. C'est Bochner [13] qui a étendu
la notion au cas des fonctions & valeurs dans un espace de Banach quelconque
de dimension finie on infinie. Plusieur

articles récents traitent de Pexistence de
solutions presque-périodiques dans des s,

stemes dynamiques en dimension infinie

» Equations différenticlles & retard infini (Hino [29], Sawano [33], Seifert [34],
J. K. Hale [26]).

e Equations opérationnelles abst;

ites (Zaidman [39]).

.S

temes d'évolution généraux (Ait Dads-Arino |
Fink et Gatica [25], Ishi- Itoshi [30], Dafermos [20],
[36], Ezzinbi-Hachimi [22]).

Ait Dads-Ezzinbi (3],
Haranx (28], Torrejon

Définitions et Propriétés

Caractérisations des fonctions presque-périodiques

Définition 1 (de Bohr [15]): Soit X un espace de Banach muni d'une norme
notée ||.||, f:R — X. On dit que f est presque-périodique si
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i) [ est continue
ii) pour tout € > 0 il existe un nombre réel I(e) > 0, tel que, dans tout intervalle
I de longueur l(€), il existe un réel T pour lequel on a:

I f(t+7) = f(t)]| < e, pour tout t € R.

Examples:

a) Toute fonction continue et T-périodique est une fonction presque-périodi-
que.
En effet soit { = T et soit I un intervalle quelconque de longueur 7' I = [,y + T
avec yunréel. Siy = (n—1)T +doune€ Net0<4§<T, alors I contient un
point de la forme nT = 7 et on a: f(t +7) — f(t) = f(t+nT) — f(t) =0.

b)[17] f(t) = sint + sin V/2t, est presque -périodique.  Vérifions cela.
Il est clair que f n'est pas périodique.
|f(t+p) = f(t)] = |siu(t +p) + sinV2(t + p) — sint — sin \/itl
< |1 = (cosp)| + |1 — cos \/§p| + [sinp|.+ Isin \/ip‘ "

Sie > 0 est donné, alors il existe m et n deux entiers naturels tels que |m, - ﬂnl <

£ " . 3
e Si on prend p = 2nm alors cosp = 1 et sinp = 0. D'ou
T

|f(z+p) - flz)] < |1 — cos ﬂp“ + !sin V2p

Mais V2p = (v2n)2m = (m + )2, ot av est un réel vérifiant [o| < e/dm. Ainsi,
cos V2p = cos 2ar et sin V2p = sin2am.

Soit

£t +p) - F(O] <27l +2n o] = dn o] < e,
1 —cosB < |6] et [sinf| < 6, pour tout 6.

Remarque 1 Contrairement au cas périodique on toute fonction périodique at-
teint son maximum (resp minimum) on remarque que sup {f(z),z € R} = 2,
mais le maximum n'est pas atteint.

Commentaire et conséquences

La définition 1 est la plus proche de celle des fonetions périodiques. Les nombres
7 sont appelés des € -presque-périodes.
Conséquences simples

e
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C, : Toute fonction presque-périodique est bornée.
C, : Toute fonction presque-périodique est uniformément continue sur R.

C; : Principe de reconstitution (a +oo et —o0). Il existe des suites (tn)nen,
(. )nen avee t, — oo et f, — —oo telle que f(t + t,), f(t + ¢,) convergent
uniformément sur R vers f(t).

C, : L'ensemble des fonctions presque-périodiques est invariant par transla-
tion: il I'est également par convolution par des fonctions de L'.

Le défant de la définition de Bohr est que chaque fonction presque-périodique
a ses presque-périodes propres, de ce fait deux fonctions presque-périodiques sont
a priori difficilement comparables, et 'on ne peut rien dire de leur somme.

La caractérisation suivante, die & Bochner [13] est beaucoup plus maniable.

Caractérisations de Bochner

Définition 2 Soit X' un espace de Banach muni d’une norme notée ||.||, f :
B — X. On dit que: f est presque-périodique si elle vérifie les deux conditions
suivantes:

i) f est continue,

ii) de toute suite (hy,)nen de nombres réels, on peut extraire une sous suite
(h)nen telle que la suite f(f + h:,) soit uniformément convergente sur R

Commentaires et conséquences

Cette caractérisation correspond a une propriété élémentaire dans le cas périodi-
que. Eneffet, si f est une fonction 7' périodique (et continue) et (hy,)uen une suite
quelconque de réels, la suite A, = hy, — E('-?,L!)T‘ on E(.) est la fonction partic en-
ticre, est bornee et a donc des sous suites convergentes. Si (h:,‘ Juen est une telle
sous suite. on déduit de 'uniforme continnité de f sur B que j(l-{»/z:,k) = f(t+hy,)
converge uniformément sur R.

La démonstration de I'équivalence des propr
en adoptant cette méthode.

és se fait dans le cas général,

Quelques unes des conséquences nonvelles que Fon tire de la caractérisation
de Bochner sont:
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C; : L'image d'une fonction presque-périodique a valeurs dans un espace de
dimension quelconque est relativement compacte.
Cy; : L'ensemble des translatées d'une fonction presque-périodique f
{s — f(t+s),teR
est relativement compact, quand C(R, X) est muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur B (cet énoncé n'est qu'une reformulation de la définition).

C; : Lespace des fonctions presque-périodiques est complet pour la norme
du sup.
Cyg : La somme et le produit de fonctions presque-périodiques sont presque-

périodiques.  Donc, P'espace des fonctions presque-périodiques a une structure
d'algébre de Banach.
Cy : La composée de deux fonctions presque-périodiques est une fonction
presque-périodique.
Nous notons enfin que la fonction || f|| y est presque -périodique si f lest.
Cyp ¢ Si f est une fonction presque-périodique et si g est une fonction uni-
formément continue alors la composée gof est une fonction presque-périodique.
La néce

ité de vérifier la convergence uniforme sur ® est une difficulté sérieu-
se pour établir la presque-périodicité. Il arrive souvent que I'on
uniforme sur les bornés, mais que I'on ne pui

la convergence
e dire plus a priori. La caracté
sation suivante introduite également par Bochner [13] présente un grand inte
de ce point de vue.

2éme caractérisation de Bochner

Théoréeme 3 Soit f:R — X une fonction continue. Alors, [ est presque -
périodique si pour toute suite ((on)nen, (Tn)nenN) On: Tn € i

, il existe une sous
sutte ((ﬂ:l JneN, (Tv,|)"CN) telles que f(t + n;') converge simplement sur R vers
une fonction g{t) et f(t + n:, + T,l,) et g(t + T,’,] convergent simplement vers la
méme fonction h(t).

Nous donnons une démonstration du théoreme 3. qui fait apparaitre le lien
entre les deux caractérisations de Bochner:

Supposons d’abord f est presque-périodique au sens de la définition 1. Con-
sidérons deux suites (0, )nen €t (7)nen. De la définition 1, nous déduisons 'e-
xistence dune sous suite (”:,)m  telle que f(t+ o)) converge uniformément sur
. Désignons par g(t) la fonction limite. Du corollaire Cg, on déduit que g est
presque-périodique.  En appliquant la premiere c; tion & la fonction g
et & (7,) on déduit Uexistence d’une sous suite (r') telle que g(t + T:]) converge
uniformément sur R vers une fonction i, On a alors:

|+ 0+ ) = )| < || 00+ 0+ 1) = e+ 70| + |

1ctér

,,/u)fl,()H.
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Le terme
£+, +m) = gt + 7| —0,

indépendamment de ¢ + 7, quand 7 —» 00, en raison de I'uniforme convergence
de f(t+ a,,) vers g(t). On obtient donc la conclusion du théoréme,
lim f(t+ o) +7,) =h(t)= lim g(t+7)).
n—oo n—ox

Inversement. supposons vérifiée la propriété du théoréme 3 et montrons la pro-
priété caractéristique de la definition 1. On fait un raisonnement par I'absurde.
Supposons done qu'il existe une suite (o) telle que f(t+0,) converge simplement
sur & vers une fonction g et que la convergence n'est pas uniforme. On en déduit
I'existence d'un nombre € > 0, d'une sous suite (a;I) et d’une suite (7,) telles que

£ +m) = am)]| 2 &

M » par npphmnun du théoréme 3, on déduit l'existence de deux sous suites
(7,,) et (o) telles que g(t +7,,) et f(t+7,+a,) aient en chaque point ¢, la méme
limite. L'inégalité précédente montre que cette conclusion n’a pas lien en t = 0,
d’olt une contradiction.

Commentaires et conséquences

Nous verrons plus loin que la définition 2 est particulierement adaptée pour ob-
tenir des résultats pour des systémes dynamiques & dépendance presque-pério
dique.

Nous notons que la propriété du théoréme 3 est vérifice par des fonctions
uniformément continues, dans le cas des snites (a,). (7,) bornées. Ce qui est
caracty ique des fonctions presque-périodiques. ¢’est done que la méme pro-
priété soit vérifice avee des suites non bornées.

Introduisons Topérateur U, comme dans Haranx [28], assoc
(n)nen de réels quelconques, par:

A une suite

Ja, [) () = lim f(i+a) (1.1)

quand cette limite ¢

iste.

A Taide des opératenrs Uy, le théoréme 3 s'énonce ainsi:

[ est presque -périodique si et seulement si pour toute suite ((0,)nen (Tn)nen)

. il existe une sous suite ((n:,],,‘ N- (r,’, )une \) telle que
Up sy f =U (U f) = U (U, f)
(Ua f)(t) = limn — ~x f(t +a,)

quand cette limite existe. Propriété que Fon pent qualifier de commutativité asymp-

totique des translations.
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Cette propriété caractérise une classe de fonctions qui englobe les fonctions presque-

périodiques.
Cy; ¢ Soit f une fonction presque-périodique. Si g est une translatée-limite
limite de

de f, alors f est aussi une translatée limite de g ( g est une translaté
£, s'il existe une suite de réels (o,),c v telle que g(t) = ,,lj!flx‘f“ +om)).
Pour conclure la présentation de ces caractérisations nons devons souligner qu’au-
cune dentre elles n'est de type fonctionnel en ce sens quelle correspond & une

caractérisation ensembliste des fonctions presque-périodiques & partir d’un seul
opérateur, contrairerement & ce que I'on a pour les fonctions périodiques de pério-
de donnée.

En ce qui concerne I'utilité respective des caractérisations, les deux premicres
définition 1 et définition 2, interviennent surtout dans I'étude des propriétés des
fonctions presque-périodiques. Quant a la deuxieme caractérisation de Bochner
3, elle est particulierement adaptée pour obtenir des résultats d’existence de so-
lutions presque-périodiques pour des systemes a dépendance presque-périodique.

Propriétés d’approximations

Les principaux résultats d’approximations dans les espaces de fonctions conti-
nues périodiques (de période donnée) sont le théoréme de convergence uniforme,
le théoréme de Dini, le théoréme de Stone-Weierstrass ([21] théoréme 7.3.1. page
138).

Nous examinons les énoneés correspondants dans le cas des fonctions presque-

périodiques. Pour le premier résultat nous n'avons qu” a rappeler le corollaire Cg.
Théoréme 4 L'espace des fonctions presque-périodiques est un sous espace vec-
toriel fermé de Uespace des fonctions uniformément continues sur R et bornées,
muni de la topologie de la norme sup. C'est un espace de Banach pour cette
norme.

Remarque 2: (Convergence compacte dans le cas presque-périodique.)  Une
différence importante avec les des fonctions périodiques est que pour les fone-
tions périodiques de période donnée, la convergence compacte est équivalente
la convergence uniforme dans B; ccci n'est pas vrai dans le cas des fonctions
presque-périodiques.

Ainsi la suite (f,) définie par

Inla) = {

Completée par translation sur les intevvalles [—n + dnk, 3n +

@ =

n—x n<r<in

Ink| et qui est done

une suite de fonctions presque-périodiques converge au sens de la convergence
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compacte vers la fonction f(x) = @ qui n'est pas une fonction presque-périodique.
Une guestion importante est de caractériser les sous-espaces fermés de fone-
tions presque-périodiques dans lesquels convergence compacte et convergence uni-
forme sont équivalentes.
La condition nécessaire suivante n’est, & ce sujet. qu'un résultat partiel (voir
1])-
Proposition 5 Soit F' un sous espace fermé de Uespace des fonctions presque-
périodiques. invariant par les translations (i.e: f € F, 7 € R, alors fr(t) =
f(t+7) € F). S, dans F, la convergence compacte est équivalente a la convergence
uniforme, alors F est séparable.

Démonstration : Linvariance par translation entraine I'invariance par convo-
lution avec un élement quelconque de L'(R). En particulier pour tout h > 0,
l'opérateur K défini par

- et s
Kn(f)(t) = 7 [i_p f(s)ds. (1.2)
est continu de F dans lui méme. De plus, pour f fixé, on a la convergence de K, f
vers f ( au sens de la convergence uniforme) quand & — 0. Donc par exemple
F=UenK,,, F (1.3)
Enfin, I'image par K7, d’un sous-ensemble borné de Cp(R) est un sous-ensemble
borné de C},(?) C’est done, en vertu du théoreme d’Ascoli-Arzéla, un sous en-
semble relativement compact au sens de la convergence compacte. L'équivalence

sur F des deux notions de convergence entraine que (Kj)pen- est une famille
d'opérateurs compacts. Donc,

Les espaces images K, F' sont separables (1.4)

Des deux résultats (1.3) et (1.4), on déduit que F

st separable. L]

Théoreme 6 : L'espace des fonctions presque-périodiques a dérivée presque-
périodique est dense dans lespace des fonctions presque-périodigues.

Preuve : C'est une conséquence immédiate de C. ]

Théoréeme de Dini

I'énoncé classique (Dieudonné [21]. théoreme 7.2.2. page 136) de ce théoreme n'est
emple

pas valable dans le cadre presque-périodique, ainsi qu'on pent le voir s
suivant: Ci-dessous est représenté le graphe d une fouction fi périodigue continne.
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Figure 1

A partir de fi, on définit par récurrence une suite (f,),cn en supprimant un
triangle sur deux dans le graphe de f,, pour obtenir le graphe de (f,41), on obtient
ainsi une suite décroissante tendant vers zéro uniformément sur tout borné, mais
dont la norme du sup sur R reste constante.

=

En fait. une condition néces

aire pour quune suite (f,),eny de fonctions
presque-périodiques converge uniformément vers une fonction g

g estque pour
toute suite (ﬁ,,t]) de translatées limites simultanées de (f,,9), fu(t) converge
vers g(t), en chaque point t. En tenant compte de cette condition, on obtient la
version suivante du théoreme de Dini.

Théoréme 7 J. Bass [7]) Soil (fu)nen une suite croissante (resp décroi
te) de fonctions presque-périodiques telle que f,, converge simplement ver.

Jonetion g continue presque-périodique et pour toute suite de translatées limites
simultanées (fn,g) de (fu,9) fn converge simplement vers g. Alors, [, converge
uniformément vers g.

Le théoréme d’approximation de Stone-Weierstrass

Nous abordons ici la relation entre fonctions périodigues et fonctions presque-
périodiques. On a I'énoncé ¢

ssique suivant.

Théoréme 8 ([6]) Si f:R — X est presque-periodigue, alors pour tout € > 0,
il existe un polynéme trigonométrique

P(t) = 30_, bgexp (iAgt), tel que |[f(t) — P(t)]] < £, pour tout t (1.5)

==l R (1.6)

(7],

on utilisant la caractérisation de Bohr 1. et une représentation intégrale de la

Ce résultat a été démontré, par Amério [6). Corduneanu [18], et J. B:
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fonction f

Les démonstrations proposées jusquici sont technigues. Il nous semble que

la propriété de densité s'explique par des mments plus fondamentaux sur la
topologie et la géométrie de ensemble des translatés d'une fonction presque-

périodique dans Pespace Cp(IR). Nous allons donner denx résultats qui illustrent

cette possibilité

Tout d'abord. remarquons que le théoréme 8 se ramene compte tenu du
théoreme de Stone-Weicerstrass, pour des fonctions périodiques 4 un énoncé de
engendrd par les fonctions périodigues dans 'espace des fone-

densité de Pespa
tions presque-périodiques.
Pour notre premier résultat, nous considérons des fonctions presque-périodi-

ques particulieres.

Proposition 9 Supposons [ continue et vérifiant la condition swivante. Pour
tout € > 0, il existe T > 0 tel que
1 f(t+nT) — f(t)]| <&, pour tout t ER, n € Z.
Alors, pour tout € > 0, il ste une fonction périodique g de période T telle que
[[£(t) = g(t)|| < e, pourtoutt € R.

Preuve: Nous pouvons supposer que f est dans Cj(R) et conclure par den-
sité (théoreme 6). Considérons la suite

) = e B e il U 1) (1.7)

ont T est la e —presque-période de 'énoncé. On a done
Ilfu(t) = f(8)]] < €, pour tout t € R.

Dans le meilleur des cas, si la suite (f,,) converge, sa limite f est une fonetion
T—périodique correspondant & une "projection™ de f sur P'espace des fonctions
T-périodiques.

Malheurensement, on ne peut pas garantir la convergence en général. Mais
puisque f est dans C},(H&i) on voit que la suite (f,),en est dans un borné de
C;,(R), On peut done appligquer le théoreme d*Ascoli-Arzéla pour la convergence
compacte et conclure & 'existence d'un point limite g de la suite (f,).

Comme
Tt +T) = fut) = gy [+ (n + DT) = f(t +nT)] (1.8)
tend vers zéro a l'infini, g est alors 7' périodique. Enfin de Pinégalité || f, = |l < ¢
on déduit que || f(2) — g(t)]| < e. L

Proposition 10 Soit f une fonction presque-péviodique.  Pour tout £ > 0, il
existe f combinaison convexe finie de translatées de f et une fonction g pérviodique
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lelles que ||f— {/” IEX

Preuve : Cest une adaptation de la preuve précédente. Nous supposons que f
est dans C;,(R), Nous exprimons la définition de Bohr sous la forme suivante: il
existe T > 0, et pour tout n € Z, il existe a,, € [0.T] tel que

I£@®) = ft +nT —on)l| <&, tER
ou

If(t+on) = fit+nD)| <,  teER

Comme dans la proposition 9, nous introduisons les moyennes

" el . x :
i) =y YZﬂm-»— i P OIS

La différence de ces deux moyennes est encore < . Nous choisissons & > 0 tel que
pour tout sy, s2, [s1 — s2| < on ait [[f(s1) — f(s2)l| < e. (ceci d’aprés I'uniforme
continuité de f ) et & pantiv de 1a une partition de [0, 7] en intervalles [aj, a;j..1],
J=0,1,2.......k + 1, avee ag = 0'et agyy =T 5 aj41 — a; < 0. Nous substituons
i chaque oy, le terme a; tel que oy, € [ajyaj41] -

La premicre moyenne est alors remplacée par

Fnlt) = ity iy 05 (m)f (1t + a5)

ol
wjm) = {m: mv€ Z, —m < 2m <nitel que on € (@, a4}
On a

|7 = ute)]| <

Les suites ()R = 0 k ++ 1 sont bornées, par conséquent la sui-

tie (,Z:U))ng.\’ est relativement compacte dans Cp (R
combinaisons convexes des fonctions f(#+4a,) j = 0.1..
sidéré la suite (f,,) dans la proposition 10 . Nous relativement
compacte au sens de la convergence compacte et que ses points limites sont des
fonetions T-périodiques. En prenant deux points limites simultanés de f,, et [,
sition 10. L]

Bien entendu, il §’agit de résultats tros partiels par rapport au théorcme de
Stone-Weiers qui suggerent d'étudier de plus pres Pensemble des bransla
d'une fonction presque-périodique, sa fermeture Ky (qui est compact Cg) et con-

ses points limites sont des

k+ 1. Nous avons con-

WO

qu'elle es

on obtient la conclusion de la propo:

S

nexe) son enveloppe convexe K p et les propricics extrémales de (f5)ger relativement

aux fonctions périodiques qui sont dans K .




268 E. Ait Dads and O. Arino

Analyse de Fourier des Fonctions Presque-Périodiques

Valeur moyenne d’une fonction presque-périodique

Une conséguence importante du théoréme de Stone-Weierstrass (théoréme 8) est
I'existence d'une moyenne pour les fonctions presque-périodiques, prolongeant la

notion de moyenne de fonctions périodiques.

Proposition 11 (/6]) A toute fonction presque-périodique est associée de maniére
unique une valeur moyenne 1l(jmu’ comme

4T
M(f) = lnu T/ f(s)ds = llm ?/ f(s)ds (1.9)
s
Preuve : En fait, nous .Lllonx éduire l(-xhu-nw de M(f) de la forme faible
du théoreme de densité proposition 10.  Considérons une fonction f presque-
périodique. Pour tout & > 0, il existe une combinaison convexe finie de translatées
de f et une fonction g périodique telles que:

k
Z”Jf(ﬁ +a;) — g(t)|| < e, pourtout t € R.
J=1

Etudions
op
) f(s)ds.
L'indépendance vis a vis de ¢ ne posant aucun probléme. en prenant la moyenne
ere inegalité, on obtient
k T LT
_8ih [ £+ )t — b [ ,,(/),n” <e

de la dert

d’on
3T f(s)ds — 3 T gl)asl| < e+ BT [Jin.m IS+ [y j(t)||dt] :
On en déduit que Pensemble des points limites de la famille

{; T f(s)ds, T > n}
qui est un sous ensemble compact (Cg) a un diameétre < 2= pour tout £ > 0.
C'est donc un ensemble réduit & un point. ce qui prouve la convergence de

o ot
= s)ds
T./u S (%)

a l'infini. [ ]

Remarque 3: Notons que la moyenne est en fait la méme non senlement s
tontes les translatées d'une fonction presque-périodique donnée, mais auss
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les translatées limites de la fonction et meme en tous les points de 'ensemble l?[
(Proposition 10 fin).

Linteret de la notion de moyenne est qu'elle permet de définir sur Pespace
des fonctions presque-périodiques une structure prehilbertienne, sur 'espace com-
pleté. Les fonctions {exp(iAt) } forment une base orthonormale, sur laquelle
chaque fonction presque-périodigue a une décomposition canonique, extension des
séries de Fourier de fonctions périodiques, et peut étre approchée en moyenne par
des suites de polynomes trigonométriques dont les coefficients sont uniquement
determinés par la fonction et analytiquement calculables i partir d’elle. Nous
détaillons ces résultats dans la suite de cette section

Structure Préhilbertienne- Base

On suppose que X a une structure préhilbertienne. Fixons un produit scalaire
(. ) sur le completé de X. Si f et g sont deux fonctions presque-périodiques, la
fonction:

t— (f(1), g(t))

est presque-périodique (Cg,Cy). On définit le produit sesquilinéaire suivant sur
I'espace des fonctions presque-périodigues

(f.9) = llm 7/ (f(5). 9(s))ds = M({[.9)), (1.10)

la seule chose qui ne soit pas immdédiate dans la vérification de la structure
préhilbertienne est le caractére défini de la forme: c'est a dire (f, f) # 0 si
[ # 0. Ce résultat fait Pobjet du lemme suivant:

Lemme 12 Soit g:R — RY une fonction presque-périodique, non nulle. Alors
il existe a > 0, Ty > 0 tels que: tout intervalle de longueur Ty contient un sous
ensemble de longueur d sur lequel g > o . Par conséquent M(g) > 0.
Preuve du Lemme 12 on a done
To+t
170k g(s)ds > ad.
od

et de lx on déduit que M(g) > ™ > 0. [ ]
0

Pour completer la démonstration du résulat énoneé dans (1.10), il suffit dippli-
quer le lemme 12 a la fonction g(t) = (f(t), f(t))
Notations 1 H est le completé de Pespace des fonctions presque-périodicgues
pour la norme /(f, [); my est la norme complétée. my(f) \/x\l(]._[).

Proposition 13 Pour toute fonction presque-périodique [ on a:
7 Tue=g uc J
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ma(f) < 1fll< (1.11)

(1. imgection de Uespace des fonctions presque-périodiques avec la norme du
sup dans H est continuc).
Preuve: On applique le lemme & la fonction g(¢) = (f(t), f(1)). [ ]

Proposition 14 ([7]) La famille {exp(iXt)yez } est une base orthonormale de H.

Preuve : La proposition 13 et le théoreme d’approximation de Stone-Weierstrass
ses dans l'espace des fone-
tions presque-périodiques pour la norme my et done aussi dans H. De plus, on
vérifie immédiatement que la famille {exp(iAt) ez } est un systeme orthonormal.
L]

montrent que les polynomes trigonométriques sont dex

Définition 15 Pour toute fonction presque-périodique f. on note par ax(f) la
composante de f sur exp(i\t)

li L/ 1As)d. 2
a(h) = Jim 7 [ s esp(-insys, (112)

ax(f) est le coefficient de Fourier de f, d’ordre \. Quand il n’y a pas d'ambi-
quité on notera simplement ay les coefficients.
De maniére tout a fait analogue an cas périodique. on démontre que pour tout
ensemble fini L, on a
Saerlaa(NF < ma|fI) (1.13)
et par un argument classique sur les séries sommables, on déduit que lénsemble
des A, tels que ax(f) # 0 est an plus dénombrable.

Definition 16 On appelle exposants de Fourier, les nombres X tels que ax(f) # 0.
On désigne par Ay Uensemble des exposants de Fourier de f. On appelle module
de f (noté mod(f)) le module sur Z engendré par Ajy.

mod( = B e i n; € Z.\ € Ay, pe N}. (1.14)
Citons les inégalités de Parseval.

ma(If1%) = Cen, lea(N (1.15)

(£:9) = Xaeasnn, (an(f):ax(9))- (1.16)

Remarque 4: Notons que l'espace L2(0.T) des classes de fonctions T-périodi-

ques muni de la norme
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FUo 1 (s) ds) (1.17)

se polonge isométriquement dans H. Chacun des espaces de fonctions 7-périodi-
ques sidentifie & un sous espace fermé de H, qui n'est autre que la fermeture de
la somme des L2(0.7). T > 0.

Nous venons de voir le passage formel des fonctions presque-périodiques aux
séries la situation ici est tout a fait analogue a celle des fonctions périodiques.

Un auntre aspect important de analys:
modes de convergence des séries et du passage des séries a des fonctions ou classes
de fonctions. Ici, apparaissent quelques différences avee le cas périodique.

e de Fourier consiste en Pétude des

Différence dans I'analyse de Fourier des fonctions périodiques et des
fonctions presque-périodiques
Nous ne faisons qu'évoquer la question des modes de convergence (voir & ce sujet
Amério [6], Bohr [15]) .

Dans le cas périodique, nous savons que des hypothéses de
fonctions entrainent des propriétés sur la convergence des s

régularité sur les
st pas
teres

ics. Il n'en
t, les principaux

de méme pour les fonctions presques-périodiques. En fa
sur le mode de convergence portent sur les expos
non sur les fonctions, nous avons le résultat suivant

nts ou coeflicients des séries, et

Preposition 17 ([15]) Soit f est une fonction presque-périodique.  On sup-
pose qu'il existe un ensemble fini L de Z tel que les exposants de Fourier de
[{\: 1€ Z\ L} soient rationnellement indépendants, i.e; pour toute famille fi-
s non tous nuls. on S A, # 0. Alors, la série de

nie (ny),., . d'entiers relaty
Fourier est normalement convergente.

Passage des séries aux fonctions

Le probleme de faire correspondre i une série (éléments de H) une fonction ayant

pour coefficients de Fourier les coefficients de v série est ouvert meme si Pon

Antoris

i

la fonction cherchée i etre plus générale que les fonctions presque-pério-

diques.

Que ce soit une fonction presque -périodique en norme d'intégrale (comme

nous le verrons plus loin dans la section 5 de e travail on simplement Ta possibi-
lité de définir les coefficients de la fonction)

Le seul résultat dans cette direction est le suivant:
Proposition 18 (Amerio [6]) Soit S = Y a,exp(iA,t) un élément de H. Si
la suste des sommes partielles de S converge uniformément vers une fonction f
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alors. f st presque-périodique. et la série de Fourier de f est S.

Notons qu’on ne peat rien affivmer si la convergence est seulement localement

uniforme on L.

ies ayant pour exposants une

aminons plus particulierement le cas de s
26ro. La série

3 Lexp(itt)
ne converge en aucun point et aucune des sous suites extraites des sommes partie-
lles ne converge. S'il lui correspond une fonction, cette correspondance n'est pas
itat est tres différent de celui correspondant au cas périodi-

suite tendant vers

de type local (ce rés
que). Dautre part, il résulte de la proposition 18 que si (A, )nen est une suite
ants linéairement indépendants, tendant vers zéro, la série Y a, exp(id,t)
ne peut etre la série de Fourier d'une fonction presque-périodique. On peut done
affirmer qu’en général une série de Fourier i coefficients dans 12, A exposants ten-
dant vers zéro ne provient pas d'une fonction presque-périodique. Mais peut-on
an moins lui faire correspondre une fonction?

d’expo:

Dans U'exemple suivant, nous considérons des séries dont les coefficients sont
a Pexception d'un nombre fini d'entre enx, les coefficients de Fourier d'une fone-
tion qui n'est pas presque-périodique mais est déterminée de maniére unique dans
Iensemble image des fonctions presque-périodiques, par une translation convena-
ble.

Considérons la série

Y anexp(idat), (an)uen, (An)nen € 1, An #0, a, >

n
La série 2 a, (1A,) exp(iA,t) est alors normalement convergente et la somme est
une fonction presque-périodique g de moyenne nulle.

Formellement la série Y a, exp(id,t) est une primitive de la série associde
g. Si on considere la fonction

l ot
B(1) = 1 gls)ds
on vérifie par une intégration par parties que les coeffici
A # 0 et valent

ay(F) ex

;k M (eap(—iAt)g(t)). i.c.(ay, (F)A = a,).
ax(F) =0 A { A} enU{0}.
Done la série {(a,, An), (0, A), A # 0} est la série des coefficients d'une fonction.
Cette fonction n'est pas presque-périodique. Ceei est «
la proposition 17 et des conditions d'incommensurabilite rationnelle vérifiées par

wore une conséquence de

les exposants (A, )nen ot les coeflicients (ay,),e v
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Apreés avoir montré que la série corvespond a une fonction, la question se
pose de savoir dans quelle mesure la fonction trouvée est caractérisée par ses
coefficients de Fourier. Le résultat simple suivant nous permet de conclure que
F est déterminée a 'addition pres d'une constante dans Pensemble des fonetions
J telles que, pour tout 7 f(t + ) — f(t) est presque-périodique

Notons (d’apres un résultat précédent) que F a cette propriété puisque

t+r

F(t+7)~ F(t) = [ g(s)ds, (L.18)
t

avec g presque-périodique.

Proposition 19 Dans l'ensemble des fonctions continues G a moyenne finie,
telles que G(t + 7) — G(t) est presque-périodique pour tout 7, les seules fonctions
pour lesquelles tous les coefficients de Fourier de G- — G, autres que la moyenne,
sont nuls sont les constantes.

Preuve: Soit G une fonction vérifiant les conditions de la Proposition 19. On
a dong, pour tout 7, et tout X # 0, ax(G — G;) = 0. Mais, puisque G — G est
presque-périodique, cette fonction est entierement determinée (proposition 18),
par ses coefficients de Fourier. Done, G(t 4 7) — G(t) = ¢(7), pour tout 7 ce qui
montre que G(t)

Mais on vérifie immédia b que, pour que les intég

ales coeflicients

exp(—1iAt) G (t)dt

0
aient une limite; & Pinfini il faut que ¢ = 0 on obtient done la conclusion de la
proposition 19. ]

Remarque 5: Des résultats analogues peuvent étre établis pour des séries as-

sociées a des suites d'exposants tendant beaucoup plus lentement vers zéro, par
exemple telles que ay, € (2, et pour un entier p > 1. 3 |an||An|” < co. Ainsi,
pour p = 2. nous avons le résultat suivant. Désignons par S la série formelle

3 anexp(iXt) (an) € 12, 3 aallAulf < +oo

[l existe wne fonction ' de classe €2, telle que pour tout 7,

Bt + 27) — 2F(t + 7) — F(t)
est presque-périodique et a pour série de Fourier la série

St + 27) — 28t + 7) — S(t).
S'il existe une fonction presque-périodique Fy, qui a pour série de Fouvier
différe de £y au plus par Paddition d’un polynome de degré 1. En effet, /' es
plement une primitive double de la fonction presque-périodique - Y- ay A2 exp(iAnt)-
Enfin, si 3 Ja,||A\a]” = oo, pour tout p. nous ne connaissons pas de correspon-
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dance naturelle entre S et une fonction.

Presque-Periodicité en norme intégrale (ou au sens de
Stepanov)

Les définitions 1 et 2 qui ont été données dans le paragraphe 1 de la section 2
utilisant la norme du sup peuvent étre formulées sous forme intégrale conduisant
a de nouvelles classes de fonctions presque-périodiques. Ainsi dans la classe des
fonctions L] . on peut considérer les fonctions vérifiant:

Pour tout € > 0 il existe un nombre [(¢) > 0 tel que dans tout intervalle I de
longueur [(<). il existe un réel 7 > 0 pour lequel on a:

(o llF(t+7) = F(OI dt)> < &, pour tout ¢ € R
Cette définition parait toutefois trds restrictive, elle n'est probablement pas équiva-
lente & expression analogue sous forme intégrale de la caractérisation de Boch-
ner. La définition la mieux connue est celle des fonctions presque-périodiques en
moyenne L? (Amério [6], Bertrandias [8], Stepanov [35]). (On dit aussi presque-
périodicité an sens de Stepanov ou de classe SP).

Considérons d’abord le cas p < +o00. Soit f € L”, tel que pour tout € > 0, il
existe un nombre [(¢) > 0, tel que dans tout intervalle de longueur [(¢), il existe
un réel 7 > 0, tel que pour tout intervalle J, de longueur > 1, on ait.

(S 1f(E+7) = F@IP dt) /e < e |7]VP.

Pour le cas p = +00, la définition est la suivante:

supessieg || (¢ +7) = F(O] <e.
Les fonctions vérifiant cette définition sont telles que
([ NF@IP de)' /e < M ja|e,

pour tout intervalle .J, |J| > 1.

L'espace des fonctions presque-périodiques an sc

s de Stepanoy muni de la
norme suivante:

o
b 4P

([ NF@P i)'

711

st le cadre qui correspond & celui des fonctions continues bornées sur B, avec la

norme du sup, nous le désignons par L}

me

£ 11 0m = sUPg11>1

Remarque 6: Notons que la norme ”-“,._... est équivalente i la norme du sup de
i @ ey

sur les intervalles J de longueur comprise entre denx nombres a, b avee 0 < a €

h ~x
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Dans ce cadre tion de Bohr est éqguival
Ainsi,

C,: [ est presque-périodique en moyenne LP si et seulement si {f;, ¢ € R}
est relativement compact.

C'., sation de Bochner, on voit que les fonctions presque-
périodigues Li, ont une structure d’espace vectoriel qui est un sous
L.

La deuxiéme caractérisation de Bochner est remplacée par la suivante. f est
presque -périodique si et seulement ~.1 de toutes suites (o, )nen, (1,,),,”\, de R, il
existe denx sous suites mmmnnv\ ( ),,, Ny (7 “),‘ v telles que f(# +,T ) converge
vers g(t) dans L,m. et f(t+ (7" + ‘r,,) et g(t + 7,) convergent dans Lf"r et ont la
méme limite.

nte i celle de Bochn

space fermé de

L'équivalence de cette dernicre définition avee les denx autres caractérisa-
tions est obtenue en utilisant les normes locales introduites dans la remarque
précédente.

La plupart des propriétés des fonctions presque-périodiques ont leur analogue
dans le cas des fonctions presque-périodiques en moyenne.

C : Si f est presque-périodique Lf, alors £ — f; est uniformément continue
de B — L, (alors que Papplication t — f; n'est méme pas continue en général
sur Lh,).

C’l 2 Si f et g sont presque-périodiques L,
1/q < 1/r; alors le produit fg es i

C. : Si f est presque-périodique L. 1 — || f]| est presque-périodique Lk
Dantres propriétés peuvent étre envisagées a partir des relations entre les classes
de fonetions presque-périodiques. Ces relations se déduisent de celles entre les
espaces L,

L}, (respectivement ) avee 1/p+
presque-périodique L

sion suivante est continue: L}, € L7, pour tont p > 7
ge continu de L, & Cp(R) par v

tlari

Le pass: ation: [ — [+, avee @ une

fonetion continue positive, & support compact. /.‘ 1. approximation dans

l;’w de toute fouction de L}, par la famille £« oo avee
Lot
we(t) = z(3)-
pproximation ayant lieu dans Ly, si I'on suppose que Pappli
continue de R dans L},

ion t —» fy est

C, : Si f est presque-périodique L, elle Pest aussi en moyenne L, pour tout
2
C

des fonctions presque-périodiques LY. pour tout g < p.

L'espace des fonctions presque-périodiques L, est dense dans espace
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C. : En particulier toute fonction presque-périodigue en moyenne Lh,, f peut
ctre approchée par une suite f# @, €, — 0 de fonctions presque-périodiques
asens de Stepanov [35].

De la densité des fonctions presque-périodiques. on déduit Uexistence pour toute
fonction presque-périodique en moyenne L}, f d’une moyenne

, i v 1 koA
My = gim [ pas = i f (s

De wmeme.

a(hir= lnn —/ f(s)exp(—iAs)ds.

A noter que M,(+) est une norme dans U'espace des fonctions presque-périodiques
Lh,. toutefois. cet espace n'est pas fermé pour cette norme, la fermeture est

un espace qu’ on note H,. Pour p = 2, Hy est I'espace H que nous avons

considéré dans la section Structure préhilbertienne.
Lapplication

1 T
luu Inll-f / (f(s),9(s))ds = M(([.9)).
0
définie sur les rnll]l](.\ (ll‘ fonctions presque-périodigues,
B x B (&
se prolonge sur M, x H, ot permet d'identifier pour M, et H, repectivement
H, ot H:’. sous la restriction 1 < p,g < 400,

Proposition 20 Pour 1 < p < oo, M, est un espace reflenif., 'H;, sudentific a My,
a travers Uapplication de dualité (f,g) — M(([.q))-

Conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction presque-
périodique au sens de Besicovitch soit presque-périodique au sens de
Bohr

Définition 21 Soit X un espace de Banach muni dune norme notée ||.||. Soit
X. On dit que [ est presque-périodique en moyenne ( ow au s
\I:,uuml SP(X) presque-périodique avee p > 1) si

1) [ est continue,
1) Pour tout £ > 0, il existe un nombre véel l(e) > 0 tel que dans toutl intervalle
I de longueur l(¢), il existe un réel T pour lequel on a:
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swpgen { [ 1+ 1) = FOIP de}” < c.

Remarque 7: Cette définition est un cas particulier de la définition donnée dans
la section précedente avee J de longuenr 1.

Le lien entre la presque-périodicité an sens de Bohr et celle an sens de Stepanov
est fourni par le résultat suivant:

Proposition 22 Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
presque-périodique en moyenne L soit presque-périodique est qu'elle soit uni-
Jormément continue.

Preuve: La condition suffisante est évidente. Montrons alors la condition néces-
saire.  Soit f une fonction presque-périodique en moyenne L, uniformément
continue. Montrons que f est presque-périodique au sens de Bohr. En effet, soit
(p;); une suite régularisante i.e. p; > 0 indéfiniment dérivable & support compact
et vérifiant

‘]"‘; pi(t)dt = 1.
ot le supp p; tend vers {0} .
Considérons le produit de convolution de f par p, . on pose

£i(t) = (F * pj)(t) = [72 ps(s)f(t — s)ds.
On a alors
Jit+7) = fi(t) = (f *pj)(t+7) = ([ * py)(1) =
f"_;‘/)](.w)(f(i +7—58)— f(t - 5))ds
Cette intégrale est prise le long d'un intervalle de longuenr finie car p; est a
support compact. En appliquant Uinégalité de Holder (s € [=A, A] D suppp;)
avec /p+1/g=1

1 1
A ) \
(e +7) = £ 0Nl < [/ LGt 47 = %) = £t = )l '1~]’ [/ (,,,(,,)).,,,,_] i
J \ Al
1
o5 3
SAI,,[/ WWf(t+7—5)=f(t—=s ‘,l«]
1
1

Vet )
<M, [/ (7 + ) = I ,h]’
-A

277
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or la quantité
1
ol ;
[ e 0= o)
Jr=A
ost estimée en fonction d'une somme finie d'intégrales de type

1
pl= A+ L o=
< [/ : I!f(r+s)—f(s)ll"rl-']p-

L=

En utilisant cette fois ci la S” presque-périodicité de f on aura:

supgeg 1/t + 1) = f ()] < aMpe,

ce qui implique que f; est presque-périodigue.

Comme f est uniformément continue, alors en particulier f est continue,
alors f« p; converge vers f pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact. Montrons alors que (f;) converge uniformément vers f .

En effet, Ve > 0,3 N(e) € N tel que des que j > N(e), alors || f;(t) — f(2)]| <€
pour tout t € R

Soit (p,) la suite régularisante & support dans la boule B((),Jl) alors

150 = 101 = [ 17~ 5) = SOl ds,

La continuité uniforme de f permet de dire que: ¥ > 0,3 d(¢) > 0 tel que
I£(t") = F(")]| < &, quand |t — | < d(e).

Prenons n, tel que 3 < d(e), quand n > n, on a
Tl

W50 = SO =3 | pi) NI = 5) = F()|ds < e

P

implique .¥= > 0,3 N(g) € N tel que dés que j > N(¢) alors [I1£5(t) = F@) < &
pour tout £ € &, d'onn f; converge uniformément vers f de plus (f;) est une suite
de fonctions presque-périodiques, par suite f est une fonction presque-périodique
an sens de Bohr. Ce qui achéve la démonstration de la proposition. ]

A\
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1 Derivée et intégrale de fonctions presque-périodiques

Les opérateurs fondamentaux dans 'étude des systémes dynamiques différentiels
sont l'opérateur derivé

d
2ot

dt
et 'opératenr intégral

f— '[/(.\-)dm

Comment ces opérateurs se comporten
7 Dans cette bord les résultats sur les
domaines de ces opérateurs. Ces résultats sont des conditions pour que la derivée
d'une fonction presque-périodique soit presque-périodique, et des conditions pour
que Pintégrale d'une fonction presque-périodique soit presque-périodique.

1l s’agit de résultats classiques pour lesquels nous renvoyor
classiques [13], (6], [18] .

Les problemes d'existence de solutions presque-périodiques des systémes dy-
namiques différentiels sont completement lics anx problemes de recherche de
points fixes d’opératenrs intégrals, nous sommes done, intéress
i la compacité de Popératenr intégral de
périodiques,

s dans espace des fonctions presque-

ction, nous indiquons d’

périodigues

v des réferer

' dans cette partie
s des sons

espaces de fonctions |

Sque-

plus généraux que Pespace des fonctions périodiques.

Derivée

Théoréme 23 ([18]) Si [ est une fonction presque-périodique dévivable, et si
d A £ ‘ ,

7;[ est uniformément continue, alors T [ st une fonction presque-périodique.

: ‘

Remarque 8 La propriété indiquée par le théoréme est une banalité dans le
résultat du théortme 23: le fait que la derivée dhune fonction presque-périodigue
ost presque-périodigue, est vrai sans condition dans le cas périodique. Comme
on e voit sur Pexemple snivant, elle est fansse en général dans le cas presque-
périodique. Soit

~

1 >
J(ey= > yexplint)
1

L] i 2 — ; §
Si l—ﬁ[ est presque-périodique la série formelle est S5 cexp(in®t), mais cette

derniére n'est pas presque-périodique car la série de ses coefficients n'est pas
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d 513
de carré sommable, done —ﬁf n'est pas presque-périodique car elle n'est pas
dt

uniformément continue,

Primitive
Dans le cas de fonctions périodiques, toute fonction a moyenne nulle est & pri-
niitive périodique, mais dans le cas de fonctions presque-périodiques, il n'est pas

toujours vrai que
L
/ f(s)ds
0

reste presque-périodique méme si 'on suppose qu'elle est a’ moyenne nulle :
Contre-exemple : Nous avons donné un exemple a la suite de la proposition
18. Nous détaillons ici 'argumentation donnée par Zhensheng [41] pour 'exemple
suivant:

)

1 , t
i@= ; msm(m).

&)
: e o 1
J(#) est une fonction presque-périodique, car la série E W est absolument
1

)

convergente.

/4

4 A
F(t) = s)ds =
0) / fs)ds =3

O 0

Pout tout NV et tout véel £, on a

i N 3
F(t) > X0 35778 i
On observe que I est continue sur B, pour tout & > 0. prenons

b k 0
b = G ;=024 + 1)-
On a:

I { |
4 I“A-)EZ()QJH
F(ty) = o quand k = oco.
Dautre part, [ comme somme i coefficients dans I' de fonctions i moyennes

nulle, est & moyenne nulle. Done, f est presque-périodigue a moyenne nulle mais

n'a pas de primitive presque-périodique
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En fait dans le cas périodique, la propriété de moyenne nulle équivaut au bor-
ssadre et suffisante pour qu'elle soil:

wage de la fonetion intégrale: condition néc
periodigue. Cette propridté n'est pas suffisante dans le cas presque-périodique.
Malgré tont. en dimension finie, la condition de bornage reste suffisante.

Théoreme 24 ([18]) Soit [ une fonction presque

cspuce de dimension finie . Alors une condilion néces

neriodique @ valewrs dans un
saire el suffisante pour que

ol
E(t) = [y [(s)ds (1.19)
soit presque-périodique est qu'elle soit bornée.
Notons quen dimension infinie, le bornage de Uintégrale n'est plus une con-
dition suffisante (sauf dans le cas d'un espace de Banach uniformément convexe
oit l'image de F est relativement compact) ([18]).

Théoreme 25 (Levitan [91]) Soit X un espace de Banach, f: IR = X presque-
périodique telle que I soil bornée. Si, de plus,

1 T
lim — F(s)ds = b.
criste, uniformément par vapport a t, alors F est presque-périodique.
Théoréme 26 (/24]) Soit X un espace de Banach. [ : % — X presque-périodique
telle que Ay est formé d'é
o5t presque-périodique.

éments incommensurables dans leur ensemble, alors I

Théoréme 27 ([26]) Soit X un espace de Banach. f: % = X presque-périodique
tolle qu il existe o > 0,V N € Ap, [N > a. Alors F est presque-périodique.

Compacité de Popérateur intégral (cas de dimension finie)

Nous désignons par 7' un opératenr du type suivant

ot
(Tf)(t) = / f(s)ds + e(f)
Jo

ol e est une forme linéaire continue sur Cps(R).

Nous travaillons dans le domaine de 7'

DIT) = {f presque-périodique. T'f est presque-périodigue} .

ot dans D(T). nous chorchons des sous espaces /7 invariants par 7, sur lesquels
T est compact.
Notons que si F est invaviant par 7. il enest de meme de la fermeture, done 2
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pourra etre supposé fermé.

Si T est compact, il en est de méme de Vopérateur Ky, = (T = T_) /h, introduit
dans la preuve de la proposition 5. Par conséquent, la conclusion de cette preuve
est encore valable. F doit étre séparable. Enongons ce résultat général dans une
proposition.

Proposition 28 Soit I un sous-espace fermé de Uespace des fonctions presque-
périodiques tel que T:F — F et T/ est compact. Alors F est séparable.

Une étude detaillée des propriétés de F parait difficile. Nous pouvons simple-
ment ajouter que par application des résultats sur les opérateurs compacts [21)
(Tome 1, page 330) si 7" est compact sur F, F s'écrit comme somme non directe
F = K + F, de denx sous-espaces fermés K, Fy invariants par T' et tels que

e Le spectre de T/K se réduit a {0} . Fy est la fermeture de la somme des
espaces propres pour les valeurs propres autres que 0.
Nous ne savons rien & dire sur K.
Nous ramenons au cas ot /' est de type Fy.
Nous étudions un cas particulier. On donne une famille d’exposants (A;)en,
A; = +o¢ quand j = +00, supposés ordonnés dans 'ordre croissant.

Proposition 29 Si I est l'ensemble des limites uniformes des séries formelles

3o agexp(idt).
Alors, T défini sur les exp(iA;t) par

T(exp(idt)) = # exp(iA;t)

est compact sur E.

Preuve: Introduisons la suite d'opératenrs de rang fini
m:E—E
J—rmaf = ajexp(idst). (1.20)
1<n
Les opérateurs m, sont bornés en tout point de E. D'aprés le théoréme de la
borne uniforme [21] on déduit qu'ils sont nniformément bornés. 11 existe 4 > 0
tel que

|11r,,f}|(”(?_' < 1|j||l.“(,) ,pour tout n € N.

Par ailleurs. de la convergence de @, f vers f on déduit que Hn,,fl]l."(m converge
rers IFll- = e 3
vers \\jﬂcm -, et donc
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supnen Imnflle, @) 2 1/ le, ) -
La norme ||f|lz = supuen 170 flle, ) est done équivalente sur B i la norme
du sup sur R ||.||,:"(R).
Revenons a lopérateur 7' dont on connait expression sur les polynomes
trigonométriques engendrés par {exp(i\t),j € N}.
En utilisant la régle d'Abel a; exp(iA;t) = 7,1 f — 7, f et la norme sur E, on
obtient:

1
n>m, |Trnf —=Trnfll; < (—‘ = r) SUP; sy [l f1l
' n

ce qui compléte expression de 7' sur E et donne

ITS = Tl < (35 ) sPysm-1 w31l
T est limite uniforme d’une suite d'opérateurs de rang fini. 7' est done compact.
Un cas ddpplication de la proposition 29, est celui ot on suppose les (A;)
rati 1l indépendants et

JEN

E= {f presque-périodique, avee Af € (A ))GN} e

in effet daprés la proposition 18, pour tout f € E la série de Fourier de f
converge normalement vers f. De plus, E est fermé dans Cp(R).

Remarque 9 Notons que le fait que [A;| — o est une condition nécessaire pour
la compacité de 7. S'il y a un nombre infini de A;. compris dans un intervalle
[ee. ], 1a suite

{-exptirn }

correspondant & ces valeurs ne posstde aucune sons-snite convergente.

Remarque 10: Si nous plagons dans H avee la norme my, au lieu de Cp(R), les
opérateurs 7, sont des projecteurs orthogonaux. Done, ||, || = 1.

I’"“.'(f)~

]

ma(Tf — T f) < sup o

T est compact sur tous les sous-espaces E fermés de H dont lénsemble des expo-
sants Mg = (UgepAj) est soit fini, soit de la forme

{\;; JEN: |Xj| — o0, quand j — o} .

D'apris la remarque précédente, cette propriété caractérise complitement les
sous-espaces E de H sur lesquels 7' est compact.
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Par conséquent: le résultat indiqué au début de cette remarque parait d'un
interct indépendant de celui de la proposition 29. Le probleme que nous avons
posé: chercher les sous-espaces de Cp(IR) sur lesquels 7' est compact, n'est que
partiellement élucide.

Fonctions Presque-Périodiques avec Parametres

Introduction:

Dans I'étude des systémes différentiels interviennent naturellement des fonctions
de type f(¢.x). presque-périodiques en ¢, pour chaque x fixé. Une propriété im-
portante pour les développements ultéricurs est que si z(t) est presque-périodique,
alors la fonction définie par & — f(¢,2(¢)) le soit aussi. Cette propriété est fausse
en général.
Example f(f.2) = exp(itz).

Elle est vérifiée néanmoins sous I'hypothése de presque periodicité en ¢ uni-

formément en z. La notion de presque-périodicité peut étre formulée, de maniére
Gquivalente, en utilisant les autres caractérisations des fonctions presque-périodi

C
ques, ainsi qu'il ressort des résult
quels on renvoie a [18] et [6].

ts que nous rappelons ci-dessous, et pour les-

Définition 30 Soit B un espace de Banach, muni d’une norme notée ||.||, D
un ouvert de E. Soit f € C(R x D, E); f est dite presque-périodique en t uni-
formément par rapport a @ dans D, si pour tout € > 0 et pour tout compact K
dans D, il existe un nombre réel l(e, ) > 0, tel que: chaque intervalle I de
longueur l(e, K) contient un nombre réel T pour lequel on a:

sup( myerx i I (& 4+ m2) = f(t,2)ll < €.
Rappelons les résultats importants suivants que nous utiliserons dans la snite de
ce trav

Téoreme 31 ([19]) Soit f € C(R x D, E). une fonction presque-périodique en t
uniformément par rapport ¢ x dans D. Soit K un compact dans D. Alors f(1, x)
est relativement compact et uniformément continue sur & x K.

Théoréme 32 ([19]) Soit f € C(R x D, E), une fonction presque-périodique en
t uniformément par rapport ¢ x dans BE. Alors, de toute suite de réels {o,}, on

peut extraire une sous suite {0} ct il existe une fonction continue g(t,x) telle que

lim ||f(l +ay,, 1) — g(t, )| = 0.
n—o0
uniformément sur R x K, ot K est un compact de E. De plus g(t,x) est aussi
presque-périodique en t.
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Los denx théorémes suivants donnent la caractérisation de Bochner pour les
fonctions paramdétrées,

Théoréme 33 Soit [ € C(R x D, E) et, supposons que de toute suite de réels
{a,}. on puisse extranre une sous suite {o},} telle que f(t + o}, x) converge uni-
Jormément sur R x K, ot K est un compact de D. Alors f(t,x) est presque-
périodique en t uniformément par rapport a x dans D.

Théoréme 34 [27] Soit f € C(R x D, E), une fonction presque-périodique en t
uniformément par rapport a x dans D. Soit K un compact dans D. Alors pour

toute suite ((t,), (0n)), il existe une sous-suite extraite ((I:‘),(n;‘)) telle que

i - ' ' ! ‘
Jim i f(b4t +ojr) = lim f(E+ 1, + o, T),
uniformément sur R x K. La réciproque est encore vrate.
Le théoréme suivant traduit une propriété de complétude

Théoréme 35 [27) Soit fi € C(R x E,E), une suite de fonctions presque-
periodiques en t, uniformément par rapport a x dans E. Supposons que la suite
{fi(t. )} converge uniformément sur R x K vers une fonction f(t,x), ot K
est un compact dans E. Alors f(t,x) est presque-périodique en t uniformément
par rapport G x dans E.

Le résultat essenticl de cette partie est le suivant, il a été annoncé dans
Iintroduction.

Théoréme 36 [39) Soit f € C(R x K, E). une fonction presque-périodique en
t uniformément par rapport a x dans E, et £(t) une fonction presque-périodique
telle que £(R) C K, K est un compact dans E. Alors t — f(t,&(t)) est une
Jonetion presque-périodique.

Chapitre 2. Fonctions Pseudo Presque-Périodiques

Introduction

Dans (40, €. Zhang a introduit une extension de la notion de fonctions presque
-periodiques, celles dites psendo presque-périodiques (abbrev. comme fonctions
ppp)

L'extension connue des fonctions presque-périodigues est la classe des fonctions
asymptotiquement presque -périodiques ( qui a été introduite par Frechet [19]),
ce sont les fonctions de type f = g+ € avee g presque-périodique et € continue et
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de plus =(#) — 0 quand ¢ = o0,

resque-périodiques donnée dans [40] est comme
suit: tonte fonction f qui peut s'éerive comme suit f = g + @ avec g presque-
périodique et o est continue, bornée et M(|jplf) = 0. M(-) est la valeur moyenne

La définition de fonctions pseudo pr

“asvmptotique” | définie par

L [0
M) = rli:{lJ T;[ Y(s)ds.
ar J_r

ion de cette notion en une notion plus

ous allons maintenant faire une exter
générale, en considérant la méme expression mais avec la perturbation ergodique
w'est ni continue ni bornée

Notons par

. p:R— R
AR RIS Lebesgue measurable, lvlh‘quc Inn —/ (s)|ds =0

et par

@ x R— R,
ks telle que p(x,.) € PAPy(R), for each x € Qand
/ 1 xR,R") = el ¢ g
RAPG(LXER,RT) lim — / llp(r, s)|l ds = Ouniformémentenx € €,
=00 27 J_,
ou 2 C R"
on 2 est un sous ensemble de R,
Définition 37 Une fonction [ : R — R (respectivement Q x B — R") est dite
pseudo presque-périodique (pseudo presque-périodique en t € R, uniformément
par rapport a T € Q) si f = g+ ot g € AP(R) (AP(Q x R)) et p € PAPy(R)
(PAPo(Q x R)).

g et ¢ sont appelées la composante presque-périodique et la perturbation
ergodique, respectivement, de la fonction f.
Remarque 11: Notons que g et ¢ sont détermindes de fagon unique. En effet,
comme

lie(s)] ds

est une norme sur AP(R), alors si [ € 'F—’.A'P(R). f=m+y1=g2+pona
N(gi —g2) = 0, ce qui implique que g; = ga, ainsi, gy = 2. Notons par PAP(R)
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(resp. PAP(Q2 % R)) Pensemble de telles fonctions (resp. Iensemble des fonctions
psendo presque-périodiques en £, uniformément par rapport a x € Q).
Exemples:
= i 1 = 8.
f(t) =sint +sinnt + 7 F(z.t) = f(t)cosz.

f(t) = sint +sinwt + ¢ |sinrrl['\ for N > 6.
N
f(z,t) = cosa(sint +sinmt + t|sin=t|" ) for N > 6.

N
Montrons que @(t) = t[sin7t|" | est & moyenne nulle , mais non bornée.
o () = oo aux points ¢ = § + k, quand [k] — ~.

o Montrons que

1T
lim —/ lle(s)|l ds = 0,
r=o0 1 Jo

Considérons
k41 kb1 R 1
/ e(t)ydt = / tlsinmt]" dt < 2(k + n/’ [sinart| K0V g
k S z 0
< 2k + 1)/" inmt|t de.
0
On sait que
x f“" (siunt)"‘ cos midt = ‘IIH (sinma)**! with a < .%,

ce qui implique que

: S o
1 (sinmt) dt < T ar el

1F) cosza

Diutre part, nous avons

1 i
(:-inim)"‘” . exp log sin” ma

2

cosTa cosTa ¥ cosma
Commengons par étudier la fonction,

! 1 2
exp ) )-:
"= cosma

u
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ol e : : 3
5 (sous quelle condition on a linégalité suivante

Si on pose B = 3

exp —Bu* S50

"

P
et exp —v?
Considérons p(v) = e alors,

exp—Bu® exp —v* 35
T = np(\/Eu) \/E, —————" <l @w(\/[—?u) o \/l_?

o 1
Comme ¢ est décroissante, alors, ¢(v) = 75 pour v = vg

1 v
‘p(\/Eu)<ﬁd=\/Eu>lnq=tu>ﬁ.

Calculons la valeut de vy

exp—v®
———
on a:
14 v% < exprv? = @
ceci implique que
v+v" < VB = vy < B/S

on a
/o ,
w > !',—lr = g

Done

Ceci implique que

D’autre part,

= COR/ma = e\l veans I (ES
W= COBMA = @ < = Arccos

Alors, on a:

alh i s
I3 sinmu)® du < ?(Tln—) ponr a < L arccos [(—-‘1 L) / ] 2




T T ——

Fonctions Pseudo Presque-Périodigues 289

Ainsi. on a

il

(sin N“)“ du < !
* = k1)

ot
L £ N N 1\ =1/8
s o —yoy (sinm)*” du < {{, — L arccos [(L};‘)
b arceos [ (4524) ]
mais,
sin(§ — arccos @) = a =~ § — arccos a, quand o — 0.
alors,

} ’ kN @
/ 1/ (sinnu)k\ du < 1 ( ‘+ 1) g
smm[(a,u) ] 2

En conclusion:

k41 1
/k @(t)dt < 2(k + 1) [Wﬁ +

k41
Dans le cas 1 — % < =1 (N > 6), la serie de terme génral /k @(t)dt converge,

L5 < \ ‘
pir conséquent —/ @(t)dt = 0, quand » — 4. Ce qui achéve la démonstra-
rJo

tion.

cep s
Propriétés

Remarque 12: De la méme fagon que dans le cas presque- périodique, on peut
définir la moyenne d'une fonction pseudo presque-périodique, ses coéflicients de
Fourier, ses exposants de Fourier, mais on ne pent rien dire vis o vis de la
décomposition en série de Fourier.

Lemme 38 : Si f € PAP(R), alors

1 fr
lim — / f(s)ds = M(f)
r=00 21 J_,

existe ef est finie c'est la valeur moyenne de f. De plus M(f) = M(g).
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Preuve : En cifet

BRI e
5 S

connne g € AP alors

g(s)ds + lim —l-/ w(s)ds
. P2 ),

IR
i | o

existe ot est finie (6.
De plus. nous avon — [ip(s)] < @(s) < [@(s)] - Alors

S : Al
e rh!ll o /t' le(s)| ds < rh_moﬁ
Ainsi

or 1 [
@(s)ds < limr — x—/ |(s)] ds.
T o ey

li!n A /" p(8)ds = 0= M(p) et M(f) = M(g).

oo 2r

=
11 est connn [6] que la valeur limite

B
lim 2 / S(8) exp(—1As)ds = a(A, f)

00 21

existe pour toute fonction presque-périodigque et pour tout nombre

réel A: et il existe un ensemble an plus dénombrable de nombres réels A, telle que
a(f.\)=0siAgA.

Ainsi si f = g + @ est un élément de 'ﬁ’.»’l'P(}{) alors a(f.A) = al(g, A). L]

Lemme 39

Sije PAP(IR), el si g est la composante presque-périodique, alors
on a g(R) C f(R) de plus si @ est continue et bornée alors on a

l71 = llgll = infrem |g(®)] = infrez (D]
Preuve: Supposons que g(R) G f(R) . alors il existe £ € R telle que

infyeg |o(to) = f(8)] > e

Comne g est continne on fy, il existe & > 0 tel que pour |¢] < 4 implique que

supyer [Riag(t) = Rigf(5)] > € (2.1)
Ry, 0 € AP car AP est invariant par translation .
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En utilisant la définition de Bohr [15] de la presque -périodicité, alors, pour
3 . € .
e > 0 il existe 1(5) > 0 tel que tout intervalle de longueur ,(5) > 0 contient un

nombre 7 tel que

[RrRugg = Riogl < 3. (2.2)
Sit€[-d,+d) alors t + 7 € [~ + 7,7 +4].
Par conséquent
|Regp(t + 7)|= R f(t + 7) — Rigg(t + 7)|
2 [Rigf(t+7) = Riog(B)] ~ [Riot(t) = Reg9lt +7)|
= infyer | R f(5) = Regg(8)| = [| R Rigg — Ryggll > 3
En vertu de (2.1) et (2.2).
Ce qui donne que
- end i £
'l}:Llo o r(R,“«p(.~)|1ls > 61_. >0,
ce qui est en contradiction avee la définition de . []

Proposition 40 §i f : R — R (RxQ — R), [ = g+, ot g € AP(R)(AP(2x
R)) et p € PAP(R)(PAPy(2 x R)), alors
i) Si lim (t) existe, on a: lim () = 0.

[t} -s20 [t]=> 400
ii) Si f >0, alors g > 0.
Preuve: 1) Supposons que la propriété n'est pas vraie, alors il existe une cons-
tante a > 0, et ty € R tel que (1) > a pour t > ty, ce qui donne

1 fr 1 to r
[ |w(.«)w~=;[/0 fetalas + [ wrs;lds]z}n(r-to).

3 e s Nl a4
Par passage a la limite quand » — oo, on obtient lim 2-/ lp(s)| ds > a, ce
=0 2r [_.

qui contredit le fait que p € PAP((R).
i) Pour la démonstration de la deuxiéme étape nous aurons besoin du lemme
Suivant

Lemme 41 Supposons g € AP(IR) est telle que: pour tout £ > 0,

meas {t: g(t) > —¢, t € [-r, +1]}
2r

— 1, quandr — +o0.

Alors, g > 0.
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Preuve: Nous allons procéder par 'absurde. Supy que la lusion n’est
pas vraie. Ce qui implique que g(a) < 0 pour un certain zo. Choisissons € > 0,
< —g(xo)

Par continuity de g, il existe § > 0 tel que: |z — zg| < § = g(z) < —€. En
vertu de la characterisation de Bohr pour les fonctions presque-périodiques (1 ),
il existe I > 0, tel que tout intervalle I de longueur [, on peut trouver une presque
période 7

lg(z +7) = g(x)| < g

Choisissons une suite 74 de presque-périodes, 7 € [kl (k + 1){[ nous avons:

glz +74) < —%, pour @ € [xg — &, zg + 0] et tout k € N.

Posons M = |xg| + 6.
Nous avons

meas {J € =kl — M.kl + M) : g(t) < '%} > 2k,

Ainsi,

meas {7 € [kl = M,kL+ M) g(t) < -5} k5
2Kl + 2M = okt 2M’

Le second membre ne tend pas vers zéro quand & — +00. Ce qui contredit
I'hypothése faite dans le lemme. Ainsi g > 0.

Maintenant, nous allons donner la prenve de la deuxieme étape de la propo-
sition 40.

Supposons que J = 0, nous voulons montrer que g > 0. Nous avons f = g+,
avee lim = lp(s)|ds = 0 (Mais, nous n’avons pas supposé que () — 0

r—o02r J_.

quand ¢ — £00).

Aty = 00, g(t +1,) = g(t). VL.

Ve > 0. ¥r > 0; meas {t € [—r,+r): @(t) > e} = 0, quand r — oo.
Ce qui donne que

meas {t: g(t) >

2r

r,4r
J = 1, quand r4 - oc.

Ea 2 &\
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Ceet montre que g = 0. V. Ce qui acheve la prenve de ln_pmw)sil‘iun 40.
Remarque 13: 11 existe des fonctions o telles que o € PAPG(R), mais
lim  2f) n'existe pas. Considerons, par exemple.
v

) 1
‘p“)={\/ﬁ nﬁl-:nv;

0 t ailleurs.

Il est clair que lim () n'existe pas, alors que
[t]+00

3 e n {2y
i — ek =ik DS
'1-151;’ 2’_/'|‘P(v)|( § J_I:I(L; o “lu.l:c = ; i

Théréme 42 T’AT’(]R) est invariante par translation. et contient les fonctions
constantes. De plus P.A'P(IR /P}lpxl("i) = AP(R).

RPour H = (Il Hag.e... Jhg) € C(R)", supposons que H(t) € U pour tout
t € R On définit H : R — Q X R par H(t)= (hy(2), ha(t), ..... (), ).

Pour F = (fi, 2,y fu) € PAP(R)" $0it G = (91,92, -rgn) ot © = (1,03,
o ign) ol g; et @, sont la composante presque-périodique et la perturbation ergo-
dique, respectivement de fi, 7= 1,2, ....n.

Théoréme 43 Pouri = 1,2,....n, soit , C C un ]rrnu' Q = [[{ % c,C", Soit

J€ 'E‘.-lT‘(!l x R) satisfaisant |f(x,t) = f(y.t)] < L Z lzi —wi| ayeENtER,

o L > 0. 8i F € PAP(R)" et F(t) € Q pour t.,.,: t € R alors [ o (I xi) €

PAP(Q x R).
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