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Resumen

En este trabajo se desarrollan los aspectos esenciales del problema de esta-
bilidad asint6tica de sistemas lineales en espacios de Banach. La teorfa general
ge ilustra con varias aplicaciones, incluyendo una aplicacién a la estabilizacién
de sistemas de control distribuidos, algunos resultados relativos a la estabil-
idad asintGtica de sistemas descritos por ecuaciones diferenciales funcionales

lineales con retardo finito y una caracterizacién de la estabilidad asint6tica de
familias de sistemas.

Introduccion.

Es bien conocido que la estabilidad asintética de un sistema es una caracteristica

relevante del sistema. Por este motivo, el estudio de la estabilidad asintética de
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sistemas lineales constituye un tépico de gran interés, tanto desde un punto de vists
aplicado como tedrico.
Estas notas, tienen como objetivo presentar la teoria bésica relativa al problems
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de comportamiento asintético de semigrupos. Especificamente, si A es un opera-
dor lineal definido en un espacio de Banach de modo que el problema de Cauchy
abstracto
o'(t) = Aa(t), 120, 1)
estd bien planteado, se establecerdn condiciones para asegurar que su solucién
z(t) = 0, t — oo, para cualquier condicién inicial z(0) = zq.
Consideremos inicialmente un sistema cuya evolucién se describe por la ecuacién
diferencial lineal (1.1) donde A es una matriz de n x n. Si para ¢ =0 este sistema es
llevado a un estado z(0) = g, el comportamiento futuro del sistema se determina

por la solucién de la ecuacién diferencial (1.1), que como sabemos es
o(t) = ey, £ >0.
El problema de la estabilidad asint6tica del sistema (1.1) consiste en determinar bajo

qué condiciones la solucién z(t) converge a cero cuando t — +oo. El siguiente
resultado (Hirsch y Smale [15]) es bien conocido.

Teorema 1.1 Sea A una matriz real o compleja de nxn. Entonces las siguientes

1ot

dicy son

(a) La solucién z(t) = 0, t — 0o, para todo zq € C*.

(b) Los valores propios de A tienen parte real negativa.

(c) Eristen constantes M > 1 y w <0 tal que ||e]|| < Met, t>0.
(d) Para cualquier matriz auto-adjunta definida positiva Q la ecuacion

A'P + PA=-Q (1.2)
tiene una unica solucion P auto-adjunta y definida positiva.

Se deduce de este resultado que para estos sistemas la estabilidad asintética es una
propiedad de la matriz A y no de cada solucién particular. Ademds, el conjunto de
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los valores propios de A tiene una figuracién relevante. Este conjunto se llama es-
pectrode A y lodenotaremos por o(A). Especificamente, la estabilidad asint6tica
depende de la constante s(A) = méx{Re(\): A € o(A)}.

De las propiedades de las normas en matrices, se obtiene la siguiente igualdad
que relaciona los valores propios de A con la constante w del Teorema 1.1.

At
Proposicién 1.1 En las condiciones precedentes s(A) = ‘lfm E‘—"i-ﬂ Y& w>
~$ 00
s(A), entonces eriste una constante M > 1 tal que |le*|| < Me“t, para todo
t>0.

La ecuacién matricial (1.2), conocida como ecuacién de Liapunov, es poco utilizada
para verificar la estabilidad de una matriz pero tiene gran importancia conceptual
en relacién con problemas de optimizacién.

Retornando a la ecuacién (1.1), cuando A no es una matriz sino que un ope-
rador lineal definido en un espacio de Banach, para definir lo que entenderemos
por solucién de la ecuacién necesitamos del concepto de semigrupo de operado-
res. Por este motivo, la seccién siguiente estd dedicada a iitroducir el concepto
de semigrupo, mientras que en la seccién 3 estudiaremos las relaciones existentes
entre el espectro del semigrupo y de su generador infinitesimal. Finalmente, en la
seccién 4 mostraremos varias aplicaciones de la teorfa, entre ellas una aplicacién a
la estabilizacién de sistemas de control, una aplicacién al estudio de la estabilidad
asintdtica de ecuaciones diferenciales funcionales lineales con retardo acotado, una
aplicacién a la estabilidad asintética de familias de sistemas lineales y una aplicacién
a la teoria de semigrupos positivos.

La mayoria de las notaciones que utilizaremos son las usuales en andlisis fun-
cional. También, para simplificar algunos enunciados. siempre consideraremos como
escalares a los niimeros complejos. Si X es un espacio de Banach, denotaremos por
L(X) al espacio de los operad: lineales acotados de X en X, dotado con la
norma de operadores y rep por X'= L(X,C) al espacio dual de X. Si

.




A: D(A) € X = X es un operador lineal denotaremos por p(A), llamado conjunto
resolvente de A, al conjunto formado por los nimeros A € C tal que Al — A tiene
inversa en £(X). En este caso, R(\, A) = (\[—A)~" se llama operador resolvente de
A. Ademds, el conjunto g(A) = C\ p(A) se llama espectro de A. Cuando el dominio
de A es denso denotaremos por A’ el operador dual o adjunto de A. Si T € £(X)
representaremos por r.(T") al radio espectral de 7. Finalmente, utilizaremos R para

indicar la imagen de un operador.
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2. Semigrupos fuertemente continuos de operado-
res lineales.

Como hemos mencionado en la introduccién, el concepto fundamental para estu-
diar el problema de Cauccy abstracto es la nocién de semigrupo de operadores. Por
este motivo dedicamos esta seccién a presentar los aspectos esenciales de la teorfa
de semigrupos. La mayorfa de los resultados incluidos se encuentran en Nagel (18] o
Pazy [20].

En esta seccién como también en las siguientes denotaremos por X a un espacio

de Banach, con norma || - ||.

Definicién 2.1 Llamaremos semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales
acotados (abreviado, semigrupo ) en X a una aplicacién T : [0, +00) = L(X) que
satisface las siguientes condiciones:

(a) T(t+s)=T(t)oT(s), para todo t,s > 0;

(b) T(0)=1I;

(c) La funcién t = T(t)z es continua, para cada z € X.

Para relacionar con la seccién anterior observernos que si X un espacio normado de
dimensién finitay A © X = X una aplicacién lineal, entonces 7'(t) :=e*" es un
semigrupo fuertemente continuo. Mds aiin, para cualquier espacio X, si A € £(X)
entonces la exponencial €' es un semigrupo fuertemente continuo.
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Se deduce fécilmente utilizando el Principio del Acc iento Uniforme la sigui-
ente propiedad de acotamiento exponencial.

Proposicién 2.1 Si {T'(t) : t > 0} es un semigrupo ent isten const
M>1 y weR tal que

IT@)l < Me*, t>0. (2.1)
En el resto de esta seccién supondremos que el semigrupo T’y las constantes M y w
verifican la desigualdad anterior. El semigrupo T se llama uniformemente acotado
si es posible escoger w = 0 y contractivo si es posible escoger w =0 y M = 1.
Utilizando la subaditividad de In ||7(t)|| se obtiene un resultado més preciso.
Proposicién 2.2 Si T(:) es un semigrupo, entonces eziste

wo(T) = lim InfiT (Ol IIT'“N.
y =00 < wy(T) < oo. Ademds,

1o(T(t)) = 2", t> 0.

La constante wy(T) determina el comportamiento asintético del semigrupo 7', por
lo que se justifica la siguiente terminologia.

Definicién 2.2 Llamaremos tipo (o constante de crecimiento) del semigrupo T'(-)
a la constante wy(T).

Se deduce de la Proposicién 2.2 que para todo w > w(T') existe una constante M
para la cual se satisface la desigualdad (2.1).

Definicién 2.3 Se llama generador infinitesimal de un semigrupo {T'(t) : t > 0}
al operudor A: D(A) = X definido mediante la expresion

Az =.lfm T(t)z -z
-0+ t

en todos aquellos elementos = € X donde el limite existe.

Algunas propiedades del g dor infinitesimal son las siguientes:

-/




Proposicién 2.3 Sea T(-) un semigrupo en X con generador infinitesimal A
tal que ||T(t)|| < Me“t, ¢t > 0. Entonces:
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(a) El operador A es lineal, cerrado y sw dominio D(A) es denso en X.

(b) Si z € D(A) entonces la funcion T(t)z es continuamente derivable para
>0, T(t)s € D(A) y
LT@—]; = AT(t)z = T(t)Az.
dt
(c) Paratodoz € X yt>0, [{T(s)zds € D(A) y

t
T(t)e —z = A/ T(s)z ds.

0

Ademds, si ¢ € D(A), entonces

T(t)s=z= /ot T(s)Az ds.

(d) Si Re(X) > w entonces A € p(A),

RO\, AJo = / e MT(ods, o€ X
0

M
IR, A)|| < m-

La propiedad (d) establece que R(X, A)z es la transformada de Laplace de T|(:)s.
Usualmente es necesario considerar algunos operadores construidos a partir de A.

El resultado esencial es el siguiente.

Proposicién 2.4 Sea T(-) un semigrupo en X con generador infinitesimal A.

Entonces:

(a) Para todo operador lineal acotado B € L(X), el operador A + B es generador

nfinitesymal de un semigrupo fuertemente continuo de operadores en X.

(b) Para todo X € C, el operador A — Xl es generador infinitesimal del semigrupo

e U T(t).:
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(c) Para todo a > 0, el operador oA es generador infinitesimal del semigrupo T (at).

Como consecuencia de estos dos resultados se obtiene una propiedad que utilizaremos
frecuentemente.

Corolario 2.1 Sea T(-) un semigrupo en X con generador infinitesimal A.
Entonces para todo A € C y todo 3 € X, [ eX=)T(s)zds € D(A), y

T()z — Mz = (A— AD) / " M-I (s)s ds. (2.2)
0

Si T'(t) es un semigrupo fuertemente continuo en X, la aplicacién [0, 00) — L(X"),
t — T(t)" tiene las propiedades algebraicas de un semigrupo en el espacio dual
X' pero, en general, no es fuertemente continua. Sin embargo, esto no ocurre cuan-
do X es un espacio de Banach reflexivo y, en particular, un espacio de Hilbert.
Por su interés en el desarrollo que sigue estableceremos formalmente, aunque sin
demostracién, esta ultima propiedad.

Proposicién 2.5 Sea X un espacio de Hilbert y sea T(-) un semigrupo fuertemente
continuo de operadores lineales en X con generador infinitesimal A. Entonces T ()"
es un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales :n X' con generador
infinitesimal A'.

La Proposicién 2.3 podemos reinterpretarla en términos de ecuaciones diferencia-

les. Llamaremos problema de Cauchy abstracto al problema de valores iniciales

z'(t) = Az(t), t >0, z(0) = o, (2.3)

donde z(t) € X. De la Proposicién 2.3 parte (b), se deduce que si A es el genera-
dor infinitesimal de un semigrupo T'(-) en X y z, € D(A), entonces la funcién
z(t) = T(t)zo es una solucién del problema (2.3). Puede mostrarse también que
esta es la wnica solucién de (2.3).

El problema de la estabilidad asint6tica en espacios de Banach es mas complicado
que en espacios de dimensién finita, ya que en este caso surgen varios conceptos no

equivalentes de estabilidad, los cuales son utilizados a menudo. Los principales de

ellos son los siguientes.
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Definicién 2.4 Un semigrupo T(-) en X se llama:
(a) Uniformemente estable si ||T(t)|| =0, t — +oo.
(b) Fuertemente estable si T(t)z — 0, t— +00, para todo z € X.

(c) Débilmente estable si < &', T(t)z >— 0, t — 400, para todo = € X y todo
Tlie Xl
Se puede verificar ficilmente que (a) = (b) = (c¢) y que todo semigrupo débil-

mente estable es uniformemente acotado. Ademds, estas tres clases de semigrupos

son diferentes, lo que ilustraremos mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1 Sea X el espacio LP(R), 1 < p < oo y T'(¢) el operador definido por
T(6)f(€) = fE+1), feL’(R).

Entonces T es un semigrupo fuertemente continuo en X, conocido como semigrupo
de traslaciones. Ademds, T' es débilmente estable pero no es fuertemente estable. En
efecto, si f € LP(R) entonces ||T(t)f|l, = [|f(€ +t)|l, = || f||, de modo que T(t)f
no converge a cero cuando t — oo. Se deduce también de la igualdad anterior que

||IT'(t)|| = 1, para todo ¢ > 0. Sin embargo, T' es débilmente estable; ya que si g €
X' = LI(R), con ¢ exponente conjugado de p, entonces < T'(t)f,g >— 0, t = oo,
En efecto, es facil verificar que es suficiente mostrar esta propiedad cuando f y g
pertenecen a subconjuntos densos de LP(R) y L(R), respectivamente. Si escogemos
f y g como funciones continuas con soporte compacto, la afirmacién es consecuencia

del teorema de convergencia dominada de Lebesgue.

Ejemplo 2.2 Sea X un espacio de Hilbert separable con base ortonormal {e, : 7 €

N}. Sea (An)n una sucesién de niimeros complejos y definamos el operador A por

)
Az:Z)\"<x,en e

n=1

. "
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en el dominio

n=1

D(A)={z€X:i|)\,,\21<:c,e,,>|2<oo}.

Si sup,en Re(A,) < oo entonces A genera un semigrupo fuertemente continuo T'
definido por

)
9y = Ze’\”‘ Soeni=dent
n=1

Si sup,en Re(An) < 0 entonces T es uniformemente estable. Sin embargo, en el caso
en que cada Re()\,;) <0, n € N, y sup,cy Re()\;) =0 entonces T' es fuertemente
estable pero no uniformemente estable. Por otra parte, si Re()\,) = —0c0, n — o0,
entonces T'(t) es un operador compacto, para t > 0, y si A, son mimeros reales
entonces 7T'(t) es auto-adjunto.

Un caso particular de este ejemplo se obtiene en el espacio X = L%([0,7]) para
el operador A definido por

Af(€) = f"(€)

con dominio
D(A) = {f € L*((0,) : f" € L*([0,x]), f(0) = f(m) = O}.

Es bien conocido que o(A) esta formado por los valores propios de A que son

-n?, n € N, con vectores propios normalizados z.(€) = (2/7)"/?sin (ng). El

conjunto {2z, : n € N} es una base ortonormal de X y si f € D(A) entonces
o

Af =— an < f,2n > 2. De las observaciones previas deducimos que A genera
n=1
un semigrupo compacto, auto-adjunto y uniformemente estable.

Hay numerosos trabajos dedicados a estudiar la estabilidad de semigrupos. En la
mayoria de ellos se busca relacionar algin concepto de estabilidad con una propiedad
espectral del generador infinitesimal del semigrupo. No pretendemos hacer una lista
exhaustiva de referencias. Mencionemos solamente que para aspectos generales puede
consultarse Nagel 18], Pritchard y Zabczyk [21] y van Neerven [19], resultados es-

pecificos para semigrupos positivos se encuentran en Nagel [18], Clement y Heijmans
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[5] y Arendt [1] y para estabilidad fuerte puede consultarse Batty y Phéng [3] y sus
referencias.

En nuestro trabajo estamos especialmente interesados en el concepto de estabi-
lidad uniforme. La siguiente caracterizacién (Datko [7]) es fundamental.
Proposicién 2.6 Sea T(:) un semigrupo en X. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) T es uniformemente estable;

(b) Ewmiste ty > 0 tal que ||T(to)|| < 1;

(¢) wo(T) < 0;

(d) Emisten constantes C > 1 y @ > 0 tal que ||T(t)|| < Ce=, para todo
t>0;

(e) Ewiste p > 1 tal que [;° ||T(t)z||P dt < oo, para todo z € X.

Demostracién. Si T(-) es uniformemente estable, para ¢ suficientemente grande
||IT(#)|| < 1, lo cual muestra (b).

Si suponemos que se verifica la afirmacién (b), utilizando la Proposicién 2.2
podemos escribir

Te(T(to)) = €@t < 1

de lo cual se deriva que wo(T) < 0, de modo que (b) = (c). La afirmacién (c)
=> (d) es consecuencia directa de la definicién de wo(T) y la afirmacién (d) = (e)
es inmediata. Para verificar que (e) = (a), observemos inicialmente que A : X —
I7([0, 00); X), £ — T(-)z, es una aplicacién lineal continua. La linealidad es evidente
y para verificar la continuidad, por el Teorema del gréfico cerrado es suficiente con
mostrar que A es una aplicacién cerrada. Con este objeto supongamos que z, — zy
que A(z,) = f, n = oo. Es claro que A(z,)(t) = A(z)(t), para cada t > 0y, de las
propiedades de los espacios L” se deduce que existe una subsucesién (2, )x tal que
A(n,) converge puntualmente c.t.p. a f. Se concluye de esto que A(z)(2) = £(2),

c.t.p. En consecuencia,

[IA]l = sup </0°°|[T(t)z||” dt> ‘ < 0.

ll=ll<1
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Mostremos a continuacién que el semigrupo T es uniformemente acotado. Observe-
mos previamente que si Cj es una constante positiva tal que ||T(u)|| < C, 0<u <1
y ||IT(t)z|| = @ > 0, entonces

a=[T)a] = |T@T( - w)z|| < T - wal]

de modo que ||7'(t — w)z|| > a/C;. Si suponemos que T no es acotado existirfa una
sucesién creciente no acotada t, tal que ||T'(Z,)|| > n. Por la definicién de norma de
operadores se deduce que existen @, € X, ||z,|| =1, tal que ||T(t,)za]| 27 y
tn 1/p )
> ([ Ireras) > &
lo cual contradice el resultado previo. Se deduce de esto que T es uniformemen-
te acotado, es decir existe una constante C > 0 tal que ||T'(u)|| < C, para todo
u > 0. Procediendo como en la observcién inicial se deduce que para cada t > 0 y
z € X se verifica que ||T(u)z|| > ||T(t)z||/C, para todo 0 < u < t. Si T no fuese
uniformemente estable existiria € > 0 y una sucesién creciente no acotada t, tal
que ||T(ts)|| > . Por la definicién de norma de operadores se deduce que existen
Tn € X, ||zall =1, tal que [|T(ta)znll 2 € ¥

tn 1/p
a2 ([ iremleas) > Sue

lo cual nuevamente contradice la continuidad de A. ]

Veremos posteriormente que este resultado puede generalizarse para incluir fa-
milias de semigrupos.

Esta caracterizacién tiene el inconveniente que requiere estimar el tipo del semi-
grupo pero usualmente solo se tiene informacién sobre el generador infinitesimal A.
Comparando con el desarrollo efectuado para matrices esperamos poder relacionar

la estabilidad del semigrupo con el espectro de A. Con este objeto definimos la
constante espectral

5(A) :=sup{Re(\) : A€ a(A)}.




De la Proposicién 2.3(d) se deduce que s(A) < wo(T). Si, tal como ocurre para
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la matriz exponencial, se mantuviera la igualdad s(A) = wy(T) entonces para
concluir la estabilidad uniforme del semigrupo 7' bastaria verificar que s(A) < 0.
Sin embargo, la igualdad anterior no es vilida en general para semigrupos (Zabczyk
[26]). Esto llevé a Triggiani [23] a introducir la siguiente clase de semigrupos.

Definicién 2.5 Diremos que un semigrupo T(-) con generador infinitesimal A ver-

ifica la Condicién de Crecimiento Espectral Determinado (SDGA) si vale la igualdad

$(A) = wo(T). (2.4)

Una condicién suficiente para que se verifique (2.4) es la igualdad espectral

a(T(t)) \ {0} = ezp(ta(4)), t >0, (2.5)

la cual serd estudiada cuidadosamente en la seccién siguiente. Para justificar que los
resultados que estableceremos no se verifican en general presentemos inicialmente el

ejemplo de Zabczyk.

Ejemplo 2.3 Para cada n € N, sea A, la matriz nilpotente de n x n definida por

@0 ses )
@ @ it [ 0
A= 0 0
0 i
00 0 0

Sea H el espacio formado por las sucesiones & = (z,)n, con z, € C*, y tal que

= 1/2
llell = (leznllz) < 0.
n=1

Entonces H dotado con la norma || - || es un espacio de Hilbert. Sea 7'(¢) el operador
definido por

T(t)z =(elletntmn) a0}

Como [|4nll = 1, para n > 2, cada matriz exponencial tiene norma leAnt|| < et

. \P



T\

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE SEMIGRUPOS 367

Se deduce de esto que T(-) es un semigrupo fuertemente continuo en H tal que

|7l < €t. Por otra parte, si denotamos w, = \/_(1, 1,---,1)T entonces

(1) llwn|| = 1, para todo n € N;

(1) |letAray, — etug|| = 0, n — oo.

En efecto, utilizando que A, es nilpotente obtenemos

1
=T
A Tk
i \/_ﬁg Fi i
1
el
Tl
1 1 il k=0 k!
il -1 0 il n=2 4k
Vn il (n—1)! N = il
1 0 0 S
1

En consecuencia,

He”‘"u,.—e‘u,.“ L SEhiSIn,

|
A
S
—_—
- 3
i
P
mh
|
-
M-
i
4
=| %
S
2
e
=
S

IN
Si=
—
N
ol
Tl
e
=
_t

IA
=
)

lo que muestra la afirmacién.




Por lo tanto, escogiendo & = (zx)k, Tn = U ¥ Zx = 0, k # n, se obtiene
IT@)ell = [le*tunl]
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Ant

v

lle‘unl| = [le~*un — e‘unl|

> et — %e".
Por lo tanto ||T(t)|| =€* y wo(T)=1.

Por otra parte, el generador infinitesimal de T es el operador A definido por
Az = ((inI + Ap)zy)n en el dominio D(A) = {z = (za)n € H : Y o2, [|(ind +
Ap)zy|[? < oo}

Si A € C, Re(\) > 0, lamatriz Al —inl — A, = (A —1in)l — A, tiene inversa y

como A, es nilpotente

(A = im)] — 40) Y < ﬁ S 5

Se deduce de esto que el operador \I — A tiene inversa continua definida por
R(\ A) = (A —in — Ap)™"),. Por consiguiente, o(A) estd contenido en {A €
C : Re(\) < 0} y la constante espectral s(A) = 0. Asi, en este caso no se verifica
(2.4) ni (2.5).

Modificando levemente la construccién utilizada en este ejemplo puede definirse
un semigrupo para el cual s(A) y wy(T') tengan valores preestablecidos.

Afortunadamente la mayoria de los semigrupos que surgen en las aplicaciones
verifican SDGA. Tanto para precisar un poco esta afirmacién como para nuestros

objetivos futuros, introduciremos algunas clases particulares de semigrupos.
Definicién 2.6 Sea T' un semigrupo fuertemente continuo en X.

(a) El semigrupo T se llama uniformemente continuo para t > a si la funcién T'(-)

es continua en la norma de operadores para t > a.

(b) El semigrupo T se llama compacto para t > a si los operadores T(t), t > a,

son compactos y T se llama compacto si lo es para t > 0.

(A
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Es fécil verificar que todo semigrupo compacto parat > a es uniformemente continuo
para t > a. De manera similar, los semigrupos diferenciables, en particular los
holomorfos, son uniformemente continuos para algin a > 0. En la seccién siguiente
mostraremos que todos estos semigrupos verifican la igualdad espectral (2.5) y por
tanto verifican la condicién SDGA.

Los semigrupos compactos tienen propiedades adicionales muy importantes en

relacién con la estabilidad. A continuacién mencionamos algunas de ellas.

Proposicién 2.7 Sea T un semigrupo compacto con generador infinitesimal A. En-
tonces se verifican las siguientes propiedades:

(a) El operador R(X, A) es compacto, para todo A € p(A).
(b) El espectro de A comsiste sdlo de valores propios de A.

(c) SiT es débilmente estable entonces T es uniformemente estable.

Demostracién. Sélo mostraremos (c). Sabemos que T'(-) es uniformemente acotado.
Por lo tanto existe C' > 0 tal que ||T'(t)|| < C, para todo ¢ > 0. Mostremos en primer
término que T(-) es fuertemente estable. Para cada a > 0 el operador T'(a) es com-
pacto de lo cual se deduce que T'(a)’ también lo es. Por consiguiente, para cada

€ > 0, existen z} € X', ||z|| =1, 4 = 1,---,n, para los cuales se verifica la
siguiente propiedad: para cada ' € X', ||z'|| = 1, existe un indice s tal que
||IT(a)'s" — T(a)'z}|| < &. Como

IT®T@sall = sup | < TOT(@)a,a’ > |

ll=ll< L

sup | < T(t)z, T(a)'z" > |
A

< |IS’LIIIEI‘ < T(t)e, T(a)'s' = T(a)'z} > | + | < T@t)T(a)z,z; > |
/1<
< Ce + | < T@)T(a)z,z) > |
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se deduce que T'(t)z — 0, t — oo. Andlogamente se muestra que T'(t) = 0, ¢t — oo.
|
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3. Teoremas espectrales.

En la seccién anterior hemos visto que existe una fuerte relacién entre el com-
portamiento asintético de un semigrupo y el espectro de su generador infinitesimal.
En esta seccién estableceremos los principales resultados que relacionan el espectro
de un semigrupo y el de su generador infinitesimal. La mayoria de estos resultados
se expresan en la forma de una inclusién espectral la cual, con hipétesis apropiadas,
puede conducir a una igualdad espectral. En todos estos enunciados entenderemos
que T'(:) es un semigrupo con generador infinitesimal A. El resultado basico es el
siguiente.

Teorema 3.1 Para todot > 0,
exp(to(A)) C o(T(t)).
Demostracién. Para A € C denotamos por B, el operador definido por
Bz = /Ot AT (s)zds, z € X. (3.1)

Entonces B, es un operador lineal acotado y utilizando el Corolario 2.1 sabemos
que
T(t)z — eMz = (A — M)Byz,

para todo z € X. Ademds, By conmuta con A—AI. Sisuponemos que e ¢ o(7'(t)),
de (3.1) obtenemos que (A — AI)B, tiene inversa, de lo cual se deduce que A — A\I
también es invertible y A € p(4). n

Del ejemplo de Zabezyk se deduce que la inclusién opuesta es falsa en general.
Motivado por su interés en otros problemas, en el espectro de un operador se acos-
tumbra distinguir partes notables. A continuacién estudiaremos algunas de ellas,

para las cuales es posible establecer una inclusién espectral similar a la anterior e

(TR
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inclusive, en ciertos casos, una igualdad espectral. En las definiciones que siguen
siempre supondremos que A es un operador lineal cerrado con dominio D(A) denso
en un espacio de Banach.

Una primera clasificacién de partes del espectro de A estd constituida por el
espectro puntual, el espectro residual y el espectro continuo de A, denotados por
a,(A), 0(A) y 0.(A), respectivamente. El espectro puntual es el conjunto de valores
propios de A; el espectro residual de A es el conjunto formado por los elementos
) € C tal que AI — A es monomorfismo y R(AI — A) no es denso en X y, el espectro
continuo de A es el conjunto formado por los nimeros A € o(A) tal que A — A es
monomorfismo y R(AI — A) es denso en X. Es claro que esta descomposicién induce
una particién de (A).

Teorema 3.2 Para todot > 0,

exp(tay(4)) € o,(T (1)) C expltay(4) U {0}.

Demostracién. De (2.2) se deduce que si z € D(4) y (A — M)z =0 entonces
T(t)z — ez = 0, lo cual muestra la primera inclusién.

Supongamos ahora que p € a,(T(t)) \ {0}. Entonces existe A € C tal que
1= e, Sea z # 0 vector propio con respecto a py «' € X' tal que < z,2’ ># 0.
Es inmediato que la funcién f(s) = e"T(s)z es periédica con perfodo ¢. Del
desarrollo en serie de Fourier de la funcién < f(-),z' > en el intervalo [0,7] se

obtiene que existe un entero n tal que

t
W= / e M (s)z ds # 0-
0

2r
Por el Corolario 2.1 podemos afirmar que y € D(A) ¥, " ¢= oAt el R

t g
Ttz —ez = (A— aI)/ (o= T(s)z ds
0
= e*(A-al)y
0!

. )



lo cual implica que a es valor propio de A con vector propio y. Como u = e* esto
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completa la demostracion. n
Un resultado similar se verifica para el espectro residual.

Teorema 3.3 Para todot > 0,

ezp(tor(A)) C 0:(T (t)) U o5(T(2)) (32)

or(T(t)) S ezp(tor(A4)) U {0} (3.3)

Demostracién. Para demostrar (3.2) consideremos A € 0,(4) y sea p = . Uti-

lizando (2.2) sabemos que

t
T(t)z — ez = (A = M) / =97 (s)z ds,
0

para todo z € X, lo cual muestra que el subespacio R(T'(t) — pI) € R(A — AI) no
es denso. Si suponemos que u ¢ o,(T'(t)) entonces p € o, (T(t))-

Para demostrar (3.3), supongamos que u € o.(T(t)) \ {0}. Entonces existe
A € C tal que u = e*. Definamos aj = A + e algin o € 0,(A) aplicando
el Teorema 3.2 se deduce que p = e** € g,(T(t)) lo que es contrario a nuestra
hipétesis. Por lo tanto, sélo falta mostrar que no todos los nimeros oy € gc(A) U
p(A). El espacio Z = R(T(t) — uI) no es denso en X y por tanto existe 0 # ' €
X' tal que < 2,2' >= 0, para todo z € Z. Utilizando (2.2) y la notacién (3.1)

podemos escribir que

T(8)z — pz = By, (A — apl)s,

cuando @ € D(A).
Si suponemos que i € gc(A) U p(A) entonces R(A — axl) es denso en X
y como B, es continuo se deduce que R(Bo,) C Z. Para z € D(A) definimos la

funcién f(s) =< e *T(s)z,z’ >. Del desarrollo en serie de Fourier de la funcién

(T




COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE SEMIGRUPOS 373

f() en el intervalo [0, 2] se obtiene que
00

fla) = Z (% /‘ < eMT(u)g,z' > e~ Fke du) eieke
0

k=-o00

RV iz
= ;e Z & IBY i S

k=—00
= (0,

para todo 0 < s < t. Haciendo s — 0% en la expresién anterior se obtiene que
< z,z' >= 0. Como esta propiedad se verifica para todo z € D(A) y D(A) es denso
en X resulta que o' = 0, lo cual es absurdo. En consecuencia debe existir n € Z tal

que oy ¢ 0c(A) U p(A), lo cual completa la demostracion. |

Una demotracién diferente de esta propiedad puede efectuarse utilizando el con-
cepto de semigrupo dual ([19]).

En relacién con el espectro continuo solo puede establecerse la siguiente inclusién.
Teorema 3.4 Para todo t > 0,
eap(toe(4)) C 0o(T(1)) U ezp(toy(4)) U eapltor (A)). (34)

Demostracién. Del Teorema 3.1 se deduce que si A € o.(A) entonces p =
e € o(T(t)). Si suponemos que u € 0,(T'(t)) Uo.(T(t)) aplicando los resultados
precedentes obtenemos que u € exp(to,(A)) U ezp(to, (A)). |

Tanto para evitar las inclusiones algo complicadas que hemos presentado en
los resultados previos como por su relevancia en algunas aplicaciones, se utilizan

también otras partes notables del espectro de un operador. Introduciremos sélo dos
de estas partes.

Definicién 3.1 Se llama espectro puntual aprozimado de A, que denotaremos oqy(A),
al conjunto formado por los mimeros complejos A € a(A) para los cuales eziste una

sucesion (zn)n con ||zn|| = 1, z, € D(A) y tal que limy 0 ||ATn — Azpl| = 0. En

T



este caso la sucesion (Tn)n se llama vector propio aprozimado de A con respecto a
A
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El siguiente resultado establece las propiedades bésicas del espectro puntual

aproximado.

Proposicién 3.1 Se verifican las siguientes propiedades:
(a) 0p(A) C 0ap(4);

(b) Fr(a(A)) C gup(4);

(¢) gap(A) = 0p(A) U {A € C: R(M — A) no es cerrado };
(d) o(A) = 0.(A) Uag(A).

Demostracién. La afirmacién (a) es evidente. Para mostrar (b), consideremos A €
Fr(o(A)). Se deduce que existe una sucesién (A,), en p(A) que converge a A. Ob-
servemos en primer término que ||R(A,, 4)|| = oo, cuando n — co. En efecto, si
no fuese asi, de la descomposicién

M-A = A=) + M\I-4A
Ml = A + (A= A)R(An, A)]

y de la serie de Neuman obtenemos que A € p(A). Por lo tanto, existen vectores
Yo con [lyn]l = 1, n € N, tal que |[|[R(As, A)ynll = 00, n — oco. Si definimos
T = R(Any A)Yn ¥ Un = n/||zn|| entonces u, € D(A), [lual|=1 y

Yn
Ay, — X A=A\ = —
Up = Nty + n)Un Tzl
lo cual implica que Aup, — M, = 0, n — 00, y esto a su vez que A € g,,(4). La

demostraciones de (c) y (d) son similares a la anterior, por lo cual las omitiremos.

La inclusién espectral asociada al espectro puntual aproximado es la siguiente.

[T
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Teorema 3.5 Para todot >0,

exp(taap(A)) C aap(T (1)) (3:5)

Demostracién. Sea A € gqp(A). De la definicién se deduce que existen vectores z,
con ||zn|| =1 tal que ||Az, — Azyn|| = 0, n — oco. Utilizando (2.2) obtenemos que

t
T(t)zn — ez, = / =IT(5)(Az, — Az,)ds = 0, n — o0,
0

lo cual completa la demostracién. n

Un concepto muy util en aplicaciones es el de espectro esencial. En la literatu-
ra se encuentran varias nociones distintas de espectro esencial. Nos limitaremos a

presentar s6lo una de ellas, conocido como espectro esencial en sentido de Browder.

Definicién 3.2 Sea A un operador lineal cerrado con dominio denso. El espectro
esencial de A, denotado por 0.4(A), es el conjunto formado por los A € C que

verifican alguna de las siguientes condiciones:
(a) El subespacio R(M\ — A) no es cerrado;
(b) El subespacio U Ker(A — A)¥ tiene dimension infinita;
(c) A es un punto de acumulacion del espectro de A.

El espacio M, (A) = U, Ker(AI — A)¥ se llama espacio de vectores propios gene-
ralizados con respecto a A. De la condicién (a) se deduce que o.(A) C 0,4(A). La
propiedad fundamental del espectro esencial es que no cambia al perturbar el ope-
rador con un operador compacto. Especificamente, se verifica el siguiente resultado

([22)).

Proposicién 3.2 Sea A un operador lineal cerrado con dominio denso y sea B un

operador lineal compacto. Entonces ess(A) = 0ess(A+ B).

La inclusién espectral para el espectro esencial es la siguiente:
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Teorema 3.6 Para todot >0,

exp(toeu(A)) c Up(T(t)) U Ueas(T(t)) (3~6)

eM € o(T(t)). Supongamos que

Demostracién. Si A € 0ess(A) entonces p =
w ¢ op(T(t)). De acuerdo a la definicién de espectro esencial analizaremos tres
posibilidades: 1

(i) Si R(A—AI) no es un subespacio cerrado entonces R(T'(t)—pl) no es cerrado.
En efecto, supongamos que Y = R(T(t) — ul) es cerrado y que Az, — Az, = ¥,
cuando n — oc. De (2.2) obtenemos que

T(t)z, — pa, = /te*“")T(s)(Az,. — Az,) ds
0
converge a z = [} eA¢=T(s)yds € Y. Aplicando el teorema de la inversa continua
de Banach al operador T'(t) — ul : X — Y se deduce que la sucesién (z,)n es
también convergente. Si z es el limite de esta sucesién, como A es un operador lineal
cerrado, z € D(A) y Az — Az = y, lo cual implica que y € R(A — AI). En
consecuencia R(A — AI) es cerrado, lo que es contrario a nuestra hipétesis.

(ii) Si dimM,(A) = oo entonces dimM,(T(t)) = oo. En efecto, volviendo a
utilizar (2.2) es claro que Ker(A — M) C Ker(T(t) — ul) y, procediendo inducti-
vamente se obtiene que Ker(A — M )¥ C Ker(T(t) — pl)*, para todo k € N. En
consecuencia M, (A) C M,(T(t)).

(i) Si A es un punto de acumulacién de o(A) entonces existe una sucesién
(A)ns An # A, en a(A) que converge a A. Por lo tanto p, = e** € o(T(t)) y
fn — i, n — 0o. Como, al menos para n suficientemente grande, ji, # p podemos
afirmar que p es un punto de acumulacién de o(7'(2)). [}

Con el desarrollo anterior hemos conseguido obtener inclusiones espectrales. Re-
tornando a nuestro objetivo inicial de establecer la igualdad espectral (2.5) deseamos
estudiar algunas situaciones especiales en las cuales puede caracterizarse p(7T'(t)).

Para presentar estos resultados necesitamos algunos conceptos y propiedades adi-

(T

cionales sobre convergencia de series de Fourier.
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o
Una serie Z T, es Cesaro sumable a z, lo que denotaremos (C, 1) 2> _ @, =
n=—o0

z, si lim o, =z, donde
n—roo
1 k=
== 5 (3.7)
k=0
i=k

son llamados promedios de Cesaro y si = Z z; es la k-ésima suma parcial.
i=—k
Es bien conocido que toda serie convergente es Cesaro sumable. Utilizaremos

también la siguiente propiedad bésica de este concepto de sumabilidad.

Lema 3.1 Sean z, € X, n € Z tal que (C,1) > > < zn,7' > eziste para cada

n=—oc

o € X'. Bntonces A : X" — € defimido por’ Az’ = (C,1) T2 _ | < @, 0 > les

n=—

una forma lineal continua.

Demostracién. Si oy, son los promedios de Cesaro definidos por (3.7), del Principio
del Acotamiento Uniforme se deduce que M = sup,en ||on|| < co y por lo tanto
B
1) 3 <amd' > | =] lim <owa' > | < M,
n=—o00

para cada z' € X'. n

En relacién con este concepto, si f : S' — X es una funcién integrable, s,(f,2)
denotan las sumas parciales de su serie de Fourier en z € S''y 0a(f,2) son

los promedios de Ceséro correspondientes, utilizaremos la siguiente versién de un
teorema de Lebesgue.
Si para zp € S' existe
ih 2oe=ih
B f(20€™) + f(z0e™™)
h—0+ 2

entonces on(f,20) = L, n — co.

En el resultado que sigue establecemos una caracterizacién del conjunto resol-

vente de 7'(t). Para simplificar las afirmaciones observemos previamente que por la




Proposicién 2.4 si A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente con-
tinuo 7'(-) entonces el operador aA — BI , con @ > 0, es el generador infinitesimal
de un semigrupo fuertemente continuo S(-) tal que S(t) = e=P*T'(at). Si para t >0
escogemos @ = t/2r y B = A/2m se deduce que 1 € p(S(2m)) si, y solamente
si, e € p(T(t)). Es decir, para caracterizar p(T'(t)) es suficiente con caracterizar

la inclusién 1 € p(T'(27)).
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Por otra parte, si ik € p(4), k € Z, de (2.2) se deduce que para cada k € Z el
operador lineal @) definido a través de las expresiones

= Lpa AT =L [ et % (@
Q= SR AT -TCn) = 5 [ e®T(e)ads, seX, (8

es acotado y @z representa el k-ésimo coeficiente del desarrollo en serie de Fourier
de la funcién T(-)z en el intervalo [0, 2r]. Por la observacién precedente aplicada a
la funcién f(e) = T(6)z, 0 < § < 27, podemos afirmar que

Ey (e 2+ T(em))a. (3.9)

k=—o00

El siguiente resultado se conoce como teorema de Greiner.

Teorema 3.7 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) 1 € p(T(2n));
(b) iZ C p(A) y >pe_o R(ik, A)z es Cesiro sumable para todo © € X;

(c) iZ C p(A) y Ypo_. <&, R(ik, A)z > es Cesaro sumable para todo z € X y
todo ' € X'

Demostracién. Si suponemos que 1 € p(T(27)) aplicando el Teorema 3.1 deduci-
mos que iZ C p(A) y utilizando (3.8) obtenemos la resolvente

R(ik, A) = 2n(I — T(27))"' Q.
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Sustituyendo en (3.9) obtenemos que
00
(C,1) Y R(ik, A)z = n(I - T(2m))~'(I + T(2m))a.
k=—o00

lo que muestra (b). La afirmacién (b) = (c) es inmediata.

Para mostrar que (c) = (b), observemos que por el Lema 3.1 para cada z € X
existe A, € X" tal que Ag(z') = (C,1) Y32 _ < o', R(ik, A)z >, para todo
g’ € X'. Del Principio del Acotamiento Uniforme se deduce que el operador A :
X — X" definido por A(z) = A, es lineal y acotado.

Denotemos por Y el espacio R(I — T'(2m)). Como todo y € Y se representa en
la forma y = (I — T(27))z, se deduce de (3.9) que A, = (I + T(2m))z € X. Por
otra parte, volviendo a utilizar (3.9) podemos mostrar que Y es denso en X.

En efecto, si 2’ € X'NY™", esdecir (I —T(2m))'s’ =0, entonces
0 Ag (I = T(2m))'z")

= (@) < (I - T(2))'', R(ik, A)x >

i []8

&
I

00

s

= (G, 1)
k:

< a', R(ik, A)(I — T(2m))z >

]

=
0o

= (G 1) Y, <o,Qiz>
k=—~o0

o0

= om< ol (G 1) Z Qrz >

k=—-o00

=" <, (- T(2m))z >,

para todo z € X. Por lo tanto, (I +7T'(27))'z' =0, de lo cual se deduce que z’ =0,
lo que a su vez muestra la afirmacién. Finalmente, si z € X y escogemos una
sucesién (yn)n en Y que converge a z, entonces, por nuestras afirmaciones previas,
A(z) = limps0 A(yn) € X ¥y (C,1) Xope_ R(ik, A)z = A(z).
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Verifiquemos finalmente que (b) = (a). Procediendo como en la parte anterior,
Az) = (C,1) Y32 R(ik,A)z define un operador lineal acotado de X en X.
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Utilizando (3.9) obtenemos
il 1
5o = T(2m)) = 5(I +T(2m)
de lo que se deduce
(A+7I)(I —T(2rm)) = 2nl.

Como A y T(27) conmutan, resulta que I — T'(27) tiene inversa acotada. L}

El siguiente corolario establece que las condiciones de sumabilidad en sentido de
Cesaro en el teorema anterior pueden sustituirse por condiciones de acotamiento de

la resolvente.

Corolario 3.1 Si se verifican las condiciones:
(a) 1Z C p(A) y supyez | R(ik, A)|| < oo;

(b) Eziste w > wo(T) tal que

3 IBw + ik, A)z|)* < 00, @ € X,

k=-00

=
> IR + ik, A)a'|[? < 00, 3" € X',

k=-o00
entonces 1 € p(T'(2m)).

Demostracién. Por la Proposicién 1.2 podemos afirmar que €™ > r,(T(2r))
por lo cual e € p(T(27)). El semigrupo S(t) = e “*T(t) tiene genera-
dor infinitesimal A — wl y 1 € p(S(27)). Del Teorema 3.7 se deduce que

(C,1) Z R(w + ik, A)z existe, para todo z € X.

k=-00
Por otra parte, de la ecuacién de las resolventes

R(ik, A) — R(w + ik, A) = wR(w + ik, A)R(ik, A)

.. "
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vy de las hipétesis (a) y (b) se obtiene que
00
>~ [IRGk, A)z|? < 00, z € X,
k=—-o00

y de la desigua.ldaci de Cauchy-Schwarz se obtiene que la serie

00
> < R(w+ik, A')d, R(ik, A)z >

k=-00
es absolutamente convergente, para todo z € X, z' € X'. Volviendo a utilizar la

ecuacién de las resolventes, obtenemos

(G.1) Y <2, R(k,A)z> = (C,1) S <, R(w + ik, A)z >

k=-00 k=-oc0

oo
+w Y < R(w+ik,A)', R(ik, A)z >

k=-o00
existe y aplicando el Teorema 3.7 obtenemos la afirmacién. n

Cuando X es un espacio de Hilbert el enunciado puede simplificarse més atin. El
siguiente resultado se conoce como teorema de Gearhart.

Corolario 3.2 §i X es un espacio de Hilbert, las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

(a) 1€ p(T(2m));
(b) 1Z C p(A) y supyey || R(ik, A)|| < co.
Demostracién. Para demostrar que (a) = (b) observemos que de la inclusién

espectral establecida en el Teorema 3.1 obtenemos que iZ C p(A). Ademds, de
(2.2) sigue que

R(ik, A)z = (I - T(27))™" Ahe_i“’T(s)z ds, z € X,

y de esta expresi6n es evidente que supkez | R(ik, A)|| < 0.
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Supongamos ahora que se verifica (b). Para w > wg(T) procedemos como en
la demostracién del Corolario anterior y definimos el semigrupo S(t) = e™“*T(t).
Aplicando la férmula (2.2) al semigrupo S obtenemos que

2r
R(w + ik, A)z = (I - e‘z”“’T(21r))'1/ e *e s T(s)z ds
)

de modo que, excepto por un operador independiente de k, R(w + ik, A)z son
los coeficientes de Fourier de S(s)z, 0 < s < 2r. De la férmula de Parseval se
obtiene que Y727 ||R(w + ik, A)z||* < co. Utilizando este mismo argumento con
el semigrupo dual 7'(t)' se obtiene que también Y5 [|R(w + ik, A')2'[|* < 00
de modo que la afirmacién (a) se obtiene del Corolario 3.1. n

Este resultado nos permite caracterizar el espectro de T'(t).

Corolario 3.3 Si X es un espacio de Hilbert, entonces
a(T@))\ {0} = {e*: =r+ i277rlc € a(A), para algin k € Z,
o sup ||R(A, A)|| = oo}, > 0.
kez

Demostracién. Caracterizar los elementos e* que pertenecen al espectro de T'(t)
es equivalente a caracterizar la inclusién 1 € ¢(S(27)), donde S es el semigrupo
definido por S(u) = e‘*f'-?"T(%u)‘ La afirmacién es ahora consecuencia directa del
corolario precedente aplicado al semigrupo S. n

El teorema de Gearhart ha sido generalizado por Latushkin y Montgomery-
Smith ([16]) a espacios de Banach arbitrarios mediante el concepto de semigrupo
de evolucién en espacios de funciones. A continuacién presentamos algunos de estos
resultados.

Sea T'(-) un semigrupo fuertemente continuo con generador infinitesimal A en el
espacio de Banach X. Sea F cualquiera de los espacios L*([0,2x]; X), 1 < p < o0.
Se define S(t) en F por

[S@®F1€) =T (&) f ([ - 1), €€ [0,2n],

. "
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donde f([¢ —t]) representa el valor de f en £ — ¢, médulo 27.

La aplicacién S(-) es un semigrupo fuertemente continuo y ha sido llamado se-
migrupo de evolucién por Latushkin y Montgomery-Smith. Si denotamos por B su
generador infinitesimal y Lj representa el operador multiplicacién por e*¢, k €
Z, en F entonces BLy = Lg(B — ikI). Se deduce de esto que si ik € o(B)
entonces también 0 € o(B). Una propiedad fundamental del operador B se establece
a continuacién sin demostracién ([16]).

Lema 3.2 Si 1 € 0,,(T'(27)) entonces 0 € ggp(B).

Se deduce de esta propiedad el siguiente resultado.

Lema 3.3 Las siguientes condiciones son equivalent
(a) 1€ p(T(2m));

(b) 1 € p(S(2m));

(c) 0€ p(B).

Demostracién. Para mostrar que (a) = (b) observamos que
S(2m)f(€) = T(2m)f (&), & € [0,2n]. (3.10)

Por lo tanto, si 1 € p(T'(2m)) el operador de multiplicacién en F' por (I —T'(2r))~"
muestra que 1 € p(S(27)). La afirmacién (b) = (c) es consecuencia directa del
Teorema 3.1. Pare demostrar que (c) = (a), supongamos que 1 € o(T'(27)). Como
por el lema anterior 1 ¢ 0,,(T(27)) s6lo queda la posibilidad que 1 € 0,.(T(27)).
En este caso, de (3.10) se deduce que 1 € o.(S(27)) vy, aplicando el Teorema 3.3
obtenemos que existe ik € o,(B), k € Z. Por la observacién previa podemos
afirmar que 0 € o(B), lo que completa la demostracién. | |

Estamos en condiciones de establecer el teorema de Latushkin y Montgomery-

Smith. En este enunciado || ||, indica la norma en F.




Teorema 3.8 Sea T'(-) un semigrupo fuertemente continuo con generador infinite-
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Tond,

simal A en un espacio de Banach X. Las siguient dici son equi

(a) 1€ p(T(2m));
(b) iZ C p(A) y emiste una constante C > 0 tal que

n n
1" R(ik, A) e mill, < O Y e¥eal, (3.11)
k=1 k=1
paratodon ENy zx € X, k=1,.- ,m.

Demostracién. Observemos inicialmente que si iZ C p(A) y zx € X, las funcio-
n n

nes f(€) =D _ Rk, A)zie™ y g(¢) = = ) ze™ satisfacen
k=1

k=1

S@)fE) = S@) (i R(ik, A) e"'°5>

k=1

= > T()R(k, A) oy e*E1
k=1
de lo que se deduce Bf = g.

Para mostrar que (a) = (b), si 1 € p(T'(27)) entonces del Teorema 3.1 sabemos
que Z C p(A) y utilizando la implicacién (a) = (c) del lema previo obtenemos
que B tiene inversa acotada. Si definimos C = ||B~!|| , para las funciones f y g
consideradas inicialmente se verifica que f = B~'g y por lo tanto ||f||, < Cllgllp
lo que establece (3.11).

Supongamos ahora que se verifica (b). Mostremos en primer término que 0 ¢
a“,,(B). En efecto, el conjunto formado por las funciones de tipo g es denso en F,
de lo cual se deduce que el conjunto formado por las funciones de tipo f también
es denso en F. De (3.11) obtenemos que ||Bf|, = ||lgll, > C"||f|l, ¥, usando la
densidad de las funciones de tipo f podemos afirmar que |[Bull, > C~!||u||,, para
todo u € D(B). Una consecuencia inmediata de esta propiedad es que 0 ¢ gap(B)-

. ¥
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Si suponemos que 1 € o(T(2m)) = 0,(T(27)) U 04p(T'(27)) se presentan las
posibilidades 1 € g4y(T(27)) 0 1 € 0,(T(2x)). En el primer caso, por el lema
previo, 0 € 04p(B) lo que contradice la observacién precedente. En el segundo
caso, por el Teorema 3.3 existe k € Z tal que ik € 0,(A) lo que es contrario a la
hipétesis. n

Para demostrar el Teorema Espectral para semigrupos necesitamos establecer
las propiedades esenciales de una técnica general para convertir vectores propios
aproximados en vectores propios, lo que se consigue extendiendo los operadores a
espacios de sucesiones.

Sea T'(t) un semigrupo fuertemente continuo en el espacio de Banach X. De-
notaremos por £*(X) el espacio formado por las sucesiones acotadas (z,), en X

dotado con la norma
[[(@n)nll = sup ||za |-
neN

Sea £2(X) el subespacio de £°(X) formado por las sucesiones (zn)n tal que las
funciones T(+)z,, n € N, son equicontinuas. Si ¢o(X) es el espacio de las sucesiones
en X que convergen a cero, es fcil verificar que co(X) C £5°(X). Denotaremos por
Z";‘;(X ) el espacio cociente £°(X)/co(X) y por 7 a la aplicaciCa cociente respectiva.
La clase de equivalencia m(z,), la representaremos por .

El siguiente resultado resume algunas propiedades de esta construccién:
Proposicién 3.3 En las condiciones precedentes:
(i) £2°(X) es un subespacio cerrado de £*°(X);

(ii) El operador f(t) LR(X) = 62(X), T(t)(zn)n = (T(t)zn)n es un semigrupo

fuertemente continuo con generador infinitesimal A definido por

A(zn)n = (Azo)n
en el dominio

D(A) = {(zn)n € £(X) : 70 € D(A), (Azn)n € £2(X)}.




(iii) La aplicacién T(t) : &2(X) — ZST’(X ) inducida en el cociente por T(t) define
un semigrupo fuertemente continuo cuyo generador infinitesimal Aesel ope-
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rador definido por
An(@n)n = n(Azn)a

en el dominio

D(A) = {z € B(X) : & = m(wn)n, (zn)n € D(A)}.

(iv) op(A) C 00p(A);

(v) Si T(-) es un semigrupo uniformemente continuo en (a,00), a > 0,
entonces aap(T(1)) \ {0} C 0,(T(®)), ¢ > 0.

Demostracién. Sélo demostraremos las dos ltimas propiedades.

(iv) Observemos inicialmente que si 0 # & € l/o‘;(X) , para cada 0 < e < ||z
existe una subsucesion (u)x de (z,), tal que ||ux|| > ||&]| — €. En efecto, si no
fuese asf existirfia N € N tal que ||z,|| < ||2|| — €, para todo n > N. En este caso
Y= (21,82, ,2N-1,0,0,- ) € co(X) y [18]] < [lz—yll = supp>n [|zall < [|2]] =€,
lo cual es absurdo.

Si e a,,(Z) existe 0# & € D(/T) tal que A% = A\z. Podemos suponer que
||&]] > 1 y, utilizando la observacién precedente, que cada ||z,|| > 1. Aplicando las
definiciones, obtenemos que m(Az,)n = m(ATn)n. Se deduce de esta igualdad
que Az, — Az, = 0, n — 00, lo cual muestra que A € g,y (A).

(v) Sea 0 # p € 0ap(T'(t)). Por la Definicién 3.1, existe una sucesién (2n)n, [|2al| =
1, tal que T'(t)z, — pzn — 0, n — oo. De la definicién de convergencia y procedi-
endo inductivamente puede mostrarse que para cada k € N existe Ny € N tal que

k
|T'(kt)zn | > (%‘1) , para todo n > Ni. Escogemos k tal que kt > a y definimos
la sucesién u, = T'(kt)z,. Claramente u € £°(X) y como

(T (R)tn — n|| = || (T (Kt + h) = T(kt)) za]| = 0, h = 0%,

= N\
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uniformenmente en n, entonces u € £°(X). De la construccién de u, es inmediato

k
también que T(t)up — pun — 0, n = oo y que ||a| > (%) . Finalmente,

T(t)it = 7(T(t)un)n = i, lo que completa la demostracién. |

Teorema 3.9 Si T'(t) es un semigrupo uniformemente continuo en (a,00), a > 0,
entonces
a(T(t)) \ {0} = ezp(ta(4)), t > 0.

Demostracién. Por el Teorema 3.1 de inclusién espectral sélo falta mostrar que

a(T(t)) \ {0} C ezp(ta(A)), t>0.

y por la Proposicién 3.1 relativa a las propiedades del espectro puntual aproximado,
es suficiente verificar que

aap(T(t)) \ {0} C ezp(ta(A)), t > 0.

Por este motivo, supongamos que 0 # p € 04,(T'(2)). De la propiedad (v) anterior
deducimos que u € a,,(f(t)). Aplicando el Teorema 3.2 de inclusién espectral del
espectro puntual al semigrupo T obtenemos que p € exp(t /p(/i)) y, utilizando la
propiedad (iv) anterior, concluimos que u € ezp(tog,(A)). | |

Para obtener la igualdad (2.4) no es necesario que se verifique la igualdad espec-
tral (2.5). Por ejemplo, es suficiente con la igualdad

a(T(t) \ {0} = ezp(ta(4)), t >0,

conocida como igualdad espectral débil. Para un estudio sobre esta y otras relaciones
entre (2.4) y (2.5) mencionamos a [18,19].

A continuacién vamos a utilizar estos resultados espectrales para estudiar el
comportamiento asintético de las soluciones del problema abstracto de Cauchy.

La Proposicién 2.6 nos permite establecer el siguiente resultado.

Corolario 3.4 Las siguient dici son eq

Tant
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(a) El semigrupo T'(-) es uniformemente estable;

(b) La constante espectral s(A) < 0 y ewiste t > 0 tal que |u| < 1 para todo
€ aap(T(2))-

Sea T' un semigrupo holomorfo uniformemente acotado ([20]) con generador infi-
nitesimal A. En este caso existe una constante C' > 0 tal que [|AT(t)|| < C/t, ¢ > 0.
Por lo tanto, T(t)y = 0, t = oo, para todo y € R(A). Se deduce de esto la
siguiente propiedad.

Proposicién 3.4 Sea T'(-) un semigrupo holomorfo uniformemente acotado con ge-
nerador infinitesimal A. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) 0 ¢ 0y(4) Uor(4);

(b) T es fuertemente estable.

Demostracién. Si suponemos que 0 ¢ 0,(A)Uo,(A) entonces R(A) es denso y de
la observacién precedente se deduce que T es fuertemente estable. Reciprocamente,
si se verifica (b) y suponemos que 0 € 0,(A) entonces existe 07 z € D(A) tal que
Az = 0. Por lo tanto T'(t)z = z, para todo ¢ > 0, lo que contradice la hipétesis. Si
suponemos que 0 € o,(A) entonces existe 0 # z' € X' tal que 2’ € R(A)*. De
(2.2) se deduce que < T'(t)z — z,2' >= 0, para todo z € X, lo que nuevamente

contradice la hipétesis. |

Consideremos el problema de Cauchy abstracto no homogéneo

'(t) = Az(t) + f(t), 2(0)= =0, (3.12)

donde f es una funcién localmente integrable. La solucién en sentido débil de (3.12)

se define por :
z(t, o) = T(t)xy + / T(t—s)f(s)ds. (8.13)
0

Proposicién 3.5 Sea T(-) un semigrupo fuertemente estable con generador infini-
4

tesimal A. Si eziste y € R(A) tal que / [|f(s) = yl|ds < oo entonces la solucidn
0
débil (t, z0) = u, t = 00, para uw € D(A) tal que Au= —y.
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D tracién. De la expresién (3.13) se deduce que
a(t,z0) = T(t)z0 — [y T(t—s)Auds + [IT(t —s)(f(s) — ) ds

T(t)zy — T(t)u + u + [ T(t—s)(f(s) - y) ds
y como 7'(+) es fuertemente estable es suficiente verificar que el término integral del
segundo miembro converge a 0. Si g(s) = f(s) —y podemos descomponer

[ T(t—s)g(s)ds = [;T(t—s)g(s)ds + ['T(t—s)g(s)ds

= T(t—a) [y T(a—s)g(s)ds + [Tt~ s)g(s)ds
para a > 0. En esta descomposicién, el primer término del segundo miembro con-

verge a 0 ya que T(-) es fuertemente estable y el segundo término converge a 0
cuando @, t — oo por la hip6tesis. ]

En los resultados que siguen denotemos por I el conjunto formado por los
niimeros reales a para los cuales {||R(a + i3, A)|| : B € R} es acotado. Sabemos
que I' es no vacio y si T(-) es un semigrupo con generador infinitesimal A definido

en un espacio de Hilbert, como consecuencia del Corolario 3.2 se obtiene la siguiente
propiedad.

Corolario 3.5 Sea X un espacio de Hilbert y sea T(-) un semigrupo fuertemente
continuo con generador infinitesimal A. Entonces

wo(T) =infT.

Demostracién. Sea o € I'ysea p € C, pu=e* tal que |u| = ™. Definimos el
semigrupo S(t) = e"™T'(t). Entonces el generador infinitesimal de S es B = A—AI
y la resolvente R(ik, B) = R() + ik, A). Como Re()\) =« € I' podemos afirmar
que sup ||R(ik, B)|| < oo y aplicando el Corolario 3.2 obtenemos que 1 € p(S(2m)).
Por I;E:leﬁnicién de S esto es equivalente a que u = e*™ € p(T'(2r)). Como p fue
escogido arbitrariamete se deduce que r.(T(27)) < |u| y por la Proposicién 2.2

obtenemos que €’™° < ¢*™. En consecuencia wy < @, lo que muestra que wy <

B AT
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inf . Por otra parte, de la Proposicién 2.3(d) se deduce que wy(7T’) no puede ser
|

menor que infI'.
Corolario 3.6 Sea X un espacio de Hilbert y sea T(-) un semigrupo fuertemente
continuo con generador infinitesimal A. Si el operador resolvente de A es uniforme-
mente acotado en el semiplano {X € C: Re()) > 0} entonces T es uniformemente

estable.

Demostracién. Por el resultado previo es suficiente mostrar que infI’ < 0. Sea
M = sup{||R(\, A)|| : Re(A) > 0}. Especificamente mostraremos que infI’ < T
En efecto, si Re(Ag) > 0 de la descomposicién

M—-A = A=) + XI-4

= (Aol — A)[(A = Ao)R(Xo, 4) + I]

y de la serie de Neuman se deduce que A € p(4) cuando |A— Ag| < % y que, en
este caso, R(\,A) = (I + (A= Ao)R(Mo, 4))" R(Xo, A). Asi, si —ar < @< 0 fle
R y escogemos A\ = o + 1 de modo que g >0 y |ag — /M =1 — ¢ entonces
||R(cx + 6, A)|| < M/e, independiente de f, lo cual muestra que a € I'. |

Retornado a la teoria general en espacios de Banach, podemos utilizar el Teo-
rema 3.8 para obtener una caracterizacién de estabilidad uniforme. En el resultado

siguiente mantenemos las notaciones utilizadas en el Teorema 3.8.

Corolario 3.7 Sea T'(:) un semigrupo fuertemente continuo con generador infini-

tesimal A en un espacio de Banach. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) wo(T) < 0;

(b) {\ € C: Re()) >0} € p(A) ypara cada X con Re()) > 0 eziste una constante
Cy > 0 tal que

157 RO+ ik, A) e 2
=

n

Z e*ez,

k=1

SG)y (3.14)

td

P
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paratodon €Ny o€ X, k=1,---,n.

Demostracién. Mostremos inicialmente que (a) = (b). Sea A = a+if, a, f € R
y a > 0. Entonces por la Proposicién 2.3(d) sabemos que A + ik € p(A) y
como |eP+#)27| > 1 entonces e € p(T(27)) o, equivalentemente, 1 €
p(e~***T'(27)). Aplicando el Teorema 3.8 al semigrupo S(t) = e MT'(t) cuyo
generador es A — A se obtiene (b).

Reciprocamente, si suponemos que vale (b), manteniendo las notaciones del
pérrafo anterior, obtenemos que ik € p(A — AI), k € Z y de (3.14)

n
z e,

=l

n
ST R(ik, A= M) e x| < Cy

k=1

P P

Volviendo a utilizar el Teorema 3.8 con el semigrupo S(t) obtenemos que 1 €
p(S(27)), de lo cual se deduce que €™ € p(T(27)). Si p € C con |u| > 1,
entonces existe A tal que p = e’" y Re(A) > 0. Por la observacién precedente
u € p(T(2m)) y por lo tanto re(T'(27)) = e < 1, lo cual muestra que
wo(T) < 0 y completa la demostracién. | |

El resultado que sigue es una aplicacién del concepto de ¢ ;pectro esencial. Ver-
siones mds generles se encuentran en [12].

Teorema 3.10 Sea T wun semigrupo débilmente estable con generador infinitesi-
mal A y sea D un operador lineal compacto. Si el semigrupo S generado por

A+ D es uniformemente estable entonces T también es uniformemente estable.

Demostracién. De la solucién del problema abstracto de Cauchy no homogéneo se
deduce que el semigrupo S(-) satisface

S(t)z =T(t)z + /‘ T(t — s)DS(s)z ds.
0

El operador definido por el término integral del segundo miembro de la expresién
anterior es compacto de modo que aplicando la Proposicién 3.2 obtenemos que
Oeas(T(t)) = 0ess(S(t)). Escojamos t > 0 tal que [|S(t)|| < 1. Como o (T(t)) C




0ess(T(t)) entonces a(T(t)) C op(T'(t)) U 0n(T'(2)) U 0ess(S(t))- Utilizando los
Teoremas 3.2 y 3.3 y procediendo como en la demostracién de la Proposicién 3.4
obtenemos que si p = e € 0,(T(¢)) Uo,(T(t)) entonces Re(A) <0y |u| < 1.
Como o(T'(t)) es un conjunto compacto obtenemos que 7.(T(t)) < 1, lo que
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muestra que wo(T) <0 y T es uniformemente estable. |

4. Aplicaciones

Presentamos inicialmente una aplicacién a la estabilizacién de sistemas de control
distribuidos. Los sistemas de control bajo consideracién serdn aquellos que pueden

se modelados por la ecuacién

2'(t) = As(t) + Bu(t), (1)

donde el estado z(t) pertenece a un espacio de Banach de dimensién infinita X, el
control u(t) pertenece a un espacio de controles U, A es el generador infinitesimal
de un semigrupo T en X y B :U — X es un operador lineal continuo. Conside-
raremos como controles admisibles a las funciones wu(-) localmente integrables en
sentido de Bochner y como trayectorias admisibles a las soluciones débiles de (4.1).
Es decir i

z(t) = T(t)zo + /u T(t — s)Bu(s)ds

representard a la trayectoria que se inicia en 2, con funcién de control u(-).

Los aspectos generales de la teorfa de control para este tipo de sistema se en-
cuentran en [6]. En este trabajo sélo estudiaremos la estabilizabilidad en sentido
uniforme. Para resultados generales relativos a estabilizabilidad en sentido fuerte
en espacios de Hilbert puede consultarse Balakrishnan (2] y Levan y Rigby [17],
mientras que la relacién entre controlabilidad y estabilizabilidad en sentido débil en

espacios de Hilbert fue estudiada por Benchimol [4].

Definicién 4.1 Diremos que el sistema (4.1) es (uniformemente ) estabilizable si

existe un operador lineal acotado F : X — U tal que el semigrupo generado por

(T
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A+ BF es uniformemente estable.

En problemas concretos el espacio de controles U es un espacio de dimensién finita
de modo que el operador B es compacto. El siguiente resultado ([12]), cuya de-
mostracién es consecuencia directa del Teorema 3.10, extiende un resultado previo

de Gibson 8] y establece que para sistemas distribuidos la estabilizacién es dificil
de conseguir.

Teorema 4.1 Sea T un semigrupo débilmente estable y no uniformemente estable
con generador infinitesimal A. Si U es un espacio de dimensidn finita entonces el

sistema (4.1) no es estabilizable.

No obstante lo anterior, introduciendo el concepto de controlabilidad aproximada
puede mostrarse que la mayorfa de los sistemas concretos son estabilizables. Para
resultados de este tipo asi como numerosas referencias sobre el tema ver [13].

Como segunda aplicacién consideremos las ecuaciones diferenciales funcionales
con retardo r > (. Estas ecuaciones son estudiadas en el espacio de las funciones
continuas C := C([-r,0];C"). Se introduce la notacién a; : [—r,0] — C" para
representar la funcién definida por z;(6) := z(t + 0). Nuest) o objetivo es estudiar
la estabilidad asintética de las ecuaciones que se representan en la forma

z'(t) = L(z) + f(t) (4.2)

donde L:C — C* es una aplicacién lineal continua.
Consideremos inicialmente el problema homogéneo

ol (B = (), it >0, (4.3)
Towe =49y (4.4)

cuya solucién la denotaremos por z(-,¢). Se define el operador V(t) : C = C,
denominado operador de solucién, por V/(t)g := z,(-, ).
En consideracién a los resultados de la seccién 3 es suficiente establecer las propiedades
espectrales del operador V/(t).

El siguiente resultado se encuentra en Hale [10], Hale-Lunel [11].
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Teorema 4.2 En las condiciones precedentes:
(a) La aplicacién V es un semigrupo fuertemente continuo en C cuyo generador
infinitesimal Ay es el operador definido por
Avpi=¢'
en el dominio D(Ay) ={p e C:¢' €C, ¢'(0) = L(p)}-
(b) El semigrupo V(t) es compacto para t > r y diferenciable para t > .
(c) El espectro de Ay coincide con su espectro puntual y A € o(Ay) si, y solamente

si, detA(N) =0, donde A(N) es la matriz
AN) = A — L(eM).

(d) i A € a(Ay) entonces el espacio de vectores propios generalizados

My\(4y) := UL, Ker(\ — Ay)*

tiene dimension finita, el ascendente de \I — Ay es finito (=k) y

C = Ker(M — Ay)* @ RO — Ay)E.

(e) Para todo y € R el conjunto {\ € a(Ay) : Re(\) > v} es finito.

Es decir, el semigrupo V(-) es uniformemente continuo, el espectro esencial de Ay
y V/(t) es vacio y la estabilidad asintética del sistema depende unicamente de los
valores propios de Ay. Lo anterior no ocurre si (4.2) es una ecuacién con retardo no
acotado ([14]) ni tampoco para ecuaciones diferenciales parciales con retardo ([13,
25) ).

Como tercera aplicacion observemos que para implementar métodos numéricos
en el problema de Cauchy abstracto es necesario considerar una sucesién (7p)n
de semigrupos fuertemente continuos, usualmente provenientes de esquemas de dis-
cretizacién, que aproximan un semigrupo 7'. En este caso es muy importante conocer

si los semigrupos T;, son uniformemente estables y si la propiedad de estabilidad es

(TR
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independiente de n, es decir, si los semigrupos T, verifican una desigualdad expo-
nencial ||7,,(¢)|| £ Me™, para todo t > 0 y para ciertas constantes M y o > 0
independientes de n. Recientemente B. Z. Guo [9] ha mostrado que el Corolario 3.2
puede extenderse para familias de semigrupos. Para demostrar este resultado es-
tablezcamos un resultado previo que generaliza la Proposicién 2.6.

Teorema 4.3 Sean Tj(+), j € J, semigrupos fuertemente continuos en un espacio
de Banach X . Si se verifican las siguientes condiciones:

(a) Ezisten M > 1 yw >0 tal que

IZ;(0) < Met, t20, jeJ;

(b) Ezisten 1 <p <ooyC >0 tal que

[ im0 s crlalp, zex, jeo
0

Entonces ezisten constantes K > 1y a > 0 tal que ||T;(t)|| < Ke™®, para todo
t>0y jeJ.

Demostracién. Procediendo como en la demostracién de la Proposicién 2.6 se
verifica en primer término que los semigrupos T7j(t) son acotados en norma uni-
formemente en j € J. Utilizando esta propiedad se verifica que existe #, > 0 tal
que ||T;(to)|| < 1/2 para todo j € J. Una estimacién estandard con semigrupos

muestra la afirmacién. |}

Si T(+) es un semigrupo fuertemente continuo con generador infinitesimal A, por
la Proposici6n 2.3 sabemos que R(o +i7, A)z, para o > wy(T), es la transformada
de Laplace de T'(t)z, z € X. En el caso que X sea un espacio de Hilbert podemos
relacionar la transformada de Laplace con la transformada de Fourier para obtener

/ [|R(o + iT, A)z||* dT = 27r/ e 2|7 (t)z||* dt, (4.5)
-00 o

para todo r € X.

T



Teorema 4.4 Sea X un espacio de Hilbert y sea T;(), j€J, una familia de semi-
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grupos , con generador infinitesimal A;. Si ezisten consti M2>1, w>0 tal
que

|17 < Me*, t20, j€d, (4.6)
entonces las siguientes condici son equivalent

(a) Emisten constantes K > 1, a > 0 tal que ||T;(t)|] < Ke™®, para todo
t>0ytodo jeJ.

(b) El semiplano {\ € C : Re(\) > 0} C p(4;) y C = sup{||R(\ 4;)| :
Re(N) >0, j€J} < oo.

Demostracién. Sea wj el infimo de las constantes w para las cuales se verifica
(4.6). Supongamos que wy > 0. Entonces, para wy < w < g, de la ecuacién de las

resolventes se deduce que

R(wo + 17, A;) = R(0 + 17, 4;) + (0 — wo) R(wo + i7, A;) R(0 + i, A;).

De esta expresién obtenemos la estimacién

[|B(wo +i7, 45)z| < (1 + Clo — wo)) | B(0 + a7, A;)z]|.

Como por el Corolario 3.2 cada semigrupo Tj(:) es uniformemente estable, usando

(4.5), para cada j € J, podemos afirmar que
00 00
[ e e = [ 1A+ in a)aiPar
0 2m —00

IA

% (1+C(o - w))? /: |R(@ + ir, A;)z|]* dr
= (1+C(oc —w))* /Om e~2!|T;()z||* dt
< (1+4C(o—wo))? / o et M2 e ||| dt

0

1 s v
5 (1+0C(0 = o))" —|l]l*

Utilizando ahora el Teorema 4.3 se deduce que existen constantes K > 1, a > 0 tal

(TR
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que e “%||Ty(t)|| < Ke ™, para todo ¢t >0y todo j € J. Como esto es contrario
a la definicién de w, obtenemos que wy < 0. | |

De manera similar a lo que efectuamos para el Teorema de Gearhart, las condi-
ciones de acotamiento (b) en el Teorema anterior pueden sustituirse por acotamiento
de la resolvente, en este caso uniformemente en j € J, en lineas verticales ([9]).

En la seccién 3 hemos justificado la importancia de estudiar semigrupos unifor-
memente continuos considerando que este tipo de semigrupos representan muchas
situaciones concretas. Otra clase de semigrupos que surgen frecuentemente en aplica-
ciones son los semigrupos positivos. Como no disponemos de espacio para presentar
resultados generales respecto de esta clase de semigrupos, nos limitaremos a estudiar
como aplicacién de los resultados previos un par de casos especiales. En estos casos,
(52, 1) es un espacio de medida positiva. Los resultados estan basados en la siguiente
propiedad de la transformada de Laplace ([5]).

Lema 4.1 Sea T(:) un semigrupo fuertemente continuo positivo en LP(R),
1 < p < o0, con generador infinitesimal A. Entonces s(A) = sup{A € R: A €
o(A)} v 8

RO\, A)f = /0 eNT(8)f dt,

donde la integral converge absolutamente, para todo f € L?(Q2) y A € C, Re()) >
s(A).

Observamos también que para mostrar la igualdad (2.4) para semigrupos positivos
es suficiente verificar que si s(A) < 0 entonces wo(T) < 0. En efecto, si para
un semigrupo positivo 7' con generador infinitesimal A se tuviera s(A) < wy(T)
entonces escogiendo A tal que s(A) < A < wo(T) y definiendo el semigrupo
S(t) = e MT(t), t > 0, cuyo generador infinitesimal es B = A — Al tendriamos
3(B)=8(A)-A<0 y wy(S)=wo(T)—A>0.

Teorema 4.5 Sea T(-) un semigrupo fuertemente continuo positivo en L?(2), p =
1,2, con generador infinitesimal A. Entonces s(A) = wy(T).




Demostracién. Supongamos que $(A) < 0. En el caso p =1, por el lema previo
fu“’ T(t)f dt existe como integral impropia absolutamente convergente para todo
f € L'(Q). En consecuencia [;”|T(t)f||dt < co para todo f € L'(Q) y de la
Proposicién 2.6 se deduce que wy(T) < 0.

En el caso p=2, si s(A) <a<0 y B € R volvemos a utilizar el lema previo
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y obtenemos que

R(z, A)f = /0 we"‘T(t) fat,

donde z = @+ 8. Como T es un semigrupo positivo puede verificarse fécilmente

que
[|R(z, A)f | < [|1R(e, AIf], £ € L)

Por lo tanto ||R(z, A)|| < ||R(e, A)|| lo:que por el Corolario 3.5 muestra que wy(7T) <
0. n

El resultado anterior se mantiene para 1 < p < co. Una demostracién se encuen-
tra en [24].
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