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Resumen 

El objetivo de este artículo de divulgación es mostrar como se podría 

realizar un tránsito natural entre un curso de Álgebra Lineal y uno en Teoría 

de Operadores. 

La columna vertebral que guía este trabajo es la idea de diagonalización, 

que es la pieza fundamental en un primer curso de Algebra Lineal a nivel de 

pregrado. Comenzando de esta idea, la incorporación de elementos de A n.áli­

sis Funcional y Teoría de Operadores es implementada por el requerimiento 

natural de nuevos conceptos a través del análisis de situaciones de abstracción 

matemática. El contenido del texto es reforzado mediante varios ejemplos y 

aplicaciones a problemas físicos y biológicos. 

1 Parcialmente financiado por DICTV (USACH) 
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l. Introducción 

Un sistema de n ecuaciones diferenciales con n funciones desconocidas se puede 

escribir como 

x'(t) =Ax(t) (!) 

donde A es una matriz n x n de n·Úmeros reaJes o complejos. 

Para resolver la ecuación (1) se puede espernr que la solución tenga la forma e" , 

donde 
A_~Ak 

e - L.kl 
k= O 

(2) 

Si A es una matriz diagonal, entonces (2) es muy fáci l de calcular. En otro caso, 

debemos ver si A es diagonalizable. 
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81 propósito de este artículo es estudiar e] problema de diagonalización en un 

amplio contexto, a fin de que sirva como material de introducción al estudio ele 

Teoría Espectral de Operadores. 

Comenzando con el caso finito.dimensional, fa.miliar de un curso de Algebra 

Lineal 1 encontramos la respuesta al problema de diagonalización (Teorema 1.2.6). 

Las primeras a plicaciones surgen en el estudio de un modelo biológico sencillo de 

crecimiento de poblaciones. 

Si un operador lineal T representa a una matriz A en un espacio vectorial con 

producto interno V de dimensión finita , entonces se puede formular alternativa­

mente la diagonalización de una matriz en el teorema espectral ( Teorema 1.2.6). 

Aparecen, de manera natural , dos t ipos especiales de operadores: Autoadjuntos y 

Normales. 

El teorema espectral permite extender el proceso de diagonalización a operadores 

lineales en espacios de Hilbert. Surgen los operadores compactos y su importante 

apl icación a problemas de t ipo Sturm-Liouville como, por ejemplo, pandeo de vigas 

y vibraciones de cuerdas. 

Si T un operador compacto y autoadjunto o bien compacto y normal, se puede 

aún formular el teorema espectral (Teoremas 2.2.5 y 2.2.7). Sin embargo, si T no es 

compacto, pero es ya sea autoadjunto o normal en un espacio de Hilbert podemos 

reinterpretar y luego extender algunas nociones. Surge de esta forma el concepto 

de Familia espectro/ ( Definición 2.3.2). Con este concepto, el teorema espectral 

es nuevamente establecido (Teoremas 2.4.5 y 2.4. 7) Una aplicación importante 

constituye el teorema espectral para operadores unitarios. 

Operadores lineales en espacios de Hilbert que no son acotados surgen en la 

práctica, por ejemplo en el estudio de la ecuación de SchrOdinger, fundamental en 

mecánica cuántica. A fin de establecer un teorema espectral en este ca.50¡ debe­

mos extender la noción de operador a utoadjunlo y operador acotado surgiendo los 

operadores cerrados, como una forma débil de continuidad. 

Finalmente, en la t'iltima parte, retomamos la noción de fu nción exponencial, 

ahora n el conlexlo de un grupo fuertemente continuo de operadores uni tarios. En-
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tonces, el concepto de operador cerrado y autoalrljunto es conectado con el generador 

infinitesimal de un grupo, por medio del Teorema de Stone. 

El material de esas notas deja como ejercici0s para el lector la verificación de los 

ejemplos. La mayoría de los resultados son presentados sin demostración a fin de 

dar una visión general de las ideas más que de los argumentos técnicos que, en todo 

caso, el lector interesado puede encor.trar en la bibliografía al final del texto. 

1.1. El Caso F in ito D imensional 

Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales con n funciones 

desconocidas: 

x'1 (t) DL1X 1 (t) + 0 12X2(t) + ... + D¡nXn(t) 

x;(t) a21X1 (t) + 022X2{t) + .. + D2nXn(t) 

donde las cantidades a,·; son núrneFOS reales. 

Ahora sea 

( 
x, (t) l 

x(t) = x,,(t) 

x,, (t) 

y se define 

( 
x;(t) l 

x'(t) = x~(t) . 

x;, (t) 
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Entonces1 si se define la matriz de n x n ( :: ::: :::: l A = 

a n l an2 il.nn 

el sistema se puede escribir c0mo 

x'(t) = Ax(t) . (1,1,1) 

Para resolver la ecuación (1.1.1) se puede esperar que la solución tenga la forma 

eA'. Pero qué significa eAt ? . 

Definición 1.1.1 Sea A una matriz denxn con elementos reales {o complejos}. 

Entonces eA es una matr'i.z de n x n definida por 

(1 ,1 ,2) 

Note que la serie anterior es coHvergente. 

Con la definición anterior poclemos resolver (1.1.1) como sigue 

Teorema 1.1.2 Para cualquier vector constante x0, x(t) = eAtxo es una solución 

de (1.1.1} que satisface x(0~ = Xo. 

Demostración Usando (1.1.2): 

Pero como A es una matriz c0nsta:nte1 se tiene 

- t'A' = --A'= A A'- 1--- • 
d ktk - 1 [ t•- 1 l 
dt k! (k- 1)1 

Entonces, se obtiene 

d 00 t' A' 
x'(t) = dteA'xo =A ¿ k!xo = AeA'x0 = Ax(t). 

k= O 
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Por últ imo, como e• ·• = e0 = 1, se tiene x(O) = e A·0x0 = Jx0 = x0. • 

Queda un problema impor tante: Cómo se calcula eA< de manera práctica?_ 

Definición 1.1.3 Se dice que dos matrices A y B son semejantes si existe una 
matriz invertible C de n X n taf que 

B= G-'AG. 

Teorem a 1.1.4 Sean B y A matrices sem ejan te$ y sea B = c-1 ACI entonces 

Demostración Primero se observa que 

A" (CBC- 1) " = (CBC-1)(CBC- 1) . . (CBc - 1) 

CB(C- ' C)B(C-'C)B(C- 'C) .. (c- 'C)BC- ' 

GB"C- ' . 

Sigue enLonces que (At)• = C(Bt)'c - 1. Así , 

:¡;.., A•t• = :¡;.., C(Bt)•c-1 = 0 [.::;-., (Bt )'] 0 _, = 0 "'e-' 
0 k! 0 k ' ¿ k! e 
k =O k= O k= O 

(1,1,3) 

• 
Definición 1.1.5 Una m atriz A de n X n es diagonalizable si existe una matriz 

diagonal D tal que A es semej ante a D . 

En vista de Ja definición y teorema anteriores1 si una matriz A de n x n es 

diagoualizable1 entonces existe una matriz invertible C tal que c-1 AC = D es 

diagonal y, además, e" t = Ce0 tc-1. Esto responde completamente a la pregunta de 

como calcular e A11 al menos para matrices diagonalizables. Sin embargo, tenemo.5 

ahora el problema de saber corno es la matriz D. 

La respuesta a esta pregunta la otorga el siguiente resultado. 

Teorema 1.1.6 Una m atriz A de n x n es diagonalizable si y sólo si tienen 
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vectores propios linealmente independientes. En tal Cll3o, la matriz D semejante a 

A está dada por 

donde A 1 i A21 ••• , >.11 son los valores vropios de A . Si C es una matriz cuyas columnas 

son vector-es propios linealmente independientes de A, entonces 

D=C- 1AC. 

Demostración. Ver !Grossrnann] Teorema 2, p.567. 

Corolario l. l. 7 Si una matT'iz A de n x n taene n ualores propios diferentes, 

entorices A es diagonalizable. 

De acuerdo a este resul tado, las matrices de n x n con n vectores propios lin­

ealmente independientes se pueden expresar en una forma especialmente sencilla 

mediante una transformación de semejanza. Por fortuna1 como la 11mayor parte" 

de los polinomios tienen raíces distintas, la 11mayor parte" de las matrices tendrán 

valores propios distintos: No es dificil ver, intuitivamente, porque se cumple esto. Si 

n = 2, por ejemplo, entonces la ecuación x2 +ax +b = O tiene raices reales si y sólo si 

ci2 = 4b1 un evento muy improbable si a y b se eligen aleatoriamente. Por lo tanto, es 

posible decir que la mayoria de los polinomios tienen raices d istintas. Asi , la mayoria 

de las matrices tienen valores propios distintos con lo cual la "mayor parte" de las 

matrices son diagonalizables. Sin embargo, las matrices que no son diagonalizables 

surgen en la práctica. En este caso, todavía es posible demostrar que la matriz es 

semejante a otra, una matriz más sencilla 1 pero la nueva matriz no es diagonal y es 

más diíícil obtener la matriz de transformación C. 

Teorema 1.1.8 (Forma Canónica de J ordan) Sea A una mat7-iz real o com-
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pleja de n X n. Entonces existe una matriz invertible e de n X n tal que 

c- 'AC = J 

donde J es una matriz de Jordan cuyos elementos en la diagonal son los valores 

propios de A. Más aún, la matriz de Jordan .J es única excepto por el orden eri el 

que aparecen los bloques de Jordan. 

Demost r ación . Ver IBirkhoff-MacLaneJ, p .311. 

Como un ejemplo, se aplicarán los cálculos a un modelo biológico sencillo de 

crecimiento de población. 

Suponga que en un ecosistema existen dos especies S1 y S2 que interactúan. Se 

denotan las poblaciones de las es~ecies en el t iempo t por x 1 (t) y x2(t) . Un sistema 

que gobierna el crecimiento relativo de las dos especies es 

x; (t ) ax , (t) + bx2(t) 

x;(t) cx 1 (t) + dx2(t) 

las constantes a, b1 e y d se pueden i·nterpretar de la siguiente manera: si las especies 

compiten, entonces es razonable tener b < O y e < O. Esto se cumple porque los 

incrementos en la población de una especie disminuirán el crecimiento de la otra. 

Un segundo modelo es una relación de depredador-presa. Si S 1 es la presa y S, 

es el depredador ( S2 se come a S, ), entonces es razona,ble tener b < O y e > O 

ya que un incremento en la especie depre<dadora causa un decremento en la especie 

presa, mientras que un incremento en la especie presa causará un incremento en la 

especie depredadora (porque tendrá más comida). 

Por líltimo1 en una relación sirnl!>iótica (cada especie vive de la otra), es posible 

que se tenga b > O y c > O. 

Ej emplo 1.1.9 (Modelo competitivo) Considere el sistema 

x;(t) 3x1(t) - x2(t) 

x;(l) -2x1 (t) + 2x2 (t ) 
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donde se supondrá que t se mide en años. Suponga que las poblaciones iniciales son 

x1 (0) = 90 y x2(t) = 150. 

Se tiene 

A= ( 3 -1 ) . 
-2 2 

Los valores propios de A son ,,\1 = 1 y ,,\2 = 4 con vectores propios correspondientes 

v1 = ( = ~ ) y v2 = ( _ : ) . Entonces la matriz A es diagonalizable y se tiene 

e= ( ~ _ : ) c-1 = ~1 ( = =~ -: ) 
D = ( = n e01 = ( = e~ e'~ ) 

A fin d encontrar las poblaciones de ambas especies para l > O calcularnos 

e" = Ceºic- ' = -1 ( 1 1 ) ( e1 O) (-1 -1 ) 
3 2 - J O e" - 2 J 

-1 ( 1 1 ) ( -e' - e' ) 
3 2 - 1 = -2e" e" 

- 1 ( -e' - 2e" -e'+ e'11 ) 

= 3 -2et + 2ei1' -2e' - e ·11 . 

Por último, la solución al sistema está dada por 

( x1(t) ) At - 1 ( -e' - 2e" 
x(t) = x2 (t) =e Xo = 3 -2e' + 2e41 

- é + ei1t ) ( 90 ) 
-2e' - ¿u 150 

= ~ ( - 2<10e1 - 30e" ) = ( 80e' + !Oe'11 ) 

3 - 480e' + 30e" 160e1 - lüe" 

Por ejemplo, despues de 6 meses (t = 1/2 años ),x1(t) = 80e1/ 2 + 10e2 "'206 

individuos, mientras que x2 (t) = 160e112 - 10e2 "' 190 individuos. 
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De manera más significativa, 160e' - !Oe" = 0 cuando t = (ln16)/3 "' 0,92 

afias"' 11 meses. Así, la segunda especie esta,rá eliminada después de sólo 11 meses 

aunque comenzó con una población rnay0r. 

Ejemplo 1.1.IO ( Un modelo depredador-presa) Se considera el siguiente 

modelo en el que la especie 1 es la ¡>resa y la especie 2 es el depredador: 

x'1 (t) 2x1 (t ) - x2 (t) 

x~(t) x1 (t) + 4x,(t) 

Encontramos las poblaciones de las dos especies, si las poblaciones iniciales son 

x1(0) = 500 y x2(0) = 100. 

Ea este caso 

A= e -~ ) 

y el l111ico \/alar propio es >. = 3 con un sólo vector propio ( 1 ) Luego A no es - 1 . 

diagonalizable en este caso. 

Una solucióu para la ecuación (A - 3I)v2 = v 1 es v, = ( -~ ) . Entonces 

CAi 

e _ ( 1 1 ) c-1 _ ( 2 1 ) 
- ] -2 - 1 -1 

J=(= ~ ) eJt= (= eªt te3t ) 
e31 

e1•c-' =•" ( 1 
- 1 

l)C 1)( 2 ¡) 
-2 o 1 -1 -1 

.~ ( _; -~ ) ( = 2-t 
1 =:) =e" ( 1-t 

- 1 
-t) 

1 +t 
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Asi la solución al sistema es 

x(t) = ( ::~:~ ) = eA'xo = e31 ( 
1 

- : 1 :: ) ( ~~~ ) 

= e'' ( 500 - 600! ) . 
100 + 600! 

Es evidente que la especie presa será eliminada después de ~ años = 10 meses, a(m 

cuando comenzó con una población cinco veces mayor que la. especie depredadora. 

1.2. Operadores Autoadjuntos y Normales 

Gs bien sabido que a cada matriz A E M.,.(K } se le puede asociar una trans­

formaci n lineal. Por ejemplo, si 

A=(ª b) e d 

entonces la transformación lineal asociada con respecto a la base canónica de IR~ es 

T: R' -+ R2 tal que T(x , y) =(ax + by, ex+ dy). 

Inversamente, dada una transformación lineal T: R" -+ R11 podemos formar una 

matriz asociada ITJ con respecto a alguna base de R". Por ejemplo, si T : R2 -+ R2 

está definida por T(x, y) = (x +y, x - y) entonces la matriz asociada con respecto 

a la base B = {(1 , - l} ,(-3,2)} de IR2 es 

¡r¡g = ( =~ i ~ ) 
Naturalrnente1 podemos escoger otra base 8 de R2 en cuyo caso Ja matriz asociada 

será diferente. 

onsideremos ahora1 en general , un operador lineal T : V --+ V donde V es un 

sµaci producto interno de dimensión finita. 

Oiremos que 1 operador T es diagonalizable si existe una base ortouormal B ele 

\1 , tul que la matriz asociada a T en la base B ea diagonal. 
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Nuestro problema es caracteriz&r a los operadores diagonalizables. Con este ob­

jetivo1 comenzaremos deduciendo primero algunas condiciones necesarias para T 

Supongamos que B = { v11 v2, ... v11 } es una base ortonormal de V con la propiedad 

Esto dice que B eS una base ortonormal fürmada por vectores propios de T y 

( ~' >, 'Onl [Tjg = A 

El operador adjunto T ' está representado en esta misma base ordenada B por la 

matriz transpuesta conjugada; es dedr 

( ~;, -~ l [T'jg = 

O Án 

En consecuencia, si V es un espacio producto interno real, los escalares>., 1 A2 1 ••• , An 

son (claro está) reales y, por tanto, debe tenerse que T = T ' . 

En otras palabra.s1 s i \1 es un espacio producto interno real de dimensión finita y 

Tes un operador lineal para el que existe una base ortonormal de vectores propios1 

entonces T debe ser autoadjunto (o simétrico). Recíprocamente se t iene el siguiente 

resultado 

Teorema 1.2.1 (Diagonalización de Operadores Autoadjuntos) Sen V 

un espacio producto interno real de dimensión finita y sea T un operador lineal 

autoadjunto sobre \1. Entonces e1:iste una base ortonormal de V en la que cada 

vector es un uector propio de T. 

Demostrac:ión. er [Hoffman- l<unze], Teorema 18, p.310. 

Corolario 1.2.2 Sea A ima matriz n x n con elementos reales. Existe una 

matriz {ortogonal) real P tal que p - • AP es diagonal si, y s6lo si,.4 es autoadj1mla 
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'. A = Ar} 

Resumiendo, e.l corolario anterior nos muestra que una matriz con coeficientes 

reales es diagonalizable si y sólo si es autoadjunta (ó simétrica). En otros términos, 

?11 un espacio vecloria1 real con producto interno V 1 un operador T : \/ ~ V es 

jiagonalizable si y sólo si el operador Tes autoadjunto. 

Si V es un espacio producto interno complejo1 los escalares >. 1 , A41 , ... , An 110 nece-

3itan ser rea.les; es decir, T no necesita ser autoadjunto. Pero obsérvese que T debe 

mtisfacer 

TT' =T' T. (1,2,1) 

En efecto, dos matrices diagonales cualesquiera conmutan, y como T y T " están 

ambos representados por matrices diagonales en la base ordenada B, se tiene (l.2.1) . 

Es notable que, en el caso complejo, esta condición sea también suficiente para 

implicar la existencia de una base ortonormal de vectores propios. 

Definición 1.2.3 Sean V un espacio pmducto interno de dimensión finita y T 

tm operador lineal sobre V . Se dice que T es nonnal si TT' = 'l"T. 

Teorema 1.2.4 (Diagonalización d e Operadores Normales) Sea V un 

espacio producto interno complejo de dimensión finita y T un operador nonnal sobre 

V. Entonces V tiene una base ortono1mal que consiste de vectores propios de T. En 

particular, T es diagonalizable si y sólo si T e.s nonnal. 

Demostración . Ver [Hoffman-Kunzej, Teorema 22, p.313. 

Corolario 1.2.5 Sea A una matriz n x n con elementos com.plejos. Existe una 

matriz {unitaria) P tal que p - 1 AP es diagonal si, y s61o si, A es rwnrial. 

V remos que, en el caso infinitcrdimensional, un operador lineal puede no tener 

valores propios. En tal ca.so1 se requiere de una formulación alternativa de los resul­

tados anteriores que pueda ser generalizada. 'Tal es el caso del siguiente teorema. 

Teorema 1.2.6 (Espectral) Sea T un operador autoadjunto sobre un espacio 

producto interno real V de dimensión finita . Sean ..\1, ..\2, ... 1 .An los valo1·es vro1nos 

distilltos de T. Sea W, = /( er (T - A;) el espacio propio asociado a A;, y E, la 

µmyecc1611 ortogonal de V sobre \.Yr Entonces 
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(a} W; es ortogonal a W; si i 1- j. 

(b} V es la suma directa de W,, .. ., Wn y 

" 
T= LA;E;. 

j = l 

D emostración Sea u un vector de Wi , v un vector de W¡ y supóngase que i ::/: j. 

Entonces {A;-:-A¡) < u1 v >= )..} <u, v > -.;\¡ < u,v >=< Afu., v > - < u, J:;v >=< 
T(u), v > - < u, T ' (v) > =O ya que Tes a>itoadjunto y, como A; - A; 1- O, se sigue 

que < u, v > =O. Así, W; es ortogonal a W; si i 1- j. 

Del hecho que V tiene una ha.se ortonormal de vectores propios, se sigue que 

V= W , + ... +W •. 

Si v; E W;(j = 11 .. • 1 n) y v1 + ... + Vn = ID, entonces 
n n 

O=< v;, L v; > = L < v;, v; > = llv;ll' 
j=l j =l 

para cada i , con lo que V es la suma directa de W11 ••• , W". Finalmente, E1 + .. +En = 

I y 

T TE, + .. . +TE,. 

), ,E,+ ... + AnEn 

• 
La representación anterior de T es en términos de proyecciones. Esto muestra co­

mo el espectro de T , esto es, el conjunto de valores propios de T 1 puede ser empleado 

para obtener una representación de T en función de operadores más simples. 

El uso de tales proyecciones es muy natural. Sin embargo, la fórmula anterior no 

es del todo conveniente para su generalización a espacios de dimensión infinita ya 

que en tal caso, el espectro del operador puede ser más complicado. 
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2. El Caso Infinito Dimensional 

En el capítulo anterior hemos estudiado matrices, equivalentemente transforma­

ciones lineales T : Rn ---+ IRn 1 como una forma de resolver sistemas de ecuaciones 

diferenciales lineales con coeficientes constantes. Este mismo problema lo podemos 

plantear para sistemas 11infinitos11 de ecuaciones, formalmente: 

x',(t) a11x1(t) + a12x2(t) + ... + a1. x.,(t) +. 

x;(t) a21X1 (t) + a22x2(t) + ... + a,.x.(t) +. 

x~(t) a.1x1(t) + a.2x2 (t) + ... + a..x.(t) +. 

esto es, siempre formalmente, aperadores T : ro ---+ lR:00 . En este caso debemos 

primero entender que es "1R00". 

lntuitivarnente1 corres:¡:>OHde al conjunto, 

IR00 = {(x 1,x,, .... )/x; E IR}. 

En este conjunto debemos introducir una noción apropiada de distancia entre 

puntos. 

Ya que , por ejemplo, en IR2 la distancia de un punto (x, y) a (O, O) es dada por 

ll (x, Y)ll = Jx' + Y2 

es natura l entonces definir en IR00 la distancia de un punto (x1 , x2 , ••. )a (O, O .. ) como 
00 

ll(x,,x,, ... )11 = Jx¡ + x~ + ... = L lx•I' (2,1) 
k = O 

sin embargo necesitamos justificar la convergencia de la serie. Como esto no siempre 

ocurre1 reslringiremos nuestro conjunto ROO al conjunto 

I' = { (x,, x,, ... .)/f:lx•I' < oo} . 
k=O 
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Se puede verificar fácilmente que, c0n respecto a la norma en (2.1), (les un espacio 

completo. Además, si e; =~· O, .. . ), entonces el conjunto {e;} constituye una 

base de l2 , en el sentido que ~s un c0nju-nt0 ortogonal con respecto al producto 

interno 
00 

< (X¡,X7, ... ), (y,,y,, ... ) >= ¿x;y; 
i=I 

y span{e;) = l2 . Más precisamente, ciado cualquier vector x E 12, se t iene que 
00 

x = L < Xiei >e¡ . 
i=I 

El espacio l 2 constituye un ejempl'o de una noción más general , espacios de 

Hilbert, que recordamos ahora. 

Definición Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H provisto de un 

producto interno<,> tal que relativo a la norma //x// = .,/< x , x >, Hes un espacio 

normado completo. 

Geomét.ricamente1 un espacio cle HHbert es muy similar a l2. Más aún, cualquier 

espacio de Hilbert separable es isom0rfo a 12 . 

2.1. Operadores Compactos 

Una transformación lineal T : l2 -> [!! , representa una matriz "infini ta" 

A fin de estudiar tales "operadores11 podemos hacer la siguiente observación: 

Consideremos los operadores P11 : ll! -> l2 definidos como 

P.(x,, X2, ... ) = (x1, X2, ... , Xn , O, O, .... ) 
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La represen~ión matricial de tal operador es del tipo 

(L : ) 
Observemos que 

[ "' "" 
ª'" o ... 

1 

a21 a:i2 °'" o .. 

TPn = 

ª"' Gn2 Gnn o .. 
o o 

en particular, cada operad0r T Pn posee rango finito. 

Luego, al menos formalmente, T Pn --+ T cuando n --+ oo 

Surge la pregunta natural: En qué sentido es la convergencia de TPn a T?. 

Teorema 2.1.1 Sea H un espacio de Hilbert y denotemos por B(H) al conjunto 

de todos los operadores lineales y acotados en H . Entonces B(H) es un espacio 

normado completo con la norma definida por 

Demostración. Ejercicio. 

llTll = sup jjThjj. 
11•11s • 

Definición 2.1.2 Sea H un espacio de Hilbert. Un operador lineal T: H--+ H 

Be dice compacto si puede ser aproximado, en la norma de B(H), por operadores de 

rango finito. 

Observación 2.1.3 Si Boo(H) denota el conjunto de operadores de rango finito, 

y B0 (H ) denota el conjunto de operadores compactos, entonces B0 (H) = Boo(H), 
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donde la clausura es en la norma de B(H). 

Ejemplo 2.1.4 Suponga que I:~1 I:;:"= 1 la•nl' < oo y sea T: 11 -t 11 definido 

como 

T(:z;i. :z;,, .... ) = (f <>1•"'.,f a,.:z;., ... ) , 
k=I k= l 

entonces Tes compacto. 

Observación 2.1.5 La condición 

"' "' ¿¿)a,,,¡2 < oo 
k= I n=I 

no caracteriza los operadores compactos en B (H). A modo de ejemplo, el operador 

T: I' -t l' definido por T(x1,x,, ... ) = (7'., 7, . .... )es compacto, pero 

ff¡a,.l'=fl~l2 =f~ 
k= I n= l k=l ../k i = I J 

diverge. 

Proposición 2.1.6 Sea H un espacio de Hilbert con base {e,,} ; Sea {a,,) C R 

tal que M := sup,,~ 1 la../ < oo. Sea 

Ten :=:: c:tnen para cada n E N. 

Entonces existe un operador lineal acotado T E B (H) que extiende a T y tal que 

1 ITI/ = M. El operador T es compacto si y s61o si a,, -t O cuando n -t oo. 

Demostración Ver [Conway], Proposition 4.6, p.42. 

Es claro que existen operadores en espacios de dimensión infinita que no son 

necesariamente compactos. A modo de ejemplo consideremos los operadores S : 

12 -t 12 definido como S(x , , x2, ... ) = (O, x 1, x,, ... ) y T : (' -t 12 definido por 

T(:z;,, x,, ... ) = (x, , x,, ... ) Note que s· = T. Más aún, se puede verificar que Op(S) = 

0 pero o(S) = { z E C : /z[ $ 1) (Ver [Conway) prop. 6.5, p.209). Por otra parte, el 

operador id nliclad es siempre no compacb0 en dimensión infinita. 
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2.2. Teoría Espectral: El Caso Acotado 

En lo que sigue H denota.irá un espacio de Hilbert con producto in terno <1 > . 
La siguiente defin ición es motivada por el caso de dimen ióa finita (Ver sección 1.2). 

D efinición 2.2.1 Un opemdor T E B(H ) se dice dia_qonalizable si e2iste una 

base ortonormal para H que consiste de vectores propios de T. 

Recordemos1 además1 las siguientes definiciones. 

D efinición 2.2.2 Si TE B(H) entonces el adjunto T ' : H ~ H se define como 

el único operador lineal acotado que satisface la relación 

< Tx, y >=< x, T ' y > para cada x, y E H. 

T se dice autoadjunlo si T = T ' 

Observació n 2 .2.3 Un operador autoadjunlo ea un espacio de dimensión in­

finiLa pu de no Lener valores propios (en conLrasLe con el caso finito-dimensional). 

Como un ejemplo considere el operador de multiplicación T: L'[O, l] - > L'[O, 1] 

definido por Tx(t) = tx(t). 

Sin embargo, si T Lieue valores propios, se puede decir lo siguieube. 

Teorema 2.2.4 Sea T E B(H) un operador autoadjwito. Entonces: 

J. Todos los ualores propios de T (si ellos existen} son reales. 

2. Vectores propios correspondientes a valores propios difernnles de T son orto­

gonales. 

Demostración 

l. Sea ..\ un valor propio c:le T y sea x el correspondiente vector propio. En­

tonces x "#O y Tx = A:i;. Ya que Tes autoadjunto se obtiene >. < x, x >=< 

>.x, :r >=< Tx,x >=< xi Tx >=< x, >.x >= :X < x, x >. Luego, ,,\ = X1 esto 

es, ..\ es rea1. 
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2. Sean ).1 µ va.lores propios distintos de T y sean x e y Jos correspondientes 

vectores propios. Ya que Tes autoadjunto yµ es real se obt iene ,\< x, y >= < 

-\x, y >=< Tx, y > = < x, Ty > =< x , µy > = µ < x, y >. Luego < x , y >= O, 

esto es, x e y son ortogonales. • 
El siguiente resultado es notable 

Teor em a 2.2.5 (Esp ectral ¡¡ara Operadores Compactos y Autoadjua­

t os)Sea T E B(H) un operador compacto y autoadjunto, entonces T tiene solamente 

tm número contable de vectores propios distintos. Si ( -1 1, -1,, ... ) son los valores pro­

pios disti11tos de cero de T , y P,. es ta proyecci6ri de H sobre I< er(-1, - T) entoncC8 

(a) P,,P,., = P,nPn =O sin i' m 

{b) Cada -1; es real y 

donde la serie converge a T en la m étrica definida por la norma de B( fl ). 

D e mostración (sket ch) Como Tes compacto y autoadjunto, entonces existe 

un valor propio -1 , de T tal que 1-' il = llT ll· Sea P, la proyección de H sobre 

Ker(-11 - T) =: E1 y definamos H2 := Et. Sea T2 := la restricción de Ta H,. 

~nLonces se puede mostrar que T2 es un operador autoadjunto y compacto. Luego, 

existe un valor propio -'2 de T, tal que l-'21 = llT2 ll -

Repi t iendo el proceso anterior y usando inducción se obt iene una sucesión (-In} 

ele valores propios de T tales que 1-'il ~ l-'21 ~ .. . y l-'n+il = llT J(E, el ... el En).1.ll. 

Se concluye que existe a ~ O tal que l-'n l -> a . Pinalmente, us1a ndo que T es 

compacto y fl es Hilbert se puede mostrar que a == O. , , · 

Sen ahora Pn la proyección ele H sobre I< er(A,, - T ) =: En. Entonces, se puede 

ver que 

('11a11do n -+ lo que prueba el teorema. • 



El resultado a nterior genera.liza el teorema espectral l.2.6 al caso de d imensión 

infini ta ya que, obviamente, la suma anterior podría ser fini ta .. 

Usand 1 teor ma spectral se puede virtualmente respond r cualquier pregunta 

sobre p raclores compactos autoadj untos. 

om una aplica ión d este resultado considera r mos el iguiente ejemplo: 

E j mplo 2 .2 .6: Pandeo d e Vigas 

Sup ngamoo que ten mos una v iga o columna de longitud l la cua l está a.'.legurada 

en los puntos O y R. Esta viga está inicialmente derecha de modo que su ej e (o curva 

chís t i ·a) coincide con el eje y . Debido a una carga a.xial de magnitud consta.nte P 

sup ngam que la viga ufre una deflex.ión. 

La magnitud de la deflexión de la viga está dada por una íunción y(x) que 

satisface la ecuación diferencial: 

d:'y 
dx' = - Py. 

Puesto que el xtremo ele la viga t iene cero deftexión en x = O y :e = 1, debernos 

ta111 bi 11 tener 

y(O) = O, y(l) =O 

Si definimos el operador L : 0 ( [,) ....¡ [,2[0, 1) por [,(h) = 11", donde 

D(L) = (h C'[O, l}: h(O) = h(I ) =O}, 

y un operador T : L2[0, l} ....¡ L'[O, 1 J por 

T(f)(x) = [ y(x - l )f (y)dy + [ x(y - l)f(y)dy 

11to11 ·es Tes un operador a utoadjunto y compacto, tal que Rcm(T) = D(L), LT(f ) = 

f p11ra cada f E L2[0, l], y T L(/1 ) = h para cada h E D(L,). 

oncluim qu : i ,;\-:/:. O,,;\ es valor propio de L si y sólo si ,.\- 1 es valor propio 

dr T, y que los ' 'ectores pr pios aso iad son los mismos. 

Como T ~ compacto, sigur que L t iene sólo una antidad contable de val re. 

propio:;, chj.tamos { .>.1, .-\2, ... } 1 ninguno ele ellos <'NO. 
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Si A = >-n para algún n, ent0nces es cla•0 que existe un h # O tal que l(h) = Ah, 

esto es, la ecuación t iene una solución no trivial. 

Si A :f.:. >." para cada 111 entonces la ecuación no tiene solución excepto por la 

trivial. 

Más precisamente1 en este cas0 los valores propios son 

y los correspondientes vectores propios están dados por 

(2,2,J) 

donde los coeficientes que pueden depender de n se denotan por Bn . 

Fisicamente1 los valores propios >.11 representan las cargas críticas )q , >.2 , .>i3, ... 

para las cuales las correspondientes deHexiones (vectores propios) están dadas por 

(2.2.1) 

Para una carga dada P < >. , , la cual es la carga critica má.s pequeña, la dellexióu 

es cero1 asi que la viga puede soportar tal carga. 

Para P = >. , la viga se pandeará como se indica en la siguiente figura (o en lo 

d irección opuesta), esto es, la viga fallará a soportar la carga A1 

p p 

P= >., 

Para prevenir tal pandeo es necesario proporcionarle un apoyo en el punto medio 

.e = 1/ 2 de la 1·iga para que no ocurra deflexión. Si esto se hace la viga no se 

pru1deani como se muestra en la figura inferior hasta que se alcance Ja carga critica 

1\1. 
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La carga ..\1 hace que la viga se pandee de la manera como se muestra en la figura 

abajo, de modo que la viga ío.lla a soportar la carga >.1 . 

p p 

P = >.2 

Para prevenir este doblamiento, sin embargo1 podemos proveer dos apoyos adi­

cionales n x = 1/ 3 y x = 2/3 Si esto se bace la viga no se doblará hasta que 

se alcance la carga critica A3 , y esto a su vez causa pandeo como se muestra en 

la figura a continuación. Continuando el proceso de apoyos adicionales se permiten 

cargas cri ticas más grandes. 

p p 

P = >.a 

El siguiente resultado generaliza el teorema anterior al caso ele operadores nor­

males. 

Teorema 2.2.7 (Espectral para Operadores Compactos y Normales ) 

Sea T E 13( H ) 11n operador compacto y normal, definido en un espacio de Hilbert 

cumvfo10 fl , entonces T tiene solamente un número contable de vectores propios 
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distintos. Si {A1, A,. ... } son los valoi-es propios distintos de cero de T , y P. u lo 

proyección de H sobre K er(An - T) entonces 

00 

T = l:: AnP,., 
11=1 

donde la serie converge a T en la métrica definida por la norma de B(H). 

Demostración Ver !ConwayJ p.55, Theorem 7.6 

C oro lario 2.2.8 Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert complejo 

H. Entonces T es normal si y sólo si es diagonalizable. 

Este resul tado generaliza el teorema 1.2.4 en dimensión finita. 

2.3. El Caso No Compacto 

Bn relación al teorema. espectral de la sección anterior, el hecho fundamenlal 

ullilizado es que si T es un operador compacto entonces hay una cantidad contable 

de valores propios distintos. Si T no es compacto, esto puede no ser cierto. 

Eje mplo 2.3.l El operador de multiplicación T : L2 j0, ! ) -1 L2j0, !) definido 

por (T J )(x) = x f (x) no tiene valores propios y cr(T) =¡o,!) 

De acuerdo a l ejemplo anterior, la representación de T ya no puede ser reali1.ada 

en términos de proyecciones. 

En e la sección describiremos otra representación que puede ser utilizada en el 

caso general. 

D efinición 2.3 .2 Una familia espectral en un espacio de Hilbert H u una 

/1rnción E: R -1 B(H ) que t.iene las si!Juie11tes propiedades: 

(aj E(t) es una proyección 01·togonal pam cada t E R, 

(b} E(s) 5 E(t) paros 5 t (esto es< E(t)x- E(s)x,x >~O paro cada x E H) 

(c) E(t + <)x -1 E(t)x cuando < -1 o+ para cada t E R y cada z E H, 

(d) E(t)x -1 O cuando t. -1 - oc, y E(t)x -1 x cuando t -1 , paro cada x E H. 

Observación 2.3.3 (b) es equivalente a E(t)E(s) = E(s)E(t) = E(t). 
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La idea central en la definición anterior es que en vez. de las proyecciones P1, P1, ... P" 

consideremos sumas de tales proyecciones. 

Ejemplo 2.3.4 B11 el caso de dimensión finita, supongamos que (por simpli­

cidad) los valores propios A1,>.i! 1 . .. 1 >.n de un operador autoadjunto T son todos 

diferentes, y que A1 < A2 < ... < An. 

Pa ra t E R se define 

E(t) = L P1 , 

{j:A,$t} 

donde P1 es la proyección sobre Ker(A; -T). 

De la definición, se observa que el operador E(t) es la proyeccíon de H sobre 

el subespacio V. generado por todos aquellos x1 para los cuales A; .,; l .. Además, se 

tiene: 

E(>.,,) P, + ... + P,, 

e inversamente, 

p, E(>.,) 

P2 E(>.2 ) - E(>.,) 

P,, = E(>.,,) - E(>.,,_,). 

Obseí\·emos qu E(I,) es conslanLe en el intervalo j>.1 _ ,, Aj)(j = 2, .. ., n) luego 

podemos reescribir como 

P, = /;;(>,,) - E(>., - O) 

dollll >.1 - O indica 1 lim it por la ii qui rda. 
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Escribimos entonces 
n " 

x = L P;x = L (E(>.;) - E(>.; - O))x. 
j= l j = l 

Luego, 
" 

Tx = L >.;(E(>.;) - E(>.; - O))x. 
j = I 

Ejemplo 2.3.5 Sea g: (O, !) -t IR una función continua. Para cada t e R sea 

M(t) = {x E (O,!): g(x) ~ t) 

La fun ción E: R -t B(L'(O, !)) definida por E(t)f = X.,c,if define una familia 

espectral en l 2 (0, 1 ). 

2.4. Teoría Espectral de un Operador Autoadjunto Acotado 

Dado uu operador lineal autoadjunto y acotado T: H -t H , donde H es un 

espacio de Hilberl, se le puede asoci"'r una única familia espectral E(t) , la cual 

será posteriormente utilizada para obtener una representación espectral de T . 

Para definir E(t) se necesita el operador 

T; = T- >.!, 

la rafa cuadrada positiva de Tf, esto es 

IT;I = (T}.)' 1' 

y el operador 

T/ = ~(IT;I + T;). 

ll tuna<ln In parte positi"a <le T; . 

Teorema 2.4 .1 Sea H un espacio de Hilbert sobre <C . Sea T : H -t H un 

upemdor lmcal arotado y autoadjtmlo. Sea E(>.) (>. real) la pro11ección de H sobrr: 

/{ cr(T; ). E11to11ceo E(>.) es la familia espectro/ de T . 
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Demostración Ver !Kreyszig]. 

E jemplo 2.4.2 Sea P una proyección ortogonal en H . Entonces 

{ 
O para t < 01 

Ep(t) = 1
1 

- P para O$ t < ! , 

para t 2': 1 

es la familia espectral de P. 

8n particular, la fami lia espectral del operador cero es dada por 

Eo(t) = { O¡ para t <O, 
para t 2': O, 

y la familia espectral del operador identidad es 

Ei(t) = { o1 para t < 1, 
para t 2': 1 

Ejemplo 2.4.3 Sea T un operador autoadjuuto y compacto en H , sea (>.;} la 

sucesión de valores propios distintos de cero de T y {P, } la sucesión de las proyec­

ciones ortogonales sobre los subespacios l<er(T - >., ! )y P0 Ja proyección ortogonal 

sobre I<er(T ). Entonces 

para l < o! 

para t 2': O 

define la familia espectrnl de T. 

Ejemplo 2.4.4 (Operador de Multiplicación) Sea T : L'!O, 1] -> L'!O, l] 
definida por 

T(J )(x) = x f (x) . 

Ln familia pectral de T es dada por 

E(>.)/ = { ;, 
si >. < O, 

si0 $ A $ 1, 
si >. > l. 
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donde 
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g,(t) = { ~ (t) si O::; t ::; >. , 
si >. ::; t ::; l. 

Teorema 2.4.5 (Espectra l para Operadores Autoadjuntos) Sea T : H ..¡ 

H un operador lin eal acot.ado y autoadjunto. Entonces T tiene la representaci6r 

es¡Jectrol 

T= J >.dE(>.) 

do11de E(,\) es la fam1/1a espectral asociada a T. 

Demostración ''"' !Weidmamn] Theorem 7. 17, p.191. 

Eu el caso de operadores normales podemos hacer un lrabajo similar, Necesiln~ 

mos 1 sin embargo1 generalizar el concepbo de familia espectral al caso complejo como 

sigue. 

Definición 2.4.6 Sea H U1l es¡¡acio de Hilbe1·t. Una función G : e --1 B(H ) .. 

llamada una fa milia espectral compleja si e2-isten familias espectro/es reales E y F 

ta108 que 

G(t is)= E(t)F(s) = F(s)G(t) para cadas, t E R. 

Teorema 2.4.7 (Espectral para Operadores Normales) Sea H un espacio 

tle Hilbert compleJO, y sea T E B( H) un operador normal. Entone& existe exacta,. 

mente una familia espectral compleja G tal que 

T = { zdG( z). 
le 

Se llene que G(I - rs) = E( t)F( s) = F(s)E( t) paro s, 1 E R, donde E y F 

son las familias espectro.les de los o¡Jeradu1-es autoadjunto• A = (T + T• )/2 y B = 
(T - T • )/21 rup<cl1va111ent.e. 

D mo lración \"ef l\Veicl maun] Theorem 7.3 1, p.213. 
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Eje m p lo 2 .4.8 S a T un operador normal compacto en un espacio de Hilbert H 

sobre C . Sean ( .>. 1, ..\., ••• } los valores propios no cero, P1 es la proyección ortogonal 

sobre E<er (>.1 -T), >.o = O y Po la proyección ortogonal sobre I<er(T ). Entonces la 

fórmula 

G(z) = I;(P; : j E N, , Re>.; :S Rez,Im>., :S J mz} para z E C 

define uua familia espectral compleja. 

2.5. Un Ejemplo: Teorem a Espectral para Operadores Uni­

tarios 

Recordemos la siguiente 

Definición 2.5 .1 Un operador lineal acotado T · H ....¡ H , donde H es un 

espacio de Hiibert, se dice un operador unitario si Tes biyecti.vo y 1" = r-1• 

Do.do un operador unitario U, existe un operador lineal acotlado y autoadj unto 

S tal que 

a) u(S) e l-7r ,7r) 

b) U = e'5 = cos(S) + isen(S). 

Del teorema espectral p1>ra operadores autoadjunlos obtenernos: 

Teorema 2 .5.2 (Esp ectral para Op eradores U n itarios) Sea U : H ....¡ H un 

o¡Jerador unitario en. un espacio de Hilbert complejo H. Entonces existe tma familia 

espectral E(O) en l-7r, 7r) tal que 

U= 1: e'°dE(O). 

Oe mo tración (sketch) Dndo un operador unilario 1/ 1 se puede rnostrar que 

existe un operador lineal acolado y autoadjunlo S tal que u(S) e 1-"·"J y 

U = e' = cosS + isenS. 
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Por 1 Teorema 2.4.5 se tiene que 

S = J AdE(A). 

Luego, 

Para los detal les ver IKreyszig] T heorem 10.5-4, p.551. • 
3. El Caso no Acotado 

A Lravés de esta sección serán considerados operadores lineales T : D(T) --> H, 

cuyo domin io D(T) está en un espacio de Hilbert com plejo H . Admitiremos que t.al 

operador puede ser no acotado. 

Recordemos la siguiente 

Definición Sean X e Y espacios nonnados y sea T : D(T) _. Y un operndor 

lifleal con domrnio D{T) C X. Entonces T se dice un operador lineal cenudo st su 

gráfico 

G(T) = {(x,y): x E D(T) ,y = Tx} 

es cerrodo en el espacio normado X x Y. 

Ejemp lo (Operador Difer encial) Sea X = CIO, l ] y T: D(T) _. X definido 

por 

T(f) = J' 

dond D(T) es el subespacio C' [O, l]. 8 ntonces T no es acolado pero es cerrado. 

3.1. E l Adj unto de un Operador no Acotado 

811 el caso acotado, el operador T' es defin ido por 
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lo cual se pued escribir 

(a) < T x, y >=< x , y• > 
(b) y• = T ' y. 

r· exis te en H y es un operador lineal acotado con norma llT' ll = llTll· 
En el caso no acotado, deseamos también usar (a) y (b). Luego, T' se define para 

aquellos y E H para los cuales existe y • tal que (a) ,...ie para cada x E D(T) . 

Sin embargo, para. que T sea una función bien de6nida., para. ca.da y que se supone 

perten ce al dominio D(T" ) de r· , el correspondiente y• = T 'y debe ser único. Esto 

es cierto si y sólo si T es densamente de6nido, esto es, D(T) es denso en H. 

Definición 3.1.1 Sea T : D(T ) -+ H un operrulor lineal densamente defin ido 

en uri espacio de Hilbert H sobre C . Entonte.! el operador adjunto Tº : D(T) -+ H 

de T se define corno sigue: 

El dominio D(T' ) de r· consiste de todos los y E H para los cuales existe y• E H 

tal que 

< Tx , y >=< x , y' > paro cada x E D(T) . 

Pam tales y E D(T' ) el operador adjunto T" se define en l.érmiTLOS de tal y• por 

y' = Ty. 

Los teoremas espectrales en el ca.so autoadjunto y normal valen también para 

op radores nonna1es prácticamente sin variación. Por ejemplo: 

Teorema 3.1.2 (Espectral para Operadores ormales) Sea f/ un eapac10 

de Hilbert complejo y aea T un operador nonnal (no necesariamente acotado) 

E11tonte.! ut.<Lt exactamente una familia espectral compleja G tal que 

T = l zdG(z). 

Se lume que G(t + is) = E(t)F(s) = F(s)E(t) para s, t R, donde E y F 

son la. /amrlra. espectrales de los operadores autoad1untoa A = (T + T•)/ 2 y B = 
(T - T' }/21 respectivamente. 
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De m ostración ver IWeidmann] Tbeorem 7.32 , p.215. 

Eje mplo 3.1.3 (Operador Multiplicación) 

Consideremos el operador T: D(T) -4 L2 (R) definido por 

T(J)(x) = xf (x) 

donde D(T) e L2(R). 

El dominio de D(T ) consiste de todos los x E L2(R) tales que T f E L2(R) , esto 

es 1: x'I J(x)l'dx < 

Esto implica que D(T) 1' L2 (1R). Sin embargo, Tes densamente definido. 

(*) El operador de multiplicación no es acotado, es autoadjunto y no tiene valores 

propios. 

La familia espectral de T es E(t) donde t E R y 

E(t): L2 (1R)-..; L'( -oo,t) 

es la proyección de L2(R) en L2 (-oo, t) considerado como un subespacio de J}(R), 

esto es 

E(t) f(x) = { ~(x) para x < t, 
parax~t 

Ejem p lo 3.1.4 (Operador de Diferenciación ) 

Consideramos ahora el operador D: D(D) -..; L2(R) defiaido como 

D(J) =if' 

' 1 dominio D(D) de D consiste de todas las Fu nciones / E L2{R) que son absolu i.a. 

menlc continuas en cada intervalo compacLo d R y tal que f' E L2(R). 

(' ) El operador de diferenciación es densamente definido y no es acotado. Ademáb, 

O e:; nutondjunto. no licne valores propios y su pectro es R 



UNA INTRODUCCIÓN A TEORÍA ESPECTRAL DE OPERADORES 351 

3.2. El Grupo de Operadores Unit arios 

El resultado más importante de la teoría espectral de operadores en espacioo de 

Hilbert es el Teorema' de Stone. Para ver este resultado, necesitamos de la siguiente 

definición que generaliza el concepto de función exponencial a espacios de Hilbert. 

Defln.ición 3.2.1 Sea H un espacio de Hilbert. Una familia {B(t) : t E R} de 

operadorea lineales y acotados en H se llama un grupo a un parámetro si: 

B (O) = I y B(s)B(t) = B(s + t) 

El grupo a un parámetro {B(t ) : t E R} se dice fuertement.e continuo si la funci6n 

B(-)J : IR --+ H, t--+ B(t)f 

es continua para cada / E H . 

Ejemplos 3.2.2 

(1) Sea A un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H . Entonces B(t) = 

e'-" , t E R es un grupo fuertemente continuo. 

(2) Sea A un operador lineal acotado )' autoadjuuto en un espacio de Hilbert 

complejo H. Entonces S(t ) = ew, t E R, es un grupo fuertemente continuo de 

operadores unitarios, esto es S(t)S(t)" = S(t)' S(t.) = l. 

Definición 3.2.3 Sea {B(t) : t E R} un grupo /uert.emente continuo de opera­

dores en H . El operador A definido por las /6rmulas 

D(A) = (! E H : lím ~(B(t) - l)/ existe }, , .... o l 

AJ = lim ~(B(t) - I}/ paro/ E D(A) 
1-tO l 

es llamado el _qeneradur· infinitesimal de { B(t) : t E R) . 

e pued ,. r que cada grupo f-uerlemente continuo posee un generador infin ites­

imal denwn nt.e definido. 
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En lo que sigue consideraremos grupos unitarios esto es, un grupo fuertemc.nte 

continuo de operadores unitarios. 

Como una aplicación de los resultados anteriores se tiene el siguiente 

Teorem a 3 .2 .4 (St.ooe) Sea T un operado1· lineal cerrado, densamente definido 

en un espacio de Hilbert complejo H . Entonces T es el generador infinitesimal de 

un g111po de operodorea unitarios fuertemente continuo ( U(t) : t E R} si y s61o ., 

iT es autoadjuuto. Además, 

U(t ) = 1: e"'dE (s), para t = E R 

donde (E(s): s E R} es la Familia Espectral del operador - iT 

Dem ostrac ión (sketch} Si Tes el generador infin itesimal de un grupo fuert 

m nte continuo de operadores uni tar ios U( t), entonces D(T} es denso c.n H y, para 

cada f E D(T ): 

- T / = lím ~(U(- t) - I)J = lím ~(U (t)' / - /) = T' f . 
i-tO t t -+0 t 

Esto implica T = -T' y, por lo tanto, iT = (iT) ' ; Luego, iT es autoadj un to. 

luversarneate, si iT es autoadjunto, entonces D(T) es denso ea H y T = - T' . 

Luego, para cada f E D(T ) 

<Tf ,f >=< / ,T ·¡ > = - < / ,T / >= - < T / ,f >. 

Luego, Re < Tf,f > = O para cada f E D(A) . Esto prueba que T es disipa tivo 

(por definición). a que T = - T', también se tiene que Re < T ' / , f > = O para 

cada f E D(T') = D(T). Luego, T ' es tam bién disipativo. 

Conduim06 que T y T ' son los generadores in finitesimales de semigrup06 fuerte­

rnent continuos U+(I} y U_(t.) respectivamente, tales que llU+(t)IJ :S 1 y llU- (t) ll $ 

1 (ver !Pazyl Corollary 4..1 p.15 ). S defi ne 

U( t) = { U+(t), si t 2: O 
u_(t), si t :s; o 
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Bnto n es U(t) es un grupo y, ya que U(t)- 1 = U(-t), JIU(t)ll S 1, llU(-t)ll S 1, se 

puede concluir que U(t) es un grupo de operadores uoilllrios. 

Finalmente, deJ teorema 2.5.2 observamos que 

U(t) =l .. e'"dE(s). 

• 
Ej emplo 3.2.5 Sea {U(t) : t E IR) un grupo de operadores uni tario fuert mente 

continuo, y sea iT su generador infini tesimal. Entonces el problema con valor 

iniciales 
1 d 
idtu(t) = Tu(t), u(O) = f 

tien una única solución para cada f E D(T ) y la solución es 

u(t) = U(t)f. 

E11 vista del Teorema 3.2.4 e..x.iste una relación biunívoca ntre una clase im­

portante de operadores, por una parle, y grupos unila.rios por otra. Un análisis en 

profundidad de ésta última Teoría se puede hallar en (Pazy) o bien , el reciente t to 

IBugel- agel). 
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