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Resumen: Este artfculo muestra, a través de un ejemplo simple y cotidiano, la
deduccién del modelo matemdtico para la distribucién hipergeométrica.

1 Introduccion

Un curso de 2° Medio tiene 25 alumnos, de los cuales 10 son mujeres y 15 son
hombres. Se realiza un experimento que consiste en elegir (al azar) 5 alumnos,
para representar al curso en un acto del Colegio. Para efectuar la eleccién, se
numeran 25 pelotitas desde 1 hasta 25, y se echan a una bolsa no transparente. Se
escogen cinco pelotitas desde la bolsa (pueden sacarse las cinco al mismo tiempo
0 sacar una primero, luego la segunda, sin devolver la primera, después la tercera,
sin devolver las anteriores, etc). Esta ltima modalidad es la que adoptamos. El
nimero escogido, corresponde al alumno que lleva ese niimero en la lista del curso.
Diremos que ocurrié un éxito si el nimero escogido corresponde a una alumna mujer,
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en caso contrario, es decir, si el mimero escogido corresponde a un alumno hombre,
diremos que ocurrié un fracaso. Se desea responder preguntas tales como: ;cudl es
la probabilidad de elegir tres alumnas mujeres y dos alumnos hombres?, o jcudl es
la probabilidad de elegir s6lo alumnas mujeres?, o jcudl es la probabilidad de elegir

a lo menos un alumno hombre?.

2 Modelo Matematico Asociado al Experimento

En primera instancia, conozcamos la lista del curso.

Lista de Curso

Cisterna, Antonia 10. Lagos, Andrés 19. Toro, Francisco

14

2. Contreras, José 11. Meléndez, Gladys 20. Torres, Pamela

3. Diez, Mario 12. Méndez, Carlos 21. Valdés, Julio

4. Duarte, Juana 13. Morales, Andrea  22. Vallejos, Vanessa
5. Fuentes, Erwin 14. Muiioz, Carlos 23. Villarroel, Gonzalo
6. Gélvez, Claudio  15. Navarrete, Victor ~24. Zamora, Miguel

7. Gorostiza, Marfa  16. Orellana, Natacha 25. Zamorano, Patricia
8. Gonzdlez, Rosario 17. Péez, Enzo

9. Gutiérrez, Fabidn 18. Romero, Daniel

Segiin la lista de curso, las alumnas mujeres corresponden a los niimeros 1, 4, 7,8,
11, 13, 16, 20, 22, 25 y los alumnos hombres a los niimeros 2, 3, 5, 6, 9, 10, 12, 14,
15, 17, 18, 19, 21, 23 y 24. Por ejemplo, si en la primera pelotita sale el 8, en la
segunda 21, en la tercera 5, en la cuarta 24 y en la iltima pelotita sale 2, significa
que hemos elegido a los alumnos Rosario, Julio, Erwin, Miguel y José. Si en cambio

las pelotitas elegidas fuesen

segunda pelotita: 4 tercera pelotita: 2

primera pelotita: 17
quinta pelotita: 22

cuarta pelotita: 10
entonces, los alumnos escogidos serfan: Enzo, Juana, José, Andrés y Vanessa.

Notar que en el primer caso se obtuvieron cuatro hombres (4 fracasos) y una mujer
(1 éxito), mientras que en el segundo caso fueron tres hombres (3 fracasos) y dog

e A

mujeres (2 éxitos).
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1 Si repetimos 7 veces el experimento, es decir, sacar 5 pelotitas desde la bolsa con
\ 25, entonces un posible resultado serfa:
i Una vez salieron cero mujeres y cinco hombres.
:  Dos veces salieron una mujer y cuatro hombres.
Dos veces salieron dos mujeres y tres hombres.
Una vez salieron tres mujeres y dos hombres.
Una vez salieron cuatro mujeres y un hombre.
[' Ninguna vez salieron cinco mujeres y cero hombres.

Pelotita
et 38 4% 5% total mujeres  total hombres
Repeticién (n° total (n® total
de éxitos) de fracasos)
1e F a7 1 9 19 2 3
28 15 9 22 (T 16 3 2
3¢ 1alEp) 3 13 6 2 3
4 8 12 21 3 9 1 4
5 21 12 14 21117 0 5
6° 8 20 22 5 13 4 1
™ 24 15 11 95 A7 1 4
Resumiendo
»" de vecm n” de veces n” de veces n® de veces u* de veoen n” de veces n” de veces

e we smonron | que salleron [ que salieron | que salieron | gee salieron | que salieron | que salieron

3 prlotitas 0 mujer 1 mujer 2 mujeres | 3 mujeres 4 mujeres 5 mujores
de e 28 y & hombrea | y 4 hombres | y 3 hombees | y 3 hombres | y 1 hombre | y 0 hombres
T 1 2 2 1 1 0
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Podriamos decir, entonces, que el nimero de éxitos que obtenemos al sacar 5 peloti-
tas desde la bolsa con 25 depende del azar. ;Existird algin patrén que siga la
proporcién de éxitos que resultan después de realizar el experi to 10 veces, 50
veces, 300 veces, o un “gran niimero”de veces?. Esta proporcién (que dependeré del
azar) se modelard matematicamente, por este motivo relizaremos “muchas repeti-
ciones del experimento”, es decir, sacar 5 pelotitas desde la bolsa con 25. Como
repetir el experimento , por ejemplo, 1000 veces es un poco lento y engorroso, simu-
laremos en el computador la extraccién de las 5 pelotitas desde la bolsa con 25. La
tabla siguiente muestra los resultados obtenidos en una simulacién.

Columna uno: indica el niimero de veces que se repite el experimento.

Columna dos: indica el mimero de veces que salieron cero mujeres (0 éxito) y cinco
hombres (5 fracasos), al repetir el experimento la cantidad de veces que indica la
columna uno.

Columna tres: indica el nimero de veces que salieron una mujer (1 éxito) y cuatro
hombres (4 fracasos), al repetir el experimento la cantidad de veces que indica la
columna uno.

Columna cuatro: indica el niimero de veces que salieron dos mujeres (2 éxitos) y
tres hombres (3 fracasos), al repetir el experimento la cantidad de veces que indica
la columna uno.

Columna cinco: indica el niimero de veces que salieron tres mujeres (3 éxitos) y
dos hombres (2 fracasos), al repetir el experimento la cantidad de veces que indica
la columna uno.

Columna seis: indica el mimero de veces que salieron cuatro mujeres (4 éxitos) y
un hombre (1 fracaso), al repetir el experimento la cantidad de veces que indica la
columna uno.

Columna siete: indica el niimero de veces que salieron cinco mujeres (5 éxitos) y
cero hombres (0 fracaso), al repetir el experimento la cantidad de veces que indica
la columna uno.

Columna ocho: indica la funcién, columna 2 dividida por columna 1, que anotamos
fo, ¥ que llamamos frecuencia relativa de cero éxitos.

Columna nueve: indica la funcién, columna 3 dividida por columna 1, que anota-
mos f,, se llama frecuencia relativa de un éxito.

Andlogamente, se definen las columnas diez, once y doce.

A
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versus fo (respectivamente, fi, fa, fs, fu ¥ fo)-

Los grificos siguientes muestran el nlimero de veces que se repite el experimento
1 -

fo

143
2530
Tl T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 GOOO 7000 8000 9000 10004° 9* repsticiones
1 -
fr
850 _’\w
2530
T T T
0 1000 2000 3000

T T T T 1 T
4000 5000 6000 7000 8000 9000 10004° 9 repeticiones

fa

o

1 T 1 T T T T T T |5
1000 2000 3000 4000 5000 GOOO 7000 8000 9000 1000H" @ repeticones
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De los gréficos anteriores podemos observar que mientras aumenta el nimero de
repeticiones del experimento, las frecuencias relativas cambian “muy poco”, obtenién-
dose que: fj es cercano a 0.05652; f; “cercano” a 0.25692; f, “cercano” a 0.38538;
fs “cercanco” a 0.23715; f; “cercanc” a 0.05929 y f; “cercano” a 0.00474. Ademds,
al simular nuevamente las sacadas de & pelotitas desde la bolsa, las columnas 2,
3,4 y 5, de la tabla anterior, probablemente cambiardn, pero, a medida que crece
el mimero de repeticiones del experimento; las frecuencias relativas fo, fi, fa, f3,
[+ ¥ fs son cercanas, nuevamente, a 0.05652, 0.25692, 0.38538, 0.23715, 0.05929 y

0.00474, respectivamente.

Por otra parte, el coeficiente binomial (el cudl se deduce intuitivamente en (3]) se

define, para todon > 1 y todo 0 < k < n, por

e

de donde se obtienen los siguientes resultados:

2R\ 25 |
5 ~ 5120!
0y _ 1
1 L]
( TOR\ 10!
3 ~ 3
( 10) _ 10!
5 ) " &5
(15 . 1!
1 ~ 114!
(15 ¢l
3 ~ 32!
(15 _ 18!
5 ~ 30!

_21.22.23.24.25 (10 _ 100 _
B AN 0 /) o010
10 100 9-10
‘10(2 )‘ﬁ'1
_8:9:10/10) _ 10! 7-8-9-10
T AR\ )T G T R
_ 80789104 UB AT bl £ 0
= hgachE /) T e
15 15!  14-15
=15<2 )“2!1'_ )
_13:14:15 /15 _ 15! 12-13-14-15
& SIS dv/e Nl s 102345

11121314 -15
1:2°3:4:5
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y por tanto,

(10 15) 1012131415
O/ o0 P T12°3 5
(25) 1-22-93-24-
5 T92-8%4%5

_11-12-13-14-15

T 21-22-23-24-25

— 0.05652173913043,
(10)(15) 10, 12:13-14-15
RS/ 2h)/ 5 1.2.3.4
2% 91-92.93-24- 95
( 5) g 845

10-12-13-14-15
21-22-23-24:25

= 0.2569169960474,

(10)(15) 9.10 13-14-15
% 91.99-93-24.
(5) 1.2:3:4:5

0. 8°10:13:14.15
2122232425

= 0.3853754940711,

(1°)<15) 8-9-10 14-15
N ST )
925 1.22-23-24-25
(5) 12345
10, 8:9:10-14:15
21.92-23- 242

= 0.2371541501976,
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7-8-9-10-15

=5 31 23.23.21.%

= 0.05928853754941,

T 21-22-23-24-25

= 0.004743083003953.

Estos resultados motivan el siguiente modelo matemético.

Si denotamos por pg a la probabilidad de que ninguna alumna mujer salga al escoger
a b alumnos desde los 25 del curso (probabilidad de cero éxito), entonces definimos:

10 15
()
o= 2% .
(%)
Se puede verificar, después de un poco de trabajo, que el numerador de po cor-
responde al nimero de maneras en que pueden escogerse 5 alumnos hombres del
total de 15 hombres del curso, y el denominador resulta ser el niimero de maneras

en que 5 alumnos pueden escogerse del total de 25 del curso (sin distinguir sexo
necesariamente).

Si ahora llamamos p; a la probabilidad de que salga una mujer y 4 al

hombres, al escoger 5 alumnos de los 25 del curso (probabilidad de un éxito y cuatro

(T
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En este caso, también se puede verificar que el numerador de p; corresponde al
nimero de maneras en que puede escogerse a una alumna mujer, del total de 10
mujeres del curso y 4 alumnos hombres del total de 15 alumnos de este sexo.

Finalmente, llamando py; k = 2,3,4, 5, a la probabilidad de que salgan k alumnas
mujeres ¥ 5 — k alumnos hombres, al escoger 5 alumnos desde los 25 del curso
(probabilidad de k éxitos y 6 — k fracasos), entonces definimos:

para k € {2,3,4,5}, o sea




_ \
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Notar que pg +py + pa+ps +ps+ps = 1.

También aqui, es posible verificar que el numerador de py corresponde al nimero
de maneras en que pueden escogerse k alumnas mujeres del total de 10 mujeres del
curso y 5 — k alumnos hombres del total de 15 hombres del curso.

Las probabilidades antes definidas también podrian escribirse como:

n° de mujeres del curso n° de hombres del curso

n° de mujeres escogidas n® de hombrés escogidos

n° de alumnos del curso

n? de alumnos escogidos

El resultado de escoger 5 alumnos desde el total de 25 del curso, puede verse como
en el siguiente drbol. El simbolo F' significa que ocurrié fracaso y el stmbolo £ que
ocurrié éxito.
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Este drbol tiene 32 ramas, cumpliéndose que:
Sélo en una rama ocurren 0 éxitos y 5 fracasos
En cinco ramas ocurren 1 éxito y 4 fracasos
En diez ramas ocurren 2 éxitos y 3 fracasos
En diez ramas ocurren 3 éxitos y 2 fracasos
En cinco ramas ocurren 4 éxitos y 1 fracaso

En una rama ocurren 5 éxitos y 0 fracaso

. Cudl serd la probabilidad de cualquiera de las ramas? Por ejemplo, consid
eremos la rama

e

La probabilidad de que ocurra fracaso en la sacada de la primera pelotita, es
decir, escoger un alumno hombre en la sacada de la primera pelotita, es %%,
pues en este instante se tienen en la bolsa 15 pelotitas que indican alumnc
hombre (casos favorables) y 10 que indican alumna mujer. Luego, el total de
pelotitas en la bolsa son 25 (casos totales).

La probabilidad de que ocurra éxito en la segunda extraccién, es decir, escoger
una alumna mujer en la sacada de la segunda pelotita, es 3, pues antes de
retirarla, se tienen en la urna 10 pelotitas que indican alumna mujer (casos
favorables) y 14 que indican alumno hombre, ya que la primera pelotita sacada
representaba alumno hombre (luego quedaron 10 mujeres y 14 hombres). Por
tanto, el total de pelotitas en la bolsa, en este instante, son 24 (casos totales).
La probabilidad de que ocurra éxito en la tercera extracion, es decir, escoger
una alumna mujer en la sacada de la tercera pelotita, es ,’-,- pues antes de
retirarla, se tiene en la bolsa 9 pelotitas que indican alumna mujer (casos

(T
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favorables) y 14 que indican alumno hombre, ya que Ja primera pelotita sacada
representaba alumno hombre y la segunda representaba alumna mujer (luego
quedaron 9 mujeres y 14 hombres). En consecuencia, el total de pelotitas en
la bolsa, en este instante, son 23 (casos totales).

La probabilidad de que ocurra éxito en la cuarta extraccién, es decir, escoger
una alumna mujer en la sacada de la cuarta pelotita, es &5, pues antes de
retirarla, se tienen en la bolsa 8 pelotitas que indican alumna mujer (casos
favorables) y 14 que indican alumno hombre. Las tres pelotitas sacadas ante-
riormente representaban a un alumno hombre y dos alumnas mujeres, luego
quedaron 8 mujeres y 14 hombres, es decir, el total de pelotitas en la urna en
este instante son 22 (casos totales).

Finalmente, la probabilidad de que ocurra fracaso en la quinta pelotita, es
decir, escoger un alumno hombre en la sacada de la quinta pelotita, es ﬁ
pues antes de retirarla, se tienen en la bolsa 14 pelotitas que indican alumno
hombre (casos favorables) y 7 pelotitas que indican alumna mujer. Las cuatro
pelotitas sacadas anteriormente representaban a un alumno hombre (luego
quedaron 14 hombres) y tres alumnas mujeres (luego quedaron 7 mujeres). O
sea, el total de pelotitas en la bolsa, en este instante, son 21 (casos totales).

Por lo tanto, la probabilidad de la rama.

® © ®

5 100 9 8 14
os e, P TR el
5 24 23 22 21

»

En la figura siguiente se muestran estas probabilidades como diagrama de

drbol.
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S6lo en una rama ocurren 0 éxitos y 5 fracasos, y esta rama tiene probabilidad

( 10 ) ( 15 )
A0 5
0 Jus
5
En cinco ramas ocurren 1 éxito y 4 fracasos y cada rama tiene la misma
probabilidad, ésta es,

15 14 13 12 10 10-12-13-14-15

Entonces, la probabilidad de obtener 1 éxito y 4 fracasos serd

(¥)(%)
g 100025131416 1 1

°91.92.23.24-2% (25)

b

En diez ramas ocurren 2 éxitos y 3 fracasos y cada rama tiene la misma
probabilidad, ésta es,

15 10 14 13 9 9-10-13-14-15

Entonces, la probabilidad de obtener 2 éxitos y 3 fracasos serd

( ; )(] )
. . »14 .15 2 3

"21.22-23-24-25 (-za) L

b
En diez ramas ocurren 3 éxitos y 2 fracasos y cada rama tiene la misma
probabilidad, ésta es,
10 0 149 8 8-9-10-14-15
212

224 23 2°21

2-23-24-25°

129
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Entonces, la probabilidad de obtener 3 éxitos y 2 fracasos serd

(IO)(IS)
8:9-10-14:15 3 2

9122232425 (25)
5

10

En cinco ramas ocurren 4 éxitos y 1 fracaso y cada rama tiene la misma
probabilidad, ésta es,

1001 B T 7-8-9-10-15

25 24 23 22 21 21-22.23-24-25

Entonces, la probabilidad de obtener 4 éxitos y 1 fracaso serd

(10)(15)
7:8:9.10.15 _\ 4 1

° 91.22:23.24-25 (25)
5

Finalmente, s6lo en una rama ocurren 5 éxitos y 0 fracaso, y esta rama tiene
probabilidad

(5)(5)
10794 8 T3 .48 6-7-8-9-10 5 0

2 24 23 22 205 21922°23-24°25 (25)

5

Observacién: Si modificisemos el experimento y permitiéramos que la peloti-
ta extraida de la bolsa se repusiera en ella, entonces, la probabilidad de tener
éxito en cualquiera de las 5 extracciones de la pelotita seria la misma, % = 2,
puesto que en todo instante la bolsa tendria 10 pelotites que indican alumna
mujer v 15 que indican alumno hombre. Por lo tanto, el experimento modifi-
cado sigue un esquema Bernoulli con pardmetros (5, 7). Asi, la probabilidad
de obtener & éxitos, con k € {0,1,2,3,4,5}, serfa:

(T
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b (5, E;O) = 0.07776 b (5, 2;3) = 0.2304
5

b(s.?.l) = 0.2502 b(5,3,4) = 0.0768
b 9
b (5, g;?) = (0.3456 b (5, §:5) = 0.01024

El Esquema Bernoulli y sus implicaciones pueden consultarse en (1], (2] o [3].
Como en el experimento primario la probabilidad de obtener k éxitos era:

po = 0.05652173913043 ps = 0.2371541501976
Py = 0.2569169960474 ps = 0.05928853754941

p2 = 0.3863754910711 ps = 0.004743083003953,

entonces, la probabilidad de obtener & éxitos cuando se extraen § pelotitas de
una bolsa con 25, y la pelotita no se regresa a la bolsa, es “parecida”, pero no
igual, a la probabilidad que se obtiene cuando la pelotita se regresa a la bolsa.

3 El Modelo General

La eleccion, al azar, de 5 alumnos en un curso de 25 y el hecho de considerar
como éxito la salida de una mujer, es una manera simple de introducir la
llamada distribucién hipergeométrica. Se tienen N objetos cualquiera, los
cuales pueden clasificarse en dos tipos, digamos tipo I y tipo II. Se sabe que
hay M objetos del tipo I y por tanto N — M del tipo II. Se retiran, sin
reposicion, r objetos al azar (se dice que se toma una muestra de tamano r).
Suponiendo que M < N, r < M y llamando py a la probabilidad de obtener
exactamente & objetos del tipo I (éxitos) y r — k del tipo II (fracasos) en la
muestra, se define,
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M N-M
& r—k l
=
N
)

n° de objetos tipo [ n® de objetos tipo II
u® de objetos tipo I en la muestra n° de objetos tipo II en la muestra

< n° total de objetos )

tamaio de la muestra

A este modelo se le conoce como distribucién hipergeométrica de pardmetros
(N, M,r).
Ejemplos:
1. Se sabe, por experiencia, que un paquete de semillas contiene 80% de
semillas buenas y 20% de semillas malas. Si un paquete contiene 20 semillas
y se eligen al azar 3 semillas del paquete.

a) ,Cudl es la probabilidad de que las 3 semillas sean malas?

b) ;/Cudl es la probabilidad de que al menos una semilla sea mala?

¢) ;Cudl es la probabilidad de que a lo mds un tercio de las semillas escogidas

sean malas?
Solucién:
Nimero de objetos (semillas) N=20
Nimero de objetos tipo I (semillas malas) M=4

Nimero de objetos tipo I (semillas buenas) N — M = 16

Tamano de la muestra r=3

T 4
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a) La probabilidad que desea calcular es py.

Blepg e oy

™ 20 = 18-19-20 285’
3 1-2-3

b) La probabilidad buscada es p; + pa + py, como

Ptptp+tp=1,

entonces,
prtpm+ps=1-po
(4)(135) 14-15-16
0 1-2- 28
=—m_'m='5—7’
(3) 1-2-3
0 sea,
AL RN N
L T

¢) Como un tercio de 3 es 1, entonces se pide calcular py + p;. Pero,

e
L AN 4 T

PLE 20 - 18-19-20 ~ 19
(3) 1-2-3

0 sea,

2. Consideremos un lote de articulos de alguna especie. Supongamos que un
articulo cualquiera puede ser puesto a prueba y como resultado, clasificado
como bien ajustado a las especificaciones que debe satisfacer el artfculo (no
defectuoso) o bien, que no se ajusta a éstas (defectuoso). Se toma una muestra
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al azar, desde el lote, y se testea cada articulo en la muestra; entonces, para
un cierto nivel de tolerancia, el lote es aceptado si el nimero de articulos
defectuosos en la muestra es menor o igual a este nivel, y se rechaza el lote si
el nimero de articulos defectuosos lo excede. Se tiene un lote de 100 articulos,
de los cuales 15 son defectuosos (pero no se sabe cuales 15). Una muestra de
tamafio 10 es seleccionada aleatoriamente del lote. Se desea encontrar el nivel

de tolerancia, de modo que, con probabilidad superior a 0.8 aceptemaos el lote.
Solucién:

Ntmero de objetos (articulos) N = 100
Nimero de objetos tipo I (articulos defectuosos) M =15
Nimero de objetos tipo II (articulos no defectuosos) N — M = 85

Tamafio de la muestra 7 = 10:

Sea c el nivel de tolerancia para el lote; entonces, se pide encontrar el menor
valor ¢ de modo que la probabilidad de que el nimero de articulos en la muestra
sea menor o igual a ¢, supere 0.8. Es decir, hallar ¢ tal que po+p1+...+p, > 0.8.

(2) (%)

pp =—~——2 7 —0.1808,

(%)
($)(%)

= ——F"———— =0.3568
Y4t 100 )
10
( 15 > < 85 >
2 8
pp = ——————— =0.2919,

()

Como,

entonces,




CONOCIENDO LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Po + p1 + p2 = 0.8295.

Por lo tanto, el nivel de tolerancia es ¢ = 2.
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