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ABSTRACT

El concepto de atractor global se ha convemdo en una herramxenta
muy util para el estudio del comportami otico de las
diferenciales auténomas durante las tdltimas tres décadas. Sin embargo,
la correspondi generalizacién al marco no 6 ha sido realizad
muy recientemente. En este trabajo vamos a describir las ideas basicas que
han motivado la aparicién de este concepto, prestando especial atencién a
la compa.raclén con los resultados clasicos de la teoria de atractores para
En particular, explicaremos cémo puede
justificarse que el atractor pullback (o no auténomo) es una buena genera-
lizacién del concepto analogo del caso auténomo, y resaltaremos algunas de
sus propiedades. Algunos ejemplos y gréficas ilustraran nuestro trabajo.

1 Introduccién: modelos de sistemas diferenciales

Es bien conocido que las Matematicas vienen siendo utilizadas como una herra-
mienta muy potente en el estudio de multiples fenémenos naturales que apare-
cen en diversas ramas de la Ciencia durante los ltimos cientos de afios. En los
dos tltimos siglos, y més concretamente en el ultimo de ellos, hemos asistido a
un espectacular desarrollo de uno de los principales campos dentro de las Ma-
tematicas para describir el comportamiento de fenémenos reales: la Teoria de
los Sistemas Diferenciales. Hoy dia, se cuentan por cientos de miles los traba-
jos de investigacion sobre este tema, en los cuales se ven también involucrados
cientos de publicaciones internacionales y miles de investigadores.
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S que ti un si diferencial

dz(t)

o = F(a(t), =(t) €R", teR, )

que representa, algunas veces en una forma simplificada, algiin fenémeno real.
La primera condicién que hemos de asumir es que se verifique unicidad de so-
luciones para el sistema (1), pues en caso contrario tendriamos que comenzar a
pensar si nuestro modelo es sensato o no. Uno de los principales objetivos pa-
ra construir un modelo es el poder predecir el comportamiento del fenémeno,
es decir, confiamos en que con nuestro sistema de ecuaciones seremos capa-
ces de conocer la estructura basica del fenémeno, de manera que podremos
conocer sobre su dindmica simplemente resolviendo el sistema. M4s atin, en
muchas situaciones no estaremos interesados en el futuro inmediato, sino en
todo el futuro del sistema. En este ultimo caso estudiaremos el comporta-
miento asintdtico del sistema cuando el tiempo ¢ crece hacia +oco. Notemos
la potencia e interés de esta idea: si el modelo es correcto y si tenemos herra-:
mientas apropiadas para el analisis asintético del sistema, podriamos ir desde
las Matematicas hasta el futuro real del fenémeno.

A titulo de ejemplo, consideremos el sistema clésico de tipo Lotka-Volterra
para las especies (u,v)

{ﬂ:u(/\—au~bv) @

v =v(p — cv — du)

donde a,b,c,d > 0. El par (u(t),v(t)) representa la densidad de dos espe-
cies biolégicas en un cierto habitat. Los términos Au, uv hacen referencia al
crecimiento positivo (exponencial) de las especies, que es roto por el proceso
de competicién intrinseco entre las mismas especies (términos —au? para la
primera de ellas y —cv? para la segunda) y por la competicién entre ambas
(términos —buv, —duv respectivamente). Por lo tanto, la resolucién de este
problema va a proporcionarnos informacién sobre la dindmica de las dos es-
pecies. Por supuesto, este ejemplo podria extenderse para cubrir el caso de
N especies. El estudio del comportamiento asintético de este sistema depen-
diente de los pardmetros introducidos se lleva a cabo para predecir las futuras
situaciones de las especies en competicién y, en estos momentos, se puede
entender casi totalmente (cf., por ejemplo, Murray [22]).

Observemos que nos interesamos por la evolucién en el tiempo de las so-
luciones de nuestro problema. En concreto, nos interesa el comportamiento
limite de éstas. El concepto de atractor global se ha convertido en una de
las herramientas bdsicas para esta clase de andlisis durante las 1ltimas tres
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décadas. Grosso modo, un atractor es un conjunto compacto hacia el que to-
das las soluciones del sistema se aproximan cuando el tiempo se hace grande.
No obstante, importantes cambios se producen en la dindmica cuando apa-
recen en las ecuaciones del modelo algunos términos con dependencia explicita
del tiempo. En efecto, si consideramos por ejemplo
{ = u(X — a(t)u — bv) ®)

v =v(p— cv —du),

con a(t) € C°(R), notemos que cuando movemos el tiempo en las soluciones,
estamos cambiando también la influencia del coeficiente de competicién in-
trinseco a(t) sobre la especie representada por u, la cual se encuentra también
acoplada con la otra especie v. Si deseamos utilizar los resultados conocidos so-
bre (2) en el estudio de (3), habrfamos de considerar una familia de problemas
como (2) con distintos coeficientes a para cada instante de tiempo, haciendo
el estudio considerablemente més complejo en algunos casos (cf. Chepyzhov
& Vishik (7] o Kloeden & Schmalfuss [15]).

En este trabajo describiremos el concepto de atractor no auténomo o pu-
llback y algunas de sus propiedades. Trataremos de explicar las razones que
justifican el que este concepto se haya convertido en una de las herramientas
bésicas para el estudio del comportamiento asintético de los sistemas dife-
renciales no auténomos. Nuestra intencién es, al mismo tiempo, motivar y
explicar las ideas que hacen de este concepto algo sensato comparandolo con
la teoria clasica de atractores globales que esquematizaremos en la Seccién
2. Matemdticamente, no profundizaremos demasiado, sino que hemos pre-
ferido escoger algunos ejemplos simples y algunas ilustraciones para explicar
las principales ideas. En la Seccién 3 introduciremos el concepto de sistema
dindmico para ecuaciones diferenciales no auténomas. El concepto de atractor
no auténomo y sus propiedades los describiremos en la Seccién 4. Finalmente,
algunos comentarios y conclusiones se incluyen en la tltima Seccién.

2 Atractores de sistemas dindmicos

2.1 EIl concepto de atractor global

En muchas situaciones reales suele tener lugar algin tipo de disipacién de,
por ejemplo, energia, cuando el tiempo pasa. Esto, entre otras cosas, implica
que el valor de ciertas variables no puede hacerse tan grande como se quiera,
es decir, no pueden explotar en tiempo finito. En otras palabras, y de forma
matematica, se puede decir que existe una cota superior para la solucién del
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sistema, uniformemente en tiempo, para valores grandes de ¢. El concepto
ico de disipacién estd inti unido al to de absorcidn:

Definicién 1 Se dice que un conjunto acotado B C R" es absorbente para
el problema (1) si, dado lquier otro conjunt tado D C R", eziste un
tiempo T'(D) (que puede depender del conjunto D) tal que

z(t;20) € B, para todo t > T(D), y todo zo € D,

donde z(t; 7o) denota la solucidn de (1) que pasa por To en el instante t = 0.

o Ty

(e

time Ty TCe)

Figura 1: Conjunto acotado B C R que absorbe soluciones del sistema (1) que
comienzan en ug, vy

En la Figura 1 representamos la idea de la existencia de un conjunto absor-
bente. Notemos que si la funcién z(-) es continua, podemos obtener acotacién
uniforme para todos los instantes ¢ € R*, uniformemente en cada acotado
de R™. Ademads, debemos resaltar la importancia de esta propiedad, ya que
confina todo el comportamiento relevante del sistema al que tiene lugar dentro
de un conjunto acotado fijo B, puesto que el tiempo de transicién hasta 7'(D)
puede considerarse como no muy interesante para el estudio de todo el futuro
del sistema. De esta forma, los sistemas disipativos admiten una simplifica-
cién crucial en su comportamiento asintético. Pero, por otra parte, todavia
disponemos de poca informacién sobre la dindmica del fenémeno, pues dentro
del conjunto B ésta puede ser todavia bastante irregular e incluso caética. En
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efecto, existen algunos modelos muy simples que muestran una dindmica muy
rica y compleja (cf. Glendinning [10]), incluyendo comportamientos caéticos,
es decir, una muy ible dependencia de las condici iniciales que hacen
la prediccién del futuro casi imposible.

Hace ya mds de treinta afios se introdujo el concepto de atractor global,
proporcionando algo mas de luz a estos problemas. Un atractor global A es
un conjunto compacto que se encuentra dentro del conjunto absorbente B,
en general, mucho mas pequefio que B, y que describe el comportamiento
asint6tico de las soluciones de una manera mucho mas precisa.

Definicién 2 Se dice que A C R" es el atractor global asociado al sistema
(1) si satisface las siguient dici 7

9

i) A es compacto

ii) z(t;A) = A, para todo t € R, donde z(t; A) = U,c 4 2(t; 0).

iii)
llim dist(z(t; D), A) = 0, para todo acotado D C R",
—+00

donde ‘dist’ denota la idistancia de Hausdorff en R definida para
C,K C R™, como

i = sup inf |c—k|.
dist(C, D) iggkngk |

Nota 3 Observemos que esta semidistancia se puede definir en un espacio
métrico (X,d) de forma andloga, i.e. dist(C, D) = sup cc infrex d(c, k).

Analicemos brevemente las tres propiedades de la definicién de atractor
global. El apartado i) significa que el atractor es completo, esto es, podemos
extraer subsucesiones convergentes de cada sucesion en A. Esto es realmente
fuerte e interesante cuando A es un subconjunto de un espacio de dimensién
infinita (cf. Temam [27], Hale [12]). La propiedad iii) significa que todo
el comportamiento asint6tico del sistema tiene lugar cerca de A, y no sélo
dentro de B como en la propiedad de absorcién. Finalmente, la propiedad
ii) es determinante ya que dice que toda la dindmica sobre el atractor A es
invariante, i.e. A trabaja como un objeto dindmico independiente.

Todas estas ideas son méds comunmente escritas dentro del marco de los
sistemas dindmicos(cf. entre otros, Hale [12], Temam [27], Guckenheimer &
Holmes (11}, Babin & Vishik [2]):
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Definicién 4 Se dice que la aplicacién S : R x R® — R" es un sistema
e iedad

dindmico si se satisf las sig prop
i) S(t) : R®™ = R" es continua para todo t € R*.

ii) S(0)z = z, para todo © € R™.

iii) S(t + s)z = S(t)S(s)z, para todos t,s € R*, z € R™.

Resulta obvio que si definimos S(¢)z¢ = z(t; zo), entonces S es un sistema
dindmico asociado a (1). Notemos que los conceptos de invarianza, absorcién
y atraccién se pueden escribir facilmente en términos del sistema dindmico S.
A titulo de ejemplo, la propiedad iii) de la definicién de atractor global se
convierte en

lim_dist(S(t)D, A) = 0, para todo acotado D C R" y S(t)D = dLJD S(t)d.
{3

2.2 Estructura del atractor y dindmica en él

De la definicién de atractor global resulta claro que todo el comportamiento
asintético del sistema se produce cerca de este conjunto. Pero esta dindmica
puede llegar a ser extremadamente compleja, incluso totalmente caética. Asi,
toda la informacién sobre la estructura geométrica de los atractores llega a ser
crucial junto con las propiedades de estabilidad e inestabilidad de subconjuntos
especiales del mismo.

Consideremos el problema (2) en ausencia de una de las especies, por
ejemplo, v = 0. De esta manera, el modelo para la componente u queda
descrito por la ecuacién logistica

o = Au— au®. (4)
Observemos que, si fijamos un dato inicial u(0) = ug, la ecuacién puede resol-
verser de forma explicita y podemos conocer su tnica solucién

et

uw(tiw) = T—F—a>0
ki

que estd siempre bien definida para valores grandes de ¢. Asi, cuando A < 0,

lim¢— +o0 u(t;ug) = 0, mientras que para A > 0, limy 400 u(t;ug) = Aa.

Notemos que las funciones {0} y {A/a} son soluciones de (4) y determinan el

comportamiento limite del sistema; ademds son también invariantes respecto
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del correspondiente semigrupo S(t)ug = u(t;uo), es decir, S(t)0 =0, S(t)% =
é, para todo t € R*. Por otra parte, observemos el importante cambio que
se produce en la dindmica cuando el valor del pardmetro A cruza el valor
A = 0. Para valores negativos de ), el atractor global es el conjunto {0}, y se
verifica que es globalmente asintéticamente estable; para valores positivos de
A, {0} pierde su propiedad de estabilidad y es ahora la solucién A/a la que
pasa a ser un conjunto invariante y globalmente asintéticamente estable, con
lo que el atractor es ahora el intervalo [0,\/a]. Esto se suele conocer en la
literatura como bifurcacidn transcritica (cf. por ejemplo, Glendinning [10]) y
se encuentra esquematizada en la Figura 2.

u u=%/a

Figura 2: Bifurcacién transcritica en A = 0. La estabilidad global asint6tica
de la solucién nula es transferida al punto estacionario {\/a}.

En este ejemplo aparecen algunos de los conceptos basicos para el estudio
de la estructura de los atractores.

Definicién 5 Se dice que el punto zp € R™ es estacionario (o fijo) para la
ecuacion (1) si, para todo t € R* se tiene que

z(t;20) = zo.
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Definicién 6 Sea J C R" un conjunto estrictamente invariante para el se-
migrupo S asociado al sistema (1). Se dice que J es globalmente atrayente si,
para todo zg € R" se verifica que

t_ljinw dist(S(t)zg, J) = 0.

Diremos que es globalmente asintéti te estable si es globalmente atrayente
y estable.
Nota 7 Resaltemos que todo conjunt tado y estrict te invariante ha

de ser subconjunto del atractor global. Sin embargo, no todo conjunto inva-
riante tiene que ser asmtottcamentc atrayente. En realidad, es posible que el

atractor conteng juntos no atr es mds, puede que incluso con-

tenga subconjuntos que repelen (en (4), y para A > 0, es lo que ocurre con
la solucion nula). Este hecho hace mds necesaria la localizacidn de las partes

estables e inestables del atractor.

Consideremos ahora el sistema (2) para valores iniciales positivos ug, vg.
En este caso, la situacién es un poco méds compleja, y la podemos resumir

como sigue:
Los puntos estacionarios son

(0,0), (0,p/c), (A a,0), o (Ac — bu,ap — Ad).

Las propiedades de estabilidad de dichos puntos y el comportamiento asintético
global de las trayectorias son bien conocidos (cf. Murray [22] y la Figura 3).
A este respecto, se verifican:

i) Para A,z < 0, (0,0) es el tinico punto fijo en P = {(u,v) € R? con
u,v > 0}, y ademds es globalmente asintéticamente estable.

ii) Para A <0, > 0, (0,0) se convierte en inestable y el otro punto fijo en
P, (0,p/c) es globalmente asintéticamente estable.

ili) Para A > 0, <0, (0,0) se convierte en inestable y el otro punto fijo en
P, (A/a,0) es globalmente asintéticamente estable.

iv) Para A > 0, u > 0, se tienen diversas posibilidades. Supongamos que
ac — bd > 0, entonces:

e Para §A < p, (0,0) y (M/a,0) son inestables y (0,u/c) es global-
mente asint6ticamente estable.

—T—
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o Para gA > p, (0,0) y (0,p/c) son inestables y (A/a,0) es global-
mente asintéticamente estable.
v) Para
GRS (5)
existe un cuarto punto fijo positivo en P, u—ig (Ac — b, ap — Ad) , que es
globalmente asintéticamente estable cuando los datos iniciales se toman
en int(P).

Por otra parte, de la propiedad de invarianza del atractor, éste posee su
propia dindmica, es decir, podemos definir con éxito el sistema dindmico sobre
el atractor S4: A — A. ;Existird alguna relacién entre S y S47? La respuesta
es, como cabe esperar, positiva, y sus consecuencias son muy importantes
ya que en muchos casos podemos simplificar substancialmente el analisis del
comportamiento asintético del sistema estudidndolo sélo sobre A. Este hecho
llega a ser realmente importante cuando, por ejemplo, la dindmica evoluciona
en un espacio de dimensién infinita, el marco habitual cuando uno estudia
ecuaciones en derivadas parciales (cf. Robinson [23] para una extensa, rigurosa
y a la vez amena discusion sobre este tipo de cuestiones para EDPs).

b

Op/c)

1 (ebuap ad)
ac-bd Ll

(Na, 0)

Figura 3: Comportamiento asintético global del problema (2) dependiente de
los pardmetros A y pu. Para A, > 0 se obtienen tres regiones diferentes para
este comportamiento; hemos escrito los puntos fijos asintéticamente estables
en cada una de estas regiones.
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3 Ecuaciones diferenciales no auténomas

3.1 El concepto de sistema dindmico

Antes de comenzar con las definiciones de todos los conceptos propios de las
situaciones no auténomas, vamos a describir un ejemplo muy sencillo que nos
va a servir para motivar el concepto de atractor no auténomo para ecuaciones
diferenciales no auténomas del tipo

&(t) = F(t,2(t))- (6)

Ejemplo: una ecuacién diferencial no auténoma
Consideremos el siguiente problema

{ &(t) = —az(t) + 1 @

z(s) = 2o,

donde a,z € R.
Es inmediato resolver dicho problema de valores iniciales y comprobar que

su unica solucién viene dada por la expresion

e |
z(t,s;z0)=(aco+§~23)e o ‘”-f-;t—a—z. (8)

Podriamos entonces dar la definicién de la generalizacién del concepto de siste-
ma dindmico. Sin embargo, en este caso, el semigrupo {S(t)}:>0 se convierte
en un proceso {S(t,3)}i>s, es decir, una familia de operadores dependien-
te de dos pardmetros (instante inicial s e instante final t) y definida como
S(t,s)zo = x(t, s;70) (cf. Sell [26]), ya que los valores iniciales del tiempo son
ahora tan importantes como los finales. Notemos que esto mismo podriamos
haberlo hecho en el caso auténomo, y hubiésemos tenido

S(t,8)zo = S(t — s,0)zg, para todo zo € R™. (9)

Si ahora hacemos tender ¢ hacia +oo en (8), la solucién, que existe para
todo ¢t € R, se va también hacia +o0; es decir, no existen conjuntos absorben-
tes acotados para este problema. Asi, aunque la presencia del término —ax(t)
proporciona cierta disipatividad al sistema, la teoria cldsica de atractores no
proporciona ninguna informacién de cémo este hecho influye en el compor-
tamiento asintético del sistema. No obstante, el efecto disipativo puede ser
observado de alguna manera. En efecto, si efectuamos la diferencia entre dos

(T R\
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soluciones z(t), y(t) de la ecuacién correspondiente a diferentes datos iniciales
Z, Yo, se verifica que

d

5(a) - y(t) = —aa(®) - y(0),
y por tanto

a(t) — y(t) = e~ (20 — yo)-
Esto pone de manifiesto que, aunque las soluciones se van a +o0, en realidad
crecen juntas en cierto sentido, de manera que limy—, : |z(t) — y(t)| = 0.
Volviendo de nuevo a (8), podemos observar el efecto disipativo producido

por el primer término de la ecuacién y la perturbacién producida por el término

no auténomo de (7). Consideremos ahora la familia de conjuntos dependientes
del tiempo

Entonces, se verifica facilmente que
i) z(t,8;4(s)) = A(t)
ii)
‘_l:+mwd:at(z(t,3; z9), A(t)) =0 (atraccién hacia delante).  (10)

Podriamos definir entonces un atractor no auténomo como una familia de
conjuntos que satisfacen las propiedades i) y ii) precedentes. Notemos que, con
la terminologia de los sistemas dindmicos y gracias a (9), en el caso auténomo
se podria haber definido también el atractor global como un compacto estric-
tamente invariante que verificase

’Br_noo dist(S(t, s)zo, A) = 0.

Esto, que puede parecer simplemente un truco a primera vista, se convertira
en un hecho crucial para la generalizaciéon del concepto de atractor para las
ecuaciones no auténomas. Siguiendo con nuestro ejemplo, observemos que
también se verifica para nuestra familia {A(t)} que

lim_dist(S(t, 8)z0, A(8)) = 0. (1)

La atraccién en (11) estd definida respecto al instante inicial, con la ventaja
de que podemos fijar el tiempo final ¢, de manera que A(t) es un conjunto
atrayente fijado de antemano. El punto i) precedente y (11) nos van a conducir
al concepto de atractor global para ecuaciones no auténomas. Merece la pena
resaltar que (10) y (11) no son equivalentes en general (cf. Cheban et al. [5]).

%
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3.2 Atractores no auténomos o “pullback”

Ahora vamos a introducir el conjunto de definiciones principales de la teoria
de atractores para sistemas no auténomos. Aunque escogeremos un marco
general para ello, se puede observar que dichos conceptos se corresponden con
los aparecidos en el ejemplo precedente.

Sea (H,d) un espacio métrico completo y sea {S(t,s)}t>s, t,8 € R una
familia de aplicaciones que verifican:

i) S(¢,s)S(s,7)u = S(¢,7)u, para todos T < s < t, u € H,
ii) S(t,7) es continua en H, para todo 7 < t.

En general, interpretaremos S(¢,7)u como el valor de la solucién de un
sistema no auténomo en el instante ¢ que estaba en u en el instante inicial 7.

Definicién 8 Dado el instante t € R, se dice que K(t) C H es atrayente en
el tiempo t si para cada conjunto acotado D C H se verifica que

lim dist(S(t,7)D, K (t)) = 0.
To—00
Una familia {K(t)}:cr es atrayente si K(t) lo es en tiempo t, para todo t € R.

Nota 9 En el concepto anterior se considera un instante de tiempo final fijado
y se hace mover el instante inicial hacia —co. Notemos que esto no significa
que nos estamos moviendo hacia atrds en el tiempo, sino que consideramos el
estado del sistema en el instante t que habia empezado en instantes iniciales
7 cada vez mds lejanos, i.e. T — —oo. Esto se suele llamar en la literatura
atraccion desde atrds (del inglés “pullback”)(cf. [17], [5] y la Figura 4).

Definicién 10 Dado t € R, se dice que el conjunto B(t) C H es absorbente
en el tiempo t si para cada acotado D C H eriste un tiempo T = T'(t,D) € R
tal que

S(t,7)D C B(t), para todo T < T.

Una familia {B(t)}cr se llama absorbente si cada B(t) es absorbente en tiem-
pot€R.

Observemos que cada conjunto absorbente en tiempo ¢ es atrayente.

——




Atractores globales para si diferenciales no

x

(3%,
T L B L T X(GTiX,)
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i l K(t)

Figura 4: Atraccién “pullback”hacia el conjunto K (to) de las trayectorias que

comienzan en el punto z en una sucesién de instantes iniciales {7, } que tiende
a —00.

Definicién 11 Sea {B(t)}tcr una familia de subconjuntos de H. Se dice que
dicha familia es invariante respecto del proceso S si para todo t € R se tiene
que

S(t,7)B(7) = B(t), para todo 7 < t.

Esta propiedad es una generalizacion de la propiedad de invarianza clasica
de semigrupos (cf. Temam [27]). En la Figura 5 podemos comparar la propie-
dad de invarianza para semigrupos S(t) y procesos S(t,s).

Definicién 12 Sea {A(t)}ier una familia de conjuntos compactos. Se dice
que es el atractor no autd o pullback iado al proceso S si ademds es
invariante, atrae a todos los conjuntos acotados D C H, en todo tiempo t € R,
y es minimal en el sentido de que si existe otra familia de conjuntos cerrados

y atrayentes de los acotados de H, {C(t)}ier, entonces A(t) C C(t), para todo
teR.

El resultado general que garantiza la existencia de atractor pullback es una
generalizacion del que se conoce para los sistemas dinamicos auténomos (cf.
Temam [27] y Hale [12]):

[ D
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At ;4:,,0);\(0)

=S(t LA

A©) =S(t,t)AC)

Figura 5: Propiedad de invarianza del atractor pullback .A(t).

Teorema 13 (Schmalfuss [25], Crauel et al. [9]) Supongamos que eziste una
familia de conjuntos compactos y absorbentes para el proceso S. Entonces,
existe el atractor no auténomo {A(t)}iecr asociado a S.

Nota 14 Toda la teoria de atractores no auténomos puede ser reescrita en
el marco de los cociclos: una generalizacidn alternativa de la propiedad de
semigrupo involucra el uso de aplicaciones cociclos (cf. [13], [14], [17], [5]).
Aungue podriamos haber sequido esta notacidn en el presente trabajo, hemos
creido mds conveniente no hacerlo en una primera aprozimacion a esta teoria.
En cualquier caso, existen situaciones tales como aquellas en las que aparecen
términos no autdnomos periddicos, casi periddicos o acotados (cf. Sell [26],
Chepyzhov & Vishik [7], Kloeden & Stonier [17]) o el caso de las ecuaciones
diferenciales estocdsticas (cf. Arnold [1], Schmalfuss [24], Crauel & Flandoli
[8]) en las que el concepto de sistema dindmico cociclo viene a ser el marco
apropiado para trabajar.

(T
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4 Algunas propiedades del atractor no auténomo

4.1 Atraccién desde atras y hacia delante (pullback versus for-
ward)

Observemos que para 8y # 83, S(t,81)uo y S(¢ 82)ug se corresponden con
trayectorias diferentes del sistema (véase la Figura 4). De esta manera, la
propiedad de atraccién desde atrds no posee, al menos a primera vista, ninguna
relacién con la atraccién usual hacia delante

¢_l'x_r‘_n°° dist(S(t, 8)uo, A(t))-
En efecto, consideremos las ecuaciones

&1 (t) = —2ta(t) + 262

@(t) = 2tws(t) + 262,

las cuales se pueden resolver de forma explicita y se pueden calcular sus res-
pectivos atractores

t
Alt) =t - e"’/ edr, t >0,
0

t
Al ="t / e dr, tER,
=00
teniendo el primero la propiedad de atraccién hacia delante (forward) pero no
desde atras (pullback) y desde atrés pero no hacia delante el segundo.

Sin embargo, siempre se puede decir algo mas sobre esta relacién. Supon-
gamos que estamos en las condiciones del Teorema 13, es decir, que existe una
familia de conjuntos compactos y absorbentes{ K (t)}:cr, de manera que tene-
mos asegurada la existencia del atractor no auténomo {A(t)},, que satisface,
en particular, que dado uy € H,

lim_dist(S(t, )uo, A(8)) = 0. (12)

Definicién 15 Dado wy € H, se llama drbita desde atrds (o pullback) del
punto ug en el instante t € R al conjunto Bi(uo) C H definido como

Bi(uo) = | S(t, )uo.

T<t
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Asf, A(t) estd relacionado con el comportamiento asintético de las érbitas
de tipo pullback. En [19] se puede encontrar un resultado que muestra cémo
la dindmica sobre el atractor no auténomo {A(t)},cx determina este compor-
tamiento asintético de tipo pullback.

Proposicién 16 Supongamos que el proceso S(t,s) verifica que eziste L > 0
tal que para todos uj,up € H yt,s € R,

d(S(¢, s)ur, S(t, s)uz) < exp(L(t — 8))d(uy, ug).

Sea ug € H, y consideremos sucesiones de términos positivos {en}, {Tn}, con
en 0 y Ty — Ty, / +00. Entonces, eziste {vn}neN, vn € A(Th), para todo
n €N, {r,}nen decreciente, tal que,

sup d(S(Tn +t, 8)uo, S(Tn +t,Tn)vn) < €n.
$<Tn; 0<E<T g1 =T

Ademas, los ‘saltos’ entre trayectorias consecutivas sobre el atractor verifican
nli{‘;‘o d(S(Tnt1, Tn)vn, vnt1) = 0. (13)

Hagamos notar que aunque sea en algin sentido débil, este resultado es
posiblemente el mejor que se pueda probar en una situacién general sobre
la relacién existente entre el comportamiento asintético desde atrds y hacia
delante. Por otra parte, pone de manifiesto que la dindmica sobre el atractor
no auténomo tiene relacién con la misma en todo el espacio de fases. Ademds,
bajo algunas condiciones adicionales, se pueden mostrar algunos resultados
sobre la relacién existente entre la atraccién desde atras y hacia delante (cf.
Cheban et al. [5]). En particular, no es dificil deducir la equivalencia entre
los dos conceptos cuando se conoce la existencia de convergencia uniforme con
respecto al tiempo inicial, esto es, si se verifica que

lim sup dist(S(t, s)xo, A(t)) = 0, para todo zy € R".
t5+00 e

4.2 Semicontinuidad superior de los atractores

Semicontinuidad superior hacia el atractor global

Como ya hemos mencionado anteriormente, el concepto de atractor no
auténomo o pullback presenta importantes diferencias con el de atractor global
del caso auténomo, tanto en lo que se refiere a la propiedad de invarianza
como a la de atraccién. De modo que uno de los primeros puntos que parece
necesario analizar es qué relacién existe entre ambos conceptos.

A
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Supongamos, por tanto, que un si dindmico determinista S :
R* x H — H, y que lo perturbamos con un término no auténomo dependiente
de un pequeiio pardmetro € € (0,&o), de manera que obtenemos un sistema
dindmico no auténomo

Se:RYxRx H - H,

y tal que, para todos s € R, t € R* se tiene que

Se(t,8)z — S(t)r cuandoe N\, 0 (h1)

uniformemente en conjuntos acotados de H. Entonces, se puede demostrar el
siguiente resultado (cf. [3],(4]; véase también [17] para resultados similares).

Teorema 17 Supongamos que se verifica la hipotesis (h1) y que para todo
¢ € (0,&0] eziste un atractor pullback A(t) C K(t), donde K.(t) denota un
compacto absorbente para S, y que existe un compacto K C H tal que para
todot € R

im dist(K.(t), K) = 0. h2
tim dist(K.(0), K) (h2)
Entonces,

li\r'r‘x]dist(A;(i),A) =0, para todot € R.

€
Nota 18 Not que las propiedades (h1) y (h2) son sensatas si considera-

mos que S, es una perturbacidn de S. Por otra parte, este resultado viene a
reforzar el concepto de atractor no auténomo en el sentido de que lo hace apa-
recer como una generalizacion propia del concepto cldsico de atractor global,
es decir, en el limite estamos recuperando los conceptos de la teoria cldsica.

Esquemas numéricos

Existe una situacién importante en la que el atractor pullback aparece
como el objeto natural con el que trabajar. Nos estamos refiriendo al problema
de disenar un método numérico de aproximacién del sistema (6) con tiempo de
discretizacion variable. En efecto, en este caso la aproximacién numérica es un

sistema dindmico di pero no autd Supong qued apro-
ximar el atractor global de un sistema dinamico continuo usando un esquema

de discretizacién con tiempo de discretizacién variable del tipo

Tn1 = Tn + hnf(hn, Zn), (14)

con proceso discreto asociado SP(n,h) : R® - R®, p>0,n € N, h € Hf =
{l = (ln)nez con %p < I, < p para todo n € Z}. Entonces, necesitaremos
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+é =

algunos resultados sobre continuidad del atractor no
(14) y el atractor global de la ecuacién diferencial (1). Este andlisis ha aldo
ya realizado en [15] y [16] bajo ciertas condiciones adecuadas.

Teorema 19 Supongamos que Ias primeras p + 1 derivadas de la funcién F
del sist (1) son unifor tadas en R™ y que (1) posee un atractor
global A. Entonces, existe p* > 0 tal que para todo 0 < p < p* existe una fami-
lia de atractores pullback uniformemente acotados {A”(h), h € H} asociados
a SP(n,h) y verificando que

lim dist(A?, A) =0,
PO

donde AP = e o A?(h).

Por otra parte, existen también algunos otros resultados que permiten
aproximar el atractor no auténomo asociado a una ecuacién diferencial ha-
ciendo uso del atractor pullback de ciertos esquemas numéricos (cf. Cheban
et al. [6]).

Funciones de Lyapunov.

Es bien conocido que las funciones de Lyapunov juegan un papel muy
importante en el estudio de las propiedades de estabilidad de los sistemas
dindmicos. Resultados inversos asegurando la existencia de funciones de Lya-
punov que caracterizan un tipo particular de estabilidad, como la estabilidad
asint6tica uniforme del atractor, son de especial interés tanto desde un punto
de vista teérico como numérico. En particular, el punto clave en el dltimo Teo-
rema enunciado es la existencia de una funcién de Lyapunov para (1), que es
utilizada para construir un conjunto absorbente para los esquemas numéricos

of. [14], [15)).

4.3 Algunas cuestiones sobre la estructura de los atractores
pullback y los fenémenos de bifurcacién

4.3.1 El concepto de bifurcacién en los sistemas no auténomos

Como en el caso auténomo, una bifurcacién puede ser definida como un cambio
en la estabilidad y la estructura de los conjuntos invariantes del sistema. Esto
cubre multitud de casos, y la idea ha sido utilizada para generalizar algunos de
los bien conocidos y cldsicos ejemplos sobre bifurcacién (fenémenos de bifurca-
cion en las inmediaciones del origen, bifurcacién de tipo tenedor o ‘pitchfork’,
bifurcacién basada en la linealizacién del sistema en las proximidades del cero,

e A
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aparicién de atractores no triviales desde la solucién estacionaria nula, bifur-
cacién de tipo punto de silla o ‘saddle-node’, etc y que pueden consultarse en
(20)).

4.3.2 Una bifurcacién transcritica no auténoma

Analizaremos en esta seccién una versién no auténoma de (4) que ha sido tam-

bién analizada con un término cibico en los trabajos (3] y [20]). Consideremos
la ecuacién i
& = Az —a(t)z
e %
con 0 < a(t) < A, a(t) = 0 cuando t = +o0.
Haciendo la sustitucién y(t) = z~!(t), esta ecuacién puede resolverse de
forma explicita: si por ejemplo zo > 0, entonces

eM

z(t,8;20) = ———F———.
eMzg! + [!edra(r) dr

(16)
Para A < 0 podemos definir el atractor global en el caso auténomo: cuando ¢
tiende a 400 todas las soluciones son atraidas hacia el punto estacionario {0}.
El atractor pullback es, por tanto, el conjunto {0}, ya que es el limite de (16)
cuando s tiende hacia —oco. Por otra parte, cuando A > 0, todas las soluciones
son no acotadas cuando ¢t — oo si se verifica que a(t) — 0 ¢uando t — +o0.
No obstante, podemos siempre definir el atractor pullback: en efecto, tomando
limites cuando s — —00 en (16) se obtiene

eA(

B e ——
axtia) I ea(r)dr

(17)

y de aqui es facil comprobar que a,(-;a) es una trayectoria completa de (15),
es decir, z(t, s;a)(s;a)) = a)(t;a), para todo t > s.
La construccién de ay(¢;a) garantiza que es atrayente. Entonces se tiene

Proposicién 20 Para A < 0 el origen es globalmente asintéticamente esta-
ble, mientras que cuando A\ > 0 el origen se convierte en asintéticamente
inestable y aparece una nueva trayectoria completa ay(t;a) que es localmente
asintéticamente estable y viene dada por la expresion (17).

Este resultado lo podemos reformular en términos de atractores (de hecho,

esta misma ecuacién pero con un término ciibico es tratada en este sentido en
el trabajo [3]): para A < 0, el atractor no auténomo es simplemente el origen,
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Nota 21 Para un término ctbico de la forma —a(t)z3(t) en (15), obten-
drfamos una bifurcacidn de tipo tenedor no auténoma (cf. [3]) y, de aqui
no resulta dificil obtener ejemplos sobre bifurcaciones de tipo Hopf (cf. [20]).

4.3.3 Sistemas de competicién no auténomos de tipo Lotka-Volterra

Para finalizar, retornamos de nuevo a nuestro primer modelo para un sistema
de competicién no auténomo detipo Lotka-Volterra y, con un poco mas de
trabajo, se pueden generalizar también los resultados del caso auténomo al no
auténomo (cf. (21] y la Figura 7). Efectivamente, consideremos

w=u()\ — a(t)u — bv)
V= v(p — cv — du)
u(s) =up >0
v(8) = o > 0.

(18)

con a(t) € C°(R). Entonces se verifica el siguiente resultado.

Teorema 22 Supongamos que la funcién a(t) es decreciente con limy, . a(t) =
A >0, Ad > be y limg—yo0 a(t) = 0.

i) 8i0 < §A < p, entonces para todo (uo,vp) € int(P) se verifica que
‘lir_nw(u(t,s;uo,vo),v(t,s;“0;”0)) = (0, %)

ii) Cuando

d c
0<Z/\<p<3,\, (19)

eziste una trayectoria completa (U(t), V(t)), acotada superior e infe-
riormente por constantes positivas (dependientes del tiempo) para cada
t € R, y tales que para todos ug,vg >0yt ER

im_[u(t, 5 u0,00) — U(®)] = 0

JJim v (t, 350, v0) = V()] = 0.

i) Finalmente 51 0 < p < %)\, entonces para todo (ug,vy) € int(P) se tiene
que

._ljglw(u(t, 8;u0, %), v(t, 8; uo, v0)) = (a(t; a),0).
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cA\b

()

[(OAIO)]

(a(t:a),0)

A

Figura 7: Comportamiento asintético global del problema (18) dependiente de
los pardmetros A y pu. Para X, p > 0 obtenemos tres regiones diferentes para
este comportamiento; hemos escrito las trayectorias completas globalmente
asintéticamente atrayentes en cada una de estas regiones.

5 Conclusiones

Hemos descrito el concepto de atractor no auténomo y algunas de sus pro-
piedades principales. Desde nuestro punto de vista, podemos afirmar que
este concepto se convertird en una de las herramientas bésicas para el estudio
cualitativo de las propiedades de los sistemas de ecuaciones diferenciales no
auténomas. Notemos que hemos intentado evitar las mayores dificultades al
escribir sobre estos nuevos conceptos, de modo que las ideas puedan llegar a
ser accesibles al mayor nimero de matemdticos posible. Asi, merece la pe-
na observar que esta teorfa se encuentra actualmente en pleno desarrollo, y
son cada vez més y mas los investigadores que se estdn interesando por dicha
teoria, en algunas ocasiones, en el marco de Proyectos de Investigacion a nivel
internacional. Por tanto, caben esperar muchos resultados en esta linea en el
futuro inmediato. En concreto, toda la teorfa relacionada con los fenémenos de
bifurcacion para sistemas no auténomos aparecen como problemas desafiantes
y apenas abordados hasta el momento.
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